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Аннотация

Изучена первая начально-краевая задача для многомерного (по про-
странственным переменным) интегро-дифференциального уравнения
конвекции-диффузии. Для приближенного решения поставленной зада-
чи предложена локально-одномерная схема А. А. Самарского с поряд-
ком аппроксимации 𝑂(ℎ2 + 𝜏). Исследование единственности и устой-
чивости решения проводится с помощью метода энергетических нера-
венств. Получены априорные оценки решения локально-одномерной раз-
ностной схемы, откуда следуют единственность решения, непрерывная
и равномерная зависимость решения от входных данных, а также сходи-
мость решения схемы к решению исходной дифференциальной задачи
со скоростью, равной порядку аппроксимации разностной схемы. Для
двумерной задачи построен алгоритм численного решения, проведены
численные расчеты тестовых примеров, иллюстрирующие полученные
в работе теоретические результаты.
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Введение. При исследовании прикладных задач механики сплошной сре-
ды, тепло- и массопереноса широко используются методы математического
моделирования и вычислительной математики. В качестве основных при ис-
следовании многих процессов в движущихся средах можно выделить диф-
фузионный перенос той или иной субстанции и перенос, обусловленный дви-
жением среды, т. е. конвективный перенос. В газо- и гидродинамике одним
из базовых моделей многих процессов выступают краевые задачи для неста-
ционарных уравнений конвекции-диффузии (т. е. параболическое уравнение
второго порядка с младшими членами) [1].

Математические модели, детально описывающие реальные процессы и яв-
ления природы, представляют собой сложные системы. Сложность задач ма-
тематической физики в основном обусловлена их многомерностью и нелиней-
ностью. Получить точные аналитические решения таких задач очень трудно.
В этой связи используются приближенные методы решения. Одним из самых
распространенных методов приближенного решения краевых задач является
метод конечных разностей.

С точки зрения численной реализации в отличие от одномерных задач при
изучении многомерных задач возникает сложность, заключающаяся в значи-
тельном увеличении объема вычислений. В этой связи актуальное значение
приобретает задача построения экономичных разностных схем для числен-
ного решения многомерных задач, обладающих возможностью достаточно
эффективной стабилизации решений (устойчивостью) и требующих при пе-
реходе со слоя на слой проведения числа арифметических операций 𝑄, про-
порционального числу узлов сетки, так что 𝑄 = 𝑂(ℎ−𝑝), где ℎ = min

16𝑖6𝑝
ℎ𝑖, 𝑝—

размерность пространства, ℎ𝑖 — шаг сетки по направлению 𝑥𝑖.
К эффективным методам приближенного решения сложных многомерных

задач математической физики на основе их конечно-разностных аппроксима-
ций относятся методы расщепления, они были развиты в работах J. Douglas,
D. W. Peaceman, H. H. Rасhfоrd [2,3], Н. Н. Яненко [4], А. А. Самарского [5,6],
Г. И. Марчука [7], Е. Г. Дьяконова [8], И. В. Фрязинова [9–11] и др. Их отказ от
классического понятия аппроксимации и замена его более слабым условием
суммарной аппроксимации существенно расширяют класс решаемых задач.

Целью и новизной настоящей работы является разработка и обоснование
численного метода решения интегро-дифференциального уравнения конвек-
ции-диффузии с неоднородными краевыми условиями первого рода в много-
мерной области. Для приближенного решения поставленной задачи предло-
жена локально-одномерная разностная схема А. А. Самарского с порядком
аппроксимации 𝑂(ℎ2 + 𝜏). Ввиду того, что уравнение содержит первую про-
изводную от неизвестной функции по пространственной переменной 𝑥𝛼 для
повышения порядка точности локально-одномерной схемы используется из-
вестный метод, предложенный А. А. Самарским при построении монотонной
схемы второго порядка точности по ℎ𝛼 для уравнения параболического типа
общего вида, содержащего односторонние производные, учитывающие знак
𝑟𝛼(𝑥, 𝑡). Исследование единственности и устойчивости решения проводится
с помощью метода энергетических неравенств. Получены априорные оценки
решения локально-одномерной разностной схемы, откуда следуют единствен-
ность решения, непрерывная и равномерная зависимость решения от входных
данных, а также сходимость решения схемы к решению исходной дифферен-
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циальной задачи со скоростью, равной порядку аппроксимации разностной
схемы. Для двумерной задачи построен алгоритм численного решения, прове-
дены численные расчеты тестовых примеров, иллюстрирующие полученные
в работе теоретические результаты.

Следует отметить, что применение принципа максимума [5, 6] для иссле-
дования единственности, устойчивости и сходимости решения локально-одно-
мерной схемы, аппроксимирующей многомерное интегро-дифференциальное
уравнение конвекции-диффузии, не представляется возможным, а исследова-
ние методом энергетических неравенств решения многомерного интегро-диф-
ференциального уравнения параболического типа с однородными краевыми
условиями первого рода возможно, но при этом сходимость схемы доказыва-
ется лишь со скоростью 𝑂(ℎ+

√
𝜏). В этой связи в данной работе предлагается

подход к получению априорной оценки решения локально-одномерной схемы,
с помощью которой доказывается сходимость схемы со скоростью 𝑂(ℎ2 + 𝜏).

Численным методам решения локальных и нелокальных краевых задач
для многомерных дифференциальных уравнений в частных производных па-
раболического типа на основе построения локально-одномерных разностных
схем посвящены работы [12–15].

1. Постановка задачи. В замкнутой области 𝑄𝑇 = 𝐺×[0, 𝑇 ], основанием
которой является 𝑝-мерный куб 𝐺 = {𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑝) : 0 6 𝑥𝛼 6 𝑙, 𝛼 =

= 1, 2, . . . , 𝑝} с границей Γ, 𝐺 = 𝐺∪Γ, рассматривается следующая задача [16,
cтр. 442]:

𝜕𝑢

𝜕𝑡
= 𝐿𝑢+ 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄𝑇 , (1)

𝑢
⃒⃒
Γ
= 𝜇(𝑥, 𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑇, (2)

𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐺, (3)

где 𝐿𝑢 =
𝑝∑︀

𝛼=1
𝐿𝛼𝑢, 𝐿𝛼𝑢 = 𝑘𝛼(𝑡)

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝛼
+ 𝑟𝛼(𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝛼
− 𝑞𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢−

∫︁ 𝑙

0
𝐻𝛼(𝑥, 𝑡)𝑢𝑑𝑥𝛼;

0 < 𝑐0 6 𝑘𝛼(𝑡) 6 𝑐1, |𝑟𝛼(𝑡)|, |𝐻𝛼(𝑥, 𝑡)|, |𝑞𝛼(𝑥, 𝑡)| 6 𝑐2, 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 = const > 0;

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶4,2(𝑄𝑇 ), 𝑘𝛼(𝑡), 𝑟𝛼(𝑡) ∈ 𝐶1[0, 𝑇 ],

𝐻𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑞𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶2,1(𝑄𝑇 ), (4)

𝜇±𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑢0(𝑥)— непрерывные функции, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝,

𝐶𝑚,𝑛 — класс функций, непрерывных вместе со своими частными производ-
ными порядка 𝑚 по 𝑥 и 𝑛 по 𝑡; 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2 — положительные постоянные; 𝑄𝑇 =
= 𝐺× (0, 𝑇 ].

Далее через 𝑀𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , обозначаются положительные постоянные,
зависящие только от входных данных рассматриваемой задачи.

2. Локально-одномерная схема. Пространственную сетку выберем рав-
номерной по каждому направлению 𝑂𝑥𝛼 с шагом ℎ = 𝑙/𝑁 (кубическая сетка
с шагом ℎ) [16, cтр. 475]:

�̄�ℎ = �̄�𝑝
ℎ,𝛼, �̄�ℎ,𝛼 =

{︀
𝑥(𝑖𝛼)𝛼 = 𝑖𝛼ℎ : 𝑖𝛼 = 1, . . . , 𝑁 − 1, 𝑥(0)𝛼 = 0, 𝑥(𝑁)

𝛼 = 𝑁ℎ/2
}︀
,
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𝜔ℎ = 𝜔𝑝
ℎ,𝛼, 𝜔ℎ,𝛼 =

{︀
𝑥(𝑖𝛼)𝛼 = 𝑖𝛼ℎ : 𝑖𝛼 = 1, . . . , 𝑁 − 1

}︀
, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝.

На отрезке [0, 𝑇 ] также введем равномерную сетку 𝜔𝜏 = {𝑡𝑗 = 𝑗𝜏 , 𝑗 = 0, 1,
. . . , 𝑗0} с шагом 𝜏 = 𝑇/𝑗0. Каждый из отрезков [𝑡𝑗 , 𝑡𝑗+1] разобьем на 𝑝 частей,
введя точки 𝑡𝑗+𝛼/𝑝 = 𝑡𝑗 + 𝜏𝛼/𝑝, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝 − 1, и обозначим через Δ𝛼 =

=
(︀
𝑡𝑗+(𝛼−1)/𝑝, 𝑡𝑗+𝛼/𝑝

]︀
полуинтервал, где 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝.

Уравнение (1) перепишем в виде

R𝑢 =
𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝐿𝑢− 𝑓 = 0,

или
𝑝∑︁

𝛼=1

R𝛼𝑢 = 0, R𝛼𝑢 =
1

𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝐿𝛼𝑢− 𝑓𝛼,

𝑝∑︁
𝛼=1

𝑓𝛼 = 𝑓,

где 𝑓𝛼(𝑥, 𝑡), 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, — произвольные функции, обладающие той же

гладкостью, что и 𝑓(𝑥, 𝑡), удовлетворяющие условию нормировки
𝑝∑︀

𝛼=1
𝑓𝛼 = 𝑓.

На каждом полуинтервале Δ𝛼, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, будем последовательно ре-
шать задачи

R𝛼𝜗𝛼 =
1

𝑝

𝜕𝜗(𝛼)

𝜕𝑡
− 𝐿𝛼𝜗(𝛼) − 𝑓𝛼 = 0, 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑡 ∈ Δ𝛼, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, (5){︃

𝜗(𝛼) = 𝜇−𝛼, 𝑥𝛼 = 0,

𝜗(𝛼) = 𝜇+𝛼, 𝑥𝛼 = 𝑙,

полагая при этом [16, стр. 522]

𝜗(1)(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), 𝜗𝑗(1)(𝑥, 𝑡𝑗) = 𝜗𝑗−1
(𝑝) (𝑥, 𝑡𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑗0,

𝜗𝑗(𝛼)(𝑥, 𝑡𝑗+(𝛼−1)/𝑝) = 𝜗𝑗(𝛼−1)(𝑥, 𝑡𝑗+(𝛼−1)/𝑝), 𝛼 = 2, . . . , 𝑝, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑗0 − 1,

𝜇−𝛼 = 𝜇(𝑥′, 0, 𝑡), 𝜇+𝛼 = 𝜇(𝑥′, 𝑙, 𝑡)— непрерывные функции.
Аналогично [16, cтр. 401] получим для уравнения (5) номера 𝛼 монотон-

ную схему второго порядка аппроксимации по ℎ. Для этого рассмотрим урав-
нение (5) номера 𝛼 с возмущенным оператором ̃︀𝐿𝛼:

1

𝑝

𝜕𝜗(𝛼)

𝜕𝑡
= ̃︀𝐿𝛼𝜗(𝛼) + 𝑓𝛼, 𝑡 ∈ Δ𝛼, (6)

где

̃︀𝐿𝛼𝜗(𝛼) = κ𝛼
𝜕

𝜕𝑥𝛼

(︁
𝑘𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜗(𝛼)

𝜕𝑥𝛼

)︁
+ 𝑟𝛼(𝑥, 𝑡)

𝜕𝜗(𝛼)

𝜕𝑥𝛼
− 𝑞𝛼𝜗(𝛼) −

∫︁ 𝑙

0
𝐻𝛼(𝑥, 𝑡)𝜗(𝛼)𝑑𝑥𝛼;

κ𝛼 =
1

1 +𝑅𝛼
, 𝑅𝛼 =

ℎ|𝑟𝛼|
2𝑘𝛼

— разностное число Рейнольдса; 𝑟𝛼 = 𝑟+𝛼 + 𝑟−𝛼 ,

𝑟+𝛼 = (𝑟𝛼 + |𝑟𝛼|)/2 > 0, 𝑟−𝛼 = (𝑟𝛼 − |𝑟𝛼|)/2 6 0; 𝑏+𝛼 = 𝑟+𝛼 /𝑘𝛼, 𝑏−𝛼 = 𝑟−𝛼 /𝑘𝛼.
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Аппроксимируем каждое уравнение (6) номера 𝛼 неявной схемой на по-
луинтервале Δ𝛼, тогда получим цепочку из 𝑝 одномерных разностных урав-
нений:

𝑦𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑦𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
= Λ̃𝛼𝑦

𝑗+𝛼/𝑝 + 𝜙𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 , 𝑥𝛼 ∈ 𝜔ℎ, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, (7)

где

Λ̃𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝 = κ𝛼𝑎𝛼𝑦

𝑗+𝛼
𝑝

�̄�𝛼𝑥𝛼
+𝑏+𝛼𝑎𝛼𝑦

𝑗+𝛼/𝑝
𝑥𝛼

+𝑏−𝛼𝑎𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

−𝑑𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝−
𝑁∑︁

𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑖𝛼

~;

𝑎𝛼 = 𝑘𝛼(𝑡), 𝑟𝛼 = 𝑟𝛼(𝑡), 𝑑𝛼 = 𝑞𝛼(𝑥, 𝑡), 𝛿𝛼 = 𝐻𝛼(𝑥𝛼, 𝑡), 𝜙𝛼 = 𝑓𝛼(𝑥, 𝑡), 𝑡 = 𝑡𝑗+1/2,

~ =

{︃
ℎ, 𝑖𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑁 − 1,

ℎ/2, 𝑖𝛼 = 0, 𝑁 ;

𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑝), 𝑥′ = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝛼−1, 𝑥𝛼+1, . . . , 𝑥𝑝); 𝛾ℎ,𝛼 — множество гра-
ничных по направлению 𝑥𝛼 узлов.

К уравнению (7) присоединим граничные и начальное условия{︃
𝑦𝑗+𝛼/𝑝 = 𝜇−𝛼, 𝑥𝛼 = 0,

𝑦𝑗+𝛼/𝑝 = 𝜇+𝛼, 𝑥𝛼 = 𝑙,
(8)

𝑦(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥). (9)

3. Погрешность аппроксимации локально-одномерной схемы. Ха-
рактеристикой точности решения локально-одномерной схемы является раз-
ность 𝑧𝑗+𝛼/𝑝 = 𝑦𝑗+𝛼/𝑝−𝑢𝑗+𝛼/𝑝, где 𝑢𝑗+𝛼/𝑝 — решение исходной задачи (1)–(3).
Подставляя 𝑦𝑗+𝛼/𝑝 = 𝑧𝑗+𝛼/𝑝 + 𝑢𝑗+𝛼/𝑝 в схему (7)–(9), получим задачу для
погрешности 𝑧𝑗+𝛼/𝑝:

𝑧𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑧𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
= Λ̃𝛼𝑧

𝑗+𝛼/𝑝 + 𝜓𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 , (10)

𝑧𝑗+𝛼/𝑝 = 0 при 𝑥 ∈ 𝛾ℎ,𝛼, 𝑧(𝑥, 0) = 0,

где 𝜓𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 = Λ̃𝛼𝑢

𝑗+𝛼/𝑝 + 𝜙
𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 − 𝑢𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑢𝑗+𝛼−1/𝑝

𝜏
.

Обозначив через 𝜓𝛼 =
(︁
𝐿𝛼𝑢+ 𝑓𝛼 − 1

𝑝

𝜕𝑢

𝜕𝑡

)︁𝑗+1/2
и замечая, что

𝑝∑︀
𝛼=1

𝜓𝛼 = 0,

если
𝑝∑︀

𝛼=1
𝑓𝛼 = 𝑓 , представим погрешность в виде суммы 𝜓

𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 = 𝜓𝛼 + 𝜓*

𝛼:

𝜓𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 = Λ̃𝛼𝑢

𝑗+𝛼/𝑝 + 𝜙𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 − 𝑢𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑢𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
+ 𝜓𝛼 − 𝜓𝛼 =

=
(︀
Λ̃𝛼𝑢

𝑗+𝛼/𝑝 − 𝐿𝛼𝑢
𝑗+1/2

)︀
+
(︀
𝜙𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 − 𝑓 𝑗+1/2

𝛼

)︀
−
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−
(︁𝑢𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑢𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
− 1

𝑝

(︁𝜕𝑢
𝜕𝑡

)︁𝑗+1/2)︁
+ 𝜓𝛼 = 𝜓𝛼 + 𝜓*

𝛼.

Очевидно, что 𝜓*
𝛼 = 𝑂(ℎ2 + 𝜏), 𝜓𝛼 = 𝑂(1),

𝑝∑︀
𝛼=1

𝜓
𝑗+𝛼/𝑝
𝛼 =

𝑝∑︀
𝛼=1

𝜓𝛼 +
𝑝∑︀

𝛼=1
𝜓*
𝛼 =

= 𝑂(ℎ2 + 𝜏).

4. Устойчивость локально-одномерной схемы. Априорную оценку
решения схемы (7)–(9) найдем методом энергетических неравенств, для этого
введем скалярные произведения и нормы в следующем виде:

1

𝑝
𝑦
(𝛼)
𝑡

=
𝑦𝑗+𝛼/𝑝 − 𝑦𝑗+(𝛼−1)/𝑝

𝜏
, (𝑢, 𝑣)𝛼 =

𝑁−1∑︁
𝑖𝛼=1

𝑢𝑖𝛼𝑣𝑖𝛼ℎ, ‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)
=

𝑁−1∑︁
𝑖𝛼=1

𝑦2𝑖𝛼ℎ,

(𝑢, 𝑣) =
∑︁
𝑥∈𝜔ℎ

𝑢𝑣𝐻, 𝐻 = ℎ𝑝, ‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝜔ℎ)
=
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

‖𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)
𝐻/ℎ,

[𝑢, 𝑣]𝛼 =

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝑢𝑖𝛼𝑣𝑖𝛼~, |[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)
=

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝑦2𝑖𝛼~,

[𝑢, 𝑣] =
∑︁
𝑥∈�̄�ℎ

𝑢𝑣𝐻, 𝐻 = ~𝑝, |[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(�̄�ℎ)
=
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

|[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)
𝐻/~.

Умножим теперь уравнение (7) на 𝑦(𝛼)ℎ, где 𝑦(𝛼) = 𝑦𝑗+𝛼/𝑝, и просуммиру-
ем по 𝑠𝛼 от 𝜂𝛼 до 𝜉𝛼:

1

𝑝

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦
(𝛼)
𝑡,𝑠𝛼

𝑦(𝛼)𝑠𝛼 ℎ =

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

Λ̃𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+

+

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙(𝛼),𝑠𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ, 0 6 𝜂𝛼 6 𝜉𝛼 6 𝑁. (11)

Преобразуем каждое слагаемое тождества (11):

1

𝑝

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦
(𝛼)
𝑡,𝑠𝛼

𝑦(𝛼)𝑠𝛼 ℎ =
1

2𝑝

(︂ 𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦(𝛼)𝑠𝛼 )2ℎ

)︂
𝑡

+
𝜏

2𝑝

(︂ 𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦
(𝛼)
𝑡,𝑠𝛼

)2ℎ

)︂
, (12)

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

Λ̃𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ = κ𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦�̄�𝛼𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+ 𝑏+𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦(𝛼)𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+

+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ−

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑑𝛼(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ−

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(︂
𝑦(𝛼)𝑠𝛼

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑖𝛼

~
)︂
ℎ =

= −κ𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼+1∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦�̄�𝛼,𝑠𝛼)
2ℎ+ κ𝛼𝑎𝛼

(︀
𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝜉𝛼+1𝑦

(𝛼)
𝜉𝛼+1 − 𝑦

(𝛼)
�̄�𝛼,𝜂𝛼𝑦

(𝛼)
𝜂𝛼−1

)︀
+
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+ 𝑏+𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦(𝛼)𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ−

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑑𝛼,𝑠𝛼(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ−

−
𝜉𝛼∑︁

𝑠𝛼=𝜂𝛼

(︂
𝑦(𝛼)𝑠𝛼

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑖𝛼

~
)︂
ℎ, (13)

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙(𝛼),𝑠𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ 6

1

2

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ+
1

2

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦(𝛼)𝑠𝛼 )2ℎ. (14)

Преобразуем отдельно выражение 𝑦(𝛼)�̄�𝛼,𝜉𝛼+1𝑦
(𝛼)
𝜉𝛼+1− 𝑦

(𝛼)
�̄�𝛼,𝜂𝛼𝑦

(𝛼)
𝜂𝛼−1, тогда с учетом

(𝑦2)�̄�𝛼 = 2𝑦�̄�𝛼𝑦
(𝛼) − ℎ𝑦2�̄�𝛼

получим

𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝜉𝛼+1𝑦

(𝛼)
𝜉𝛼+1 − 𝑦

(𝛼)
�̄�𝛼,𝜂𝛼𝑦

(𝛼)
𝜂𝛼−1 =

=
1

2

(︀
(𝑦2)�̄�𝛼,𝜉𝛼+1 + 𝑦2�̄�𝛼,𝜉𝛼+1ℎ− (𝑦2)�̄�𝛼,𝜂𝛼 + 𝑦2�̄�𝛼,𝜂𝛼ℎ

)︀
. (15)

Учитывая преобразования (12)–(15), из (11) находим

1

2𝑝

(︂ 𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦(𝛼)𝑠𝛼 )2ℎ

)︂
𝑡

+
𝜏

2𝑝

(︂ 𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦
(𝛼)
𝑡,𝑠𝛼

)2ℎ

)︂
+

κ𝛼𝑎𝛼
2

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼+1

(𝑦�̄�𝛼,𝑠𝛼)
2ℎ 6

6
κ𝛼𝑎𝛼
2

(𝑦2)�̄�𝛼,𝜉𝛼+1 −
κ𝛼𝑎𝛼
2

(𝑦2)�̄�𝛼,𝜂𝛼 + 𝑏+𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦(𝛼)𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+

+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ−

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑑𝛼,𝑠𝛼(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ−

−
𝜉𝛼∑︁

𝑠𝛼=𝜂𝛼

(︂
𝑦(𝛼)𝑠𝛼

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑖𝛼

~
)︂
ℎ+

1

2

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ+
1

2

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦(𝛼)𝑠𝛼 )2ℎ. (16)

Умножим теперь (16) на ℎ и просуммируем по 𝜉𝛼 от 𝜂𝛼 до 𝑁 , затем по-
лученное неравенство умножим на ℎ и просуммируем по 𝜂𝛼 от 0 до 𝑁 . Тогда
получим

1

2𝑝

(︂ 𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦(𝛼)𝑠𝛼 )2ℎ

)︂
𝑡

+
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼+1

(𝑦�̄�𝛼,𝑠𝛼)
2ℎ 6

6
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

(𝑦2)�̄�𝛼,𝜉𝛼+1ℎ− κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

(𝑦2)�̄�𝛼,𝜂𝛼ℎ+

+ 𝑏+𝛼𝑎𝛼

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ
𝑁∑︁

𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦(𝛼)𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼

𝑁∑︁
𝜂𝛼=1

ℎ
𝑁∑︁

𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ−
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−
𝑁∑︁

𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(︂
𝑦(𝛼)𝑠𝛼

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑖𝛼

~
)︂
ℎ+

1

2

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ+

+𝑀1

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑦(𝛼)𝑠𝛼 )2ℎ. (17)

Преобразуем сумму
𝑁∑︀

𝜂𝛼=0
ℎ

𝑁∑︀
𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ
𝜉𝛼∑︀

𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ следующим образом:

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝜂𝛼

ℎ

𝜉𝛼∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ =

𝑁∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ

𝑁∑︁
𝑠𝛼=𝜂𝛼

𝜙2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ

𝑁∑︁
𝜉𝛼=𝑠𝛼

ℎ =

=
𝑁∑︁

𝜂𝛼=0

ℎ
𝑁∑︁

𝑠𝛼=𝜂𝛼

(𝑙 − 𝑥𝛼)𝜙
2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ =
𝑁∑︁

𝑠𝛼=0

(𝑙 − 𝑥𝛼)𝜙
2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ

𝑠𝛼∑︁
𝜂𝛼=0

ℎ =

=

𝑁∑︁
𝑠𝛼=0

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝜙
2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ =

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝜙
2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ.

Учитывая последнее, из (17) находим

1

2𝑝

(︂𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ

)︂
𝑡

+
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦�̄�𝛼,𝑠𝛼)
2ℎ 6

6
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=0

𝑥𝛼(𝑦
2)�̄�𝛼,𝑠𝛼+1ℎ− κ𝛼𝑎𝛼

2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
2)�̄�𝛼,𝑠𝛼ℎ+

+ 𝑏+𝛼𝑎𝛼

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝑦
(𝛼)
𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ−

−
𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)

(︂
𝑦(𝛼)𝑠𝛼

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑖𝛼

~
)︂
ℎ+

1

2

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝜙
2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ+

+𝑀1

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ. (18)

Преобразуем первое и второе слагаемые правой части (18):

κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=0

𝑥𝛼(𝑦
2)�̄�𝛼,𝑠𝛼+1ℎ− κ𝛼𝑎𝛼

2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
2)�̄�𝛼,𝑠𝛼ℎ =

=
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=0

𝑥𝛼(𝑦
2)�̄�𝛼,𝑠𝛼+1ℎ+

κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑦
2)�̄�𝛼,𝑠𝛼ℎ−
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− κ𝛼𝑎𝛼𝑙

2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(𝑦2)�̄�𝛼,𝑠𝛼ℎ =

=
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(2𝑥𝛼 − ℎ)(𝑦2)�̄�𝛼,𝑠𝛼ℎ− κ𝛼𝑎𝛼𝑙

2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(𝑦2)�̄�𝛼,𝑠𝛼ℎ =

= −κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=0

(2𝑥𝛼 + ℎ)�̄�𝛼,𝑠𝛼(𝑦
2
𝑠𝛼)ℎ+

κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(︀
(2𝑥𝛼 + ℎ)𝑦2

)︀
�̄�𝛼,𝑠𝛼

ℎ−

− κ𝛼𝑎𝛼𝑙

2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(𝑦2)�̄�𝛼,𝑠𝛼ℎ 6

6
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁∑︁
𝑠𝛼=1

(︀
(2𝑥𝛼 + ℎ− 𝑙)𝑦2

)︀
�̄�𝛼,𝑠𝛼

ℎ− κ𝛼𝑎𝛼

𝑁∑︁
𝑠𝛼=0

(𝑦2𝑠𝛼)ℎ 6

6 −κ𝛼𝑎𝛼

𝑁∑︁
𝑠𝛼=0

(𝑦2𝑠𝛼)ℎ+ κ𝛼𝑎𝛼𝑙(𝑦
2
𝑁 + 𝑦20). (19)

С учетом граничных условий (2) и (19) из (18) получим

1

2𝑝

(︂𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ

)︂
𝑡

+
κ𝛼𝑎𝛼
2

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦�̄�𝛼,𝑠𝛼)
2ℎ+

+ κ𝛼𝑎𝛼

𝑁∑︁
𝑠𝛼=0

(𝑦2𝑠𝛼)ℎ 6

6 𝑏+𝛼𝑎𝛼

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝑦
(𝛼)
𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ−

−
𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)

(︂
𝑦(𝛼)𝑠𝛼

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+𝛼/𝑝
𝑖𝛼

~
)︂
ℎ+𝑀1

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ+

+𝑀2

(︂𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝜙2
(𝛼),𝑠𝛼

ℎ+ 𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼

)︂
. (20)

Оценим слагаемые правой части (20) с помощью неравенства Коши с 𝜀,
тогда получим

𝑏+𝛼𝑎𝛼

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝑦
(𝛼)
𝑥𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)𝑦
(𝛼)
�̄�𝛼,𝑠𝛼𝑦

(𝛼)
𝑠𝛼 ℎ 6

6𝑀3

(︁
𝜀‖𝜌𝛼𝑦�̄�𝛼,𝑠𝛼 ]|2𝐿2(𝛼)

+
1

4𝜀
‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)

)︁
, (21)
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−
𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)

(︂
𝑦(𝛼)𝑠𝛼

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼

~
)︂
ℎ 6

6
1

4𝜀1

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ+ 𝜀1

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)

(︂ 𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼

~
)︂2

ℎ 6

6
1

4𝜀1

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ+ 𝜀1𝑀3

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

(︂
𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

(𝑦
(𝛼)
𝑖𝛼

)2~
)︂
ℎ 6

6
1

4𝜀1

𝑁−1∑︁
𝑠𝛼=1

𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼)(𝑦
(𝛼)
𝑠𝛼 )2ℎ+ 𝜀1𝑀4

𝑁∑︁
𝑠𝛼=0

𝑦2𝑠𝛼ℎ 6

6
1

4𝜀1
‖𝜌𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)

+ 𝜀1𝑀4|[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)
, (22)

где 𝜌𝛼 =
√︀
𝑥𝛼(𝑙 − 𝑥𝛼), 𝜌1 = 𝜌2 = · · · = 𝜌𝑝.

Учитывая (21), (22), из (20) находим

1

2𝑝

(︀
‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)

)︀
𝑡
+𝑀5‖𝜌𝛼𝑦�̄�𝛼 ]|2𝐿2(𝛼)

+ |[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)
6

6 𝜀𝑀6‖𝜌𝛼𝑦�̄�𝛼 ]|2𝐿2(𝛼)
+ 𝜀1𝑀4|[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)

+

+𝑀7(𝜀)‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)
+𝑀2

(︀
|[𝜙(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)

+ 𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼

)︀
,

где ‖ · ‖𝐿2(𝛼) означает, что норма берется по переменной 𝑥𝛼 при фиксирован-
ных значениях остальных переменных.

Выбирая 𝜀 =𝑀5/(2𝑀6), 𝜀1 = 1/(2𝑀4), из последнего получим

1

𝑝

(︀
‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)

)︀
𝑡
+ ‖𝜌𝛼𝑦�̄�𝛼 ]|2𝐿2(𝛼)

+ |[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)
6

6𝑀8‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝛼)
+𝑀9

(︀
|[𝜙(𝛼)]|2𝐿2(𝛼)

+ 𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼

)︀
. (23)

Подставляя после суммирования по 𝑖𝛽 ̸= 𝑖𝛼, 𝛽 = 1, 2, . . . , 𝑝 полученные
оценки в тождество (23), получим неравенство

1

𝑝

(︀
‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝜔ℎ)

)︀
𝑡
+ ‖𝜌𝛼𝑦�̄�𝛼 ]|2𝐿2(𝜔ℎ)

+ |[𝑦(𝛼)]|2𝐿2(�̄�ℎ)
6𝑀8‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+

+𝑀9

(︂
|[𝜙𝑗+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜇2−𝛼(𝑡𝑗) + 𝜇2+𝛼(𝑡𝑗)

)︀
𝐻/~

)︂
. (24)

Просуммируем (24) сначала по 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝:

1

𝑝

(︂ 𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝜌𝛼𝑦(𝛼)‖2𝐿2(𝜔ℎ)

)︂
𝑡

+

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝

�̄�𝛼
]|2𝐿2(𝜔ℎ)

+ |[𝑦𝑗+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀
6

6𝑀8

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+
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+𝑀9

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
|[𝜙𝑗+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜇2−𝛼(𝑡𝑗) + 𝜇2+𝛼(𝑡𝑗)

)︀
𝐻/~

)︂
,

а затем, умножая обе части на 𝜏 и суммируя по 𝑗 ′ от 0 до 𝑗, получаем

‖𝜌𝑝𝑦𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝑦𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+ |[𝑦𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀
6

6𝑀10

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝜌𝛼𝑦𝑗
′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+𝑀11

(︂
|[𝑦0]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+

+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
|[𝜙𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜇2−𝛼(𝑡𝑗′) + 𝜇2+𝛼(𝑡𝑗′)

)︀
𝐻/~

)︂)︂
. (25)

Из (25) имеем

‖𝜌𝑝𝑦𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6𝑀10

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝜌𝛼𝑦𝑗
′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+𝑀11𝐹
𝑗 , (26)

где

𝐹 𝑗 =

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
|[𝜙𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝐻/~
)︂
+ |[𝑦0]|2𝐿2(�̄�ℎ)

.

Покажем, что имеет место неравенство

max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6 𝜈1

𝑗−1∑︁
𝑗′=0

𝜏 max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗
′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+ 𝜈2𝐹
𝑗 ,

где 𝜈1, 𝜈2 — известные положительные постоянные.
Перепишем неравенство (24) в следующем виде:

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6 ‖𝜌𝛼𝑦𝑗+(𝛼−1)/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+ 𝜏𝑀8‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+

+ 𝜏𝑀9

(︂
|[𝜙𝑗+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝐻/~
)︂
. (27)

Просуммируем (27) по 𝛼′ от 1 до 𝛼, тогда получим

𝛼∑︁
𝛼′=1

‖𝜌𝛼′𝑦𝑗+𝛼′/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6

6
𝛼∑︁

𝛼′=1

‖𝜌𝛼′𝑦𝑗+(𝛼′−1)/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+ 𝜏𝑀8

𝛼∑︁
𝛼′=1

‖𝜌𝛼′𝑦𝑗+𝛼′/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+
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+ 𝜏𝑀9

𝛼∑︁
𝛼′=1

(︂
|[𝜙𝑗+𝛼′/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁

𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼′

(𝜇2−𝛼′ + 𝜇2+𝛼′)𝐻/~
)︂
.

Из последнего получаем

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6 ‖𝜌1𝑦𝑗‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+ 𝜏𝑀8

𝑝∑︁
𝛼=1

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+

+ 𝜏𝑀9

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
|[𝜙𝑗+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝐻/~
)︂
. (28)

Не нарушая общности, можно считать, что

max
16𝛼′6𝑝

‖𝜌𝛼′𝑦𝑗+𝛼′/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
= ‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

,

в противном случае (27) будем суммировать до такого 𝛼, при котором
‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

достигает максимального значения при фиксированном 𝑗.
Тогда (28) перепишем в виде

max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6 ‖𝜌1𝑦𝑗‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+ 𝑝𝜏𝑀8 max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+

+ 𝜏𝑀9

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
|[𝜙𝑗+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(𝜇2−𝛼 + 𝜇2+𝛼)𝐻/~
)︂
. (29)

Так как из (26) следует, что

‖𝜌1𝑦𝑗‖2𝐿2(𝜔ℎ)
= ‖𝜌𝑝𝑦𝑗‖2𝐿2(𝜔ℎ)

6𝑀10

𝑗−1∑︁
𝑗′=0

𝜏 max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗
′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+𝑀11𝐹
𝑗 ,

из (29) имеем

(1− 𝑝𝜏𝑀8) max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6

6𝑀10

𝑗−1∑︁
𝑗′=0

𝜏 max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗
′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+𝑀12𝐹
𝑗 . (30)

Выбирая 𝜏 6 𝜏0 = 1/(2𝑝𝑀8), из (30) находим

max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
6 𝜈1

𝑗−1∑︁
𝑗′=0

𝜏 max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗
′+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+ 𝜈2𝐹
𝑗 . (31)

Введя обозначение 𝑔𝑗+1 = max
16𝛼6𝑝

‖𝜌𝛼𝑦𝑗+𝛼/𝑝‖2𝐿2(𝜔ℎ)
, соотношение (31) можно

переписать в виде

𝑔𝑗+1 6 𝜈1

𝑗∑︁
𝑘=0

𝜏𝑔𝑘 + 𝜈2𝐹
𝑗 , (32)
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где 𝜈1, 𝜈2 — известные положительные постоянные.
Применяя к (32) Лемму 4 [17, стр. 171], из (25) получаем априорную оцен-

ку:

‖𝜌𝑝𝑦𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+

𝑗∑︁
𝑗 ′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝑦𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+ |[𝑦𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀
6

6𝑀

(︂ 𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

|[𝜙𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)
+

+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜇2−𝛼(0, 𝑥

′, 𝑡𝑗′) + 𝜇2+𝛼(𝑙, 𝑥
′, 𝑡𝑗′)

)︀
𝐻/~+ |[𝑦0]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︂
, (33)

где 𝑀 = const > 0 не зависит от ℎ и 𝜏 .
Итак, справедлива следующая
Теорема 1. Пусть выполнены условия (4), тогда локально-одномерная

схема (7)–(9) устойчива по правой части и начальным данным, так что
для решения схемы (7)–(9) при 𝜏 6 𝜏0 справедлива оценка (33).

5. Сходимость локально-одномерной схемы. По аналогии с [16, стр.
528] представим решение задачи (10) в виде суммы 𝑧(𝛼) = 𝜐(𝛼) + 𝜂(𝛼), 𝑧(𝛼) =
= 𝑧𝑗+𝛼/𝑝; функция 𝜂(𝛼) определяется условиями

𝜂(𝛼) − 𝜂(𝛼−1)

𝜏
= 𝜓𝛼, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ + 𝛾ℎ, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, (34)

𝜂(𝑥, 0) = 0,

где

𝜓𝛼 =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜓𝛼, 𝑥𝛼 ∈ 𝜔ℎ,

𝜓−𝛼, 𝑥𝛼 = 0,

𝜓+𝛼, 𝑥𝛼 = 𝑙.

Из (34) следует, что 𝜂𝑗+1 = 𝜂(𝑝) = 𝜂𝑗 + 𝜏
(︀
𝜓1 + 𝜓2 + · · ·+ 𝜓𝑝

)︀
= 𝜂𝑗 = · · · =

= 𝜂0 = 0, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑗0, так как 𝜂0 = 0.
Тогда для 𝜂𝛼 имеем

𝜂𝛼 = 𝜏
(︀
𝜓1 + 𝜓2 + · · ·+ 𝜓𝛼

)︀
= −𝜏

(︀
𝜓𝛼+1 + · · ·+ 𝜓𝑝

)︀
= 𝑂(𝜏).

Функция 𝜐(𝛼) определяется условиями

𝜐(𝛼) − 𝜐(𝛼−1)

𝜏
= Λ̃𝛼𝜐(𝛼) + 𝜓𝛼, 𝑥 ∈ 𝜔ℎ, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, (35)

𝜐(𝛼) = −𝜂𝛼, 𝑥𝛼 ∈ 𝛾ℎ,𝛼, 𝜐(𝑥, 0) = 0,

где 𝜓𝛼 = 𝜓*
𝛼 + Λ̃𝛼𝜂(𝛼).
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Если существуют непрерывные в замкнутой области 𝑄𝑇 производные
𝜕4𝑢

𝜕𝑥2
𝛼𝜕𝑥

2
𝛽
, 𝛼 ̸= 𝛽, то Λ̃𝛼𝜂(𝛼) = −𝜏 Λ̃𝛼

(︀
𝜓𝛼+1 + · · ·+ 𝜓𝑝

)︀
= 𝑂(𝜏).

Решение задачи (35) оценим с помощью теоремы 1:

‖𝜌𝑝𝜐𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝜐𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+ |[𝜐𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀
6

6𝑀
𝑗∑︁

𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︂
|[𝜓𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

+
∑︁
𝑖𝛽 ̸=𝑖𝛼

(︀
𝜂2−𝛼(0, 𝑥

′, 𝑡𝑗′) + 𝜂2+𝛼(𝑙, 𝑥
′, 𝑡𝑗′)

)︀
𝐻/~

)︂
.

(36)

Так как 𝜂𝑗+1 = 0, 𝜂(𝛼), 𝜂
𝑗+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

= 𝑂(𝜏) и

|[𝑧𝑗+1]|21 = ‖𝜌𝑝𝑧𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+

+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝑧𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+ |[𝑧𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀
=

= ‖𝜌𝑝𝑣𝑗+1 + 𝜌𝑝𝜂
𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+

+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝑣𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

+ 𝜌𝛼𝜂
𝑗′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+ |[𝑣𝑗′+𝛼/𝑝 + 𝜂𝑗

′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀
6

6 ‖𝜌𝑝𝑣𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)
+ 2

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝑣𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+

+ ‖𝜌𝛼𝜂𝑗
′+𝛼/𝑝

�̄�𝛼
]|2𝐿2(𝜔ℎ)

+ |[𝑣𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)
+ |[𝜂𝑗

′+𝛼
𝑝 ]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀
6

6 2

(︂
|[𝜐𝑗+1]|21 +

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜂𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+ |[𝜂𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀)︂
.

Тогда из оценки (36) следует теорема
Теорема 2. Пусть задача (1)–(3) имеет единственное непрерывное в 𝑄𝑇

решение 𝑢(𝑥, 𝑡) и существуют непрерывные в 𝑄𝑇 производные

𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
,

𝜕4𝑢

𝜕𝑥2𝛼𝜕𝑥
2
𝛽

,
𝜕3𝑢

𝜕𝑥2𝛼𝜕𝑡
,
𝜕2𝑓

𝜕𝑥2𝛼
, 𝛼 = 1, 2, . . . , 𝑝, 𝛼 ̸= 𝛽,

и выполнены условия гладкости и ограниченности (4), тогда локально-одно-
мерная схема (7)–(9) сходится к решению дифференциальной задачи (1)–(3)
со скоростью 𝑂(ℎ2 + 𝜏), так что при достаточно малом 𝜏 имеет место
оценка

|[𝑦𝑗+1 − 𝑢𝑗+1]|1 6𝑀(ℎ2 + 𝜏), 0 < 𝜏 6 𝜏0,
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где

|[𝑧𝑗+1]|1 =
(︂
‖𝜌𝑝𝑧𝑗+1‖2𝐿2(𝜔ℎ)

+

𝑗∑︁
𝑗′=0

𝜏

𝑝∑︁
𝛼=1

(︀
‖𝜌𝛼𝑧𝑗

′+𝛼/𝑝
�̄�𝛼

]|2𝐿2(𝜔ℎ)
+ |[𝑧𝑗′+𝛼/𝑝]|2𝐿2(�̄�ℎ)

)︀)︂1/2

.

6. Алгоритм численного решения задачи (1)–(3). Перепишем зада-
чу (1)–(3) при 0 6 𝑥𝛼 6 𝑙, 𝛼 = 2, 𝑝 = 2; тогда получим

𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥1

(︁
𝑘1(𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥1

)︁
+

𝜕

𝜕𝑥2

(︁
𝑘2(𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥2

)︁
+ 𝑟1(𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥1
+ 𝑟2(𝑡)

𝜕𝑢

𝜕𝑥2
−

− 𝑞1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢− 𝑞2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢−
∫︁ 𝑙

0
𝐻1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢𝑑𝑥1 −

−
∫︁ 𝑙

0
𝐻2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑢𝑑𝑥2 + 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡), (37)

{︃
𝑢(0, 𝑥2, 𝑡) = 𝜇11(𝑥2, 𝑡), 𝑢(𝑙, 𝑥2, 𝑡) = 𝜇12(𝑥2, 𝑡),

𝑢(𝑥1, 0, 𝑡) = 𝜇21(𝑥1, 𝑡), 𝑢(𝑥1, 𝑙, 𝑡) = 𝜇22(𝑥1, 𝑡),
(38)

𝑢(𝑥1, 𝑥2, 0) = 𝑢0(𝑥1, 𝑥2). (39)

Для решения задачи (37)–(39) рассмотрим сетку 𝑥
(𝑖𝛼)
𝛼 = 𝑖𝛼ℎ, 𝛼 = 1, 2,

𝑡𝑗 = 𝑗𝜏 , где 𝑖𝛼 = 0, 1, . . . , 𝑁 , ℎ = 𝑙/𝑁 , 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑗0, 𝜏 = 𝑇/𝑗0. Введем
дробный шаг 𝑡𝑗+1/2 = 𝑡𝑗 + 𝜏/2 и обозначим сеточную функцию

𝑦
𝑗+𝑠/2
𝑖1,𝑖2

= 𝑦𝑗+𝑠/2 = 𝑦(𝑖1ℎ, 𝑖2ℎ, (𝑗 + 𝑠/2)𝜏), 𝑠 = 0, 1, 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑗0.

Запишем локально-одномерную схему⎧⎪⎨⎪⎩
𝑦𝑗+1/2 − 𝑦𝑗

𝜏
= Λ̃1𝑦

𝑗+1/2 + 𝜙1,

𝑦𝑗+1 − 𝑦𝑗+1/2

𝜏
= Λ̃2𝑦

𝑗+1 + 𝜙2,

(40)

⎧⎨⎩𝑦
𝑗+1/2
0,𝑖2

= 𝜇11(𝑖2ℎ, 𝑡𝑗+1/2), 𝑦
𝑗+1/2
𝑁,𝑖2

= 𝜇12(𝑖2ℎ, 𝑡𝑗+1/2),

𝑦𝑗+1
𝑖1,0

= 𝜇21(𝑖1ℎ, 𝑡𝑗+1), 𝑦𝑗+1
𝑖1,𝑁

= 𝜇22(𝑖1ℎ, 𝑡𝑗+1),
(41)

𝑦0𝑖1,𝑖2 = 𝑢0(𝑖1ℎ, 𝑖2, ℎ), (42)

Λ̃𝛼𝑦
𝑗+𝛼/2 = κ𝛼𝑎𝛼𝑦

𝑗+𝛼/2
�̄�𝛼𝑥𝛼

+ 𝑏+𝛼𝑎𝛼𝑦
𝑗+𝛼/2
𝑥𝛼

+ 𝑏−𝛼𝑎𝛼𝑦
𝑗+𝛼/2
�̄�𝛼

−

− 𝑑𝛼𝑦
𝑗+𝛼/2 −

𝑁∑︁
𝑖𝛼=0

𝛿𝛼,𝑖𝛼𝑦
𝑗+(𝛼−1)/2
𝑖𝛼

~,

𝜙𝛼 = 1
2𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡𝑗+𝛼/2) или 𝜙1 = 0, 𝜙2 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡𝑗+1), 𝛼 = 1, 2.

Приведем расчетные формулы для решения задачи (40)–(42).
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На первом этапе находим решение 𝑦𝑗+1/2
𝑖1,𝑖2

. Для этого при каждом значении
𝑖2 = 1, 𝑁 − 1 решается следующая задача:

𝐴1(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖1−1,𝑖2

−𝐶1(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖1,𝑖2

+𝐵1(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1/2
𝑖1+1,𝑖2

= −𝐹 𝑗+1/2
1(𝑖1,𝑖2)

, 0 < 𝑖1 < 𝑁 ; (43)

𝑦
𝑗+1/2
0,𝑖2

= 𝜇11(𝑖2ℎ, 𝑡𝑗+1/2), 𝑦
𝑗+1/2
𝑁,𝑖2

= 𝜇12(𝑖2ℎ, 𝑡𝑗+1/2),

где

𝐴1(𝑖1,𝑖2) =
κ1𝑎1
ℎ2

− 𝑏−1 𝑎1
ℎ

, 𝐵1(𝑖1,𝑖2) =
κ1𝑎1
ℎ2

+
𝑏+1 𝑎1
ℎ

,

𝐶1(𝑖1,𝑖2) = 𝐴1(𝑖1,𝑖2) +𝐵1(𝑖1,𝑖2) +
1

𝜏
+

1

𝑝
(𝑑1)𝑖1,𝑖2 ,

𝐹
𝑗+1/2
1(𝑖1,𝑖2)

=
1

𝜏
𝑦𝑗𝑖1,𝑖2 + 𝜙1(𝑖1,𝑖2) −

𝑁∑︁
𝑖1=0

𝛿1,𝑖1𝑦
𝑗
𝑖1
~.

На втором этапе находим решение 𝑦𝑗+1
𝑖1,𝑖2

. Для этого, как и в первом случае,
при каждом значении 𝑖1 = 1, 𝑁 − 1 решается задача

𝐴2(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖2−1 − 𝐶2(𝑖1,𝑖2)𝑦

𝑗+1
𝑖1,𝑖2

+𝐵2(𝑖1,𝑖2)𝑦
𝑗+1
𝑖1,𝑖2+1 = −𝐹 𝑗+1

2(𝑖1,𝑖2)
, 0 < 𝑖2 < 𝑁 ; (44)

𝑦𝑗+1
𝑖1,0

= 𝜇21(𝑖1ℎ, 𝑡𝑗+1), 𝑦𝑗+1
𝑖1,𝑁

= 𝜇22(𝑖1ℎ, 𝑡𝑗+1),

𝐴2(𝑖1,𝑖2) =
κ2𝑎2
ℎ2

− 𝑏−2 𝑎2
ℎ

, 𝐵2(𝑖1,𝑖2) =
κ2𝑎2
ℎ2

+
𝑏+2 𝑎2
ℎ

,

𝐶2(𝑖1,𝑖2) = 𝐴2(𝑖1,𝑖2) +𝐵2(𝑖1,𝑖2) +
1

𝜏
+

1

𝑝
(𝑑2)𝑖1,𝑖2 ,

𝐹 𝑗+1
2(𝑖1,𝑖2)

=
1

𝜏
𝑦
𝑗+1/2
𝑖1,𝑖2

+ 𝜙2(𝑖1,𝑖2) −
𝑁∑︁

𝑖2=0

𝛿2,𝑖2𝑦
𝑗+1/2
𝑖2

~.

Каждая из задач (43), (44) решается методом прогонки [17].

7. Тестовая задача и численные результаты. Коэффициенты урав-
нения и граничных условий исходной дифференциальной задачи (1)–(3) под-
бираются таким образом, чтобы точным решением при 𝑝 = 2 была функция
𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑡3(𝑥41 + 𝑥42).

Ниже в табл. 1, 2 при уменьшении размера сетки приведены максимальное
значение погрешности (𝑧 = 𝑦 − 𝑢) и вычислительный порядок сходимости
(ВПС) в нормах ‖ · ‖𝐿2(𝑤ℎ𝜏 ) и ‖ · ‖𝐶(𝑤ℎ𝜏 ), где ‖𝑦‖𝐶(𝑤ℎ𝜏 ) = max

(𝑥𝑖,𝑡𝑗)∈𝑤ℎ𝜏

|𝑦|, когда

ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 =
√
𝜏 . Погрешность уменьшается в соответствии с порядком

аппроксимации 𝑂(ℎ2 + (
√
𝜏)2).

Вычислительный порядок сходимости определяется по следующей фор-
муле:

ВПС = logℎ̄1/ℎ̄2

‖𝑧1‖
‖𝑧2‖

= log2
‖𝑧1‖
‖𝑧2‖

,

где 𝑧𝑖 — это погрешность, соответствующая ℎ̄𝑖, 𝑖 = 1, 2.
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Таблица 1
Изменение погрешности в норме ‖ · ‖𝐿2(�̄�ℎ𝜏 ) при уменьшении размера сетки на 𝑡 = 1, когда
ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 =

√
𝜏 [The maximum error value (𝑧 = 𝑦 − 𝑢) and the computational order

of convergence (CO) in the norm ‖ · ‖𝐿2(�̄�ℎ𝜏 ) when the grid size is reduced by 𝑡 = 1, if
ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 =

√
𝜏 ]

ℎ̄ max
0<𝑗<𝑚

‖𝑧𝑗‖𝐿2(�̄�ℎ𝜏 ) CO in ‖ · ‖𝐿2(�̄�ℎ𝜏 )

1/20 0.054709570
1/40 0.016029049 1.7711
1/80 0.004208141 1.9294
1/160 0.001067429 1.9790
1/320 0.000267991 1.9939

Таблица 2
Изменение погрешности в норме ‖ · ‖𝐶(�̄�ℎ𝜏 ) при уменьшении размера сетки на 𝑡 = 1,
когда ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 =

√
𝜏 [The maximum error value (𝑧 = 𝑦 − 𝑢) and the computational

order of convergence (CO) in the norm ‖ · ‖𝐶(�̄�ℎ𝜏 ) when the grid size is reduced by 𝑡 = 1, if
ℎ̄ = ℎ1 = ℎ2 =

√
𝜏 ]

ℎ̄ ‖𝑧‖𝐶(�̄�ℎ𝜏 ) CO in ‖ · ‖𝐶(�̄�ℎ𝜏 )

1/20 0.160732965
1/40 0.046564855 1.7874
1/80 0.011943380 1.9630
1/160 0.003001901 1.9923
1/320 0.000751465 1.9981

Заключение. В работе рассматривается краевая задача для многомер-
ного интегро-дифференциального уравнения конвекции-диффузии с неодно-
родными граничными условиями первого рода. Для приближенного решения
поставленной задачи предложена локально-одномерная схема А. А. Самар-
ского с порядком аппроксимации 𝑂(ℎ2 + 𝜏). Исследование единственности
и устойчивости решения проводится с помощью метода энергетических нера-
венств. Получены априорные оценки решения локально-одномерной разност-
ной схемы, откуда следуют единственность решения, непрерывная и равно-
мерная зависимость решения от входных данных, а также сходимость ре-
шения схемы к решению исходной дифференциальной задачи со скоростью,
равной порядку аппроксимации разностной схемы. Для двумерной задачи
построен алгоритм численного решения, проведены численные расчеты те-
стовых примеров, иллюстрирующие полученные в работе теоретические ре-
зультаты.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.
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Abstract
The first initial-boundary value problem for a multidimensional (in space

variables) integro-differential equation of convection-diffusion is studied. For
an approximate solution of the problem a locally one-dimensional scheme
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