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Аннотация

Изучены прямая и обратная задачи для модельного уравнения сме-
шанного параболо-гиперболического типа. В прямой задаче рассмотрен
аналог задачи Трикоми для этого уравнения с характеристической ли-
нией изменения типа. Неизвестным обратной задачи является перемен-
ный коэффициент при младшем члене параболического уравнения. Для
его определения относительно решения, определяемого в параболиче-
ской части области, задается интегральное условие переопределения.
Доказаны локальные теоремы однозначной разрешимости поставленных
задач в смысле классического решения.
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Дурди е в Д. К.

Постановка задачи. Пусть Ω𝑙𝑇 — область на плоскости (𝑥, 𝑦), состоящая
из объедения двух подобластей, т.е. Ω𝑙𝑇 = Ω1𝑙𝑇 ∪ Ω2𝑙, где Ω1𝑙𝑇 =

{︀
(𝑥, 𝑦) :

0 < 𝑥 < 𝑙, 0 < 𝑦 6 𝑇
}︀
, Ω2𝑙 =

{︀
(𝑥, 𝑦) : −𝑦 < 𝑥 6 𝑦 + 𝑙,−𝑙/2 < 𝑦 < 0

}︀
; 𝑙, 𝑇 —

фиксированные положительные числа. В этой области рассмотрим уравнение
смешанного параболо-гиперболического типа:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 1− sign 𝑦

2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
− 1 + sign 𝑦

2

𝜕𝑢

𝜕𝑦
− 1 + sign 𝑦

2
𝑞(𝑥)𝑢(𝑥, 𝑦) = 0. (1)

Для уравнения (1) линия изменения типа 𝑦 = 0 является характеристикой
(линией параболического вырождения второго рода [1, стр. 258]).

Прямая задача. В области Ω𝑙𝑇 найти решение уравнения (1), удовлетво-
ряющее следующим граничным условиям:

𝑢
⃒⃒
𝑥=0

= 𝜙1(𝑦), 𝑢
⃒⃒
𝑥=𝑙

= 𝜙2(𝑦), 𝑦 ∈ [0, 𝑇 ], (2)

𝑢
⃒⃒
𝑦=−𝑥

= 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙/2], (3)

где 𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦), 𝜓(𝑥)— заданные функции.
Под классическим решением прямой задачи (1)–(3) понимается функция

𝑢(𝑥, 𝑦) из класса 𝐶(Ω𝑙𝑇 )∩𝐶1(Ω𝑙𝑇 )∩𝐶1,2
𝑥,𝑦(Ω1𝑙𝑇 )∩𝐶2(Ω2𝑙), которая удовлетворяет

уравнению (1) и условиям (2), (3).
В обратной задаче требуется определить переменный коэффициент 𝑞(𝑥) ∈

𝐶[0, 𝑙] уравнения (1), если относительно решения прямой задачи (1)–(3) за-
дано следующее дополнительное условие:∫︁ 𝑇

0
ℎ(𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙], (4)

где ℎ(𝑦), 𝑓(𝑥)— заданные достаточно гладкие функции.
Уравнения смешанного параболо-гиперболического типа возникают при

математическом моделировании различных процессов из области естество-
знания, например, при изучении движения газа или малосжимаемой жидко-
сти в канале, окруженном пористой средой — в канале газодинамическое дав-
ление жидкости или газа удовлетворяет волновому уравнению, а в пористой
среде описывается уравнением диффузии. Математическое исследование на-
пряженности электромагнитного поля в неоднородной среде, состоящей из
диэлектрика и проводящей среды, приводит к системе, состоящей из волно-
вого уравнения и уравнения теплопроводности. Многие задачи теплообмена
в средах с различным временем релаксации и массообмена в капиллярно-
пористых средах также сводятся к задачам для смешанных параболо-гипер-
болических уравнений. C математическими моделями таких процессов можно
ознакомиться в работах [2–5].

Впервые аналог задачи Трикоми для параболо-гиперболического уравне-
ния был исследован в работе [6]. Методы исследования прямых и обратных
задач, связанных с поиском решения начально-краевой задачи для уравнений
смешанного параболо-гиперболического типа и неизвестной правой части это-
го уравнения в прямоугольной области, были предложены в монографии [7]
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(см. также работы [8–13]). Широкий класс прямых начально-краевых и об-
ратных задач для вырождающихся уравнений смешанного параболо-гипер-
болического типа исследован в работах [14–17]. В работе [18] такие задачи
изучены для уравнений смешанного типа с дробными производными по вре-
мени в параболической части уравнения.

Отметим, что обратные задачи для уравнений смешанного типа не так
хорошо изучены, как аналогичные задачи для классических уравнений. Об-
ратные задачи определения переменных коэффициентов и правых частей от-
дельных параболических уравнений второго порядка исследовались в рабо-
тах [19–21] (см. также монографии [22, 23]). В работах [24–27] рассматрива-
лись задачи восстановления сверточного ядра в параболических уравнениях,
описывающих явления запаздывания. В монографиях [28–31] (см. также об-
ширную библиографию в них) можно ознакомиться с различными обратными
задачами для уравнений гиперболического типа второго порядка.

Настоящая статья продолжает исследования работы [32], в которой изу-
чена однозначная разрешимость обратной задачи определения переменного
коэффициента при младшем члене гиперболического уравнения для смешан-
ного параболо-гиперболического уравнения с нехарактеристической линией
изменения типа.

Всюду в данной работе относительно заданных функций будем предпола-
гать выполненными следующие условия:
(B1) 𝜙1(𝑦), 𝜙2(𝑦) ∈ 𝐶1[0, 𝑇 ]; 𝜓(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑙/2];
(B2) 𝜙1(0) = 𝜙2(0) = 𝜓(0) = 0;

(B3) ℎ(𝑦) ∈ 𝐶1[0, 𝑇 ]; ℎ(0) = ℎ(𝑇 ) = 0; 𝑓(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑙];
∫︁ 𝑇

0
ℎ(𝑦)𝜙1(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑓(0),∫︁ 𝑇

0
ℎ(𝑦)𝜙2(𝑦)𝑑𝑦 = 𝑓(𝑙), 𝑓(𝑥) ̸= 0 для всех 𝑥 ∈ [0, 𝑙].

Исследование прямой задачи. Предположим, что функция 𝑞(𝑥) из-
вестна.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (B1), (B2), 𝑞(𝑥) ∈ 𝐶 [0, 𝑙] и

𝑙‖𝑞‖𝐶[0,𝑙] < 1. (5)

Тогда в области Ω𝑙𝑇 существует единственное решение прямой задачи (1)–(3).

До к а з ат е л ь ств о. Введем обозначения 𝜏(𝑥) := 𝑢(𝑥, 0), 𝜈(𝑥) = 𝜕
𝜕𝑦𝑢(𝑥, 0).

Тогда в силу однозначной разрешимости задачи Коши для волнового уравне-
ния решение уравнения (1) в области Ω2𝑙 может быть выписано по формуле
Даламбера:

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1

2
[𝜏(𝑥+ 𝑦) + 𝜏(𝑥− 𝑦)]− 1

2

∫︁ 𝑥−𝑦

𝑥+𝑦
𝜈(𝑠)𝑑𝑠. (6)

С учетом равенства (3) и условий (B2) из последнего соотношения следует,
что

𝜏(𝑥) = 2𝜓
(︁𝑥
2

)︁
+

∫︁ 𝑥

0
𝜈(𝑠)𝑑𝑠, 𝑥 ∈ [0, 𝑙]. (7)
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Дифференцируя это равенство, имеем

𝜏 ′(𝑥) = 𝜓′
(︁𝑥
2

)︁
+ 𝜈(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙]. (8)

Равенства (6) и (7) можно условно назвать основными соотношениями
для 𝜏(𝑥) и 𝜈(𝑥), полученными из гиперболической части области.

Известно [1, стр. 197], что функция Грина первой начально-краевой зада-
чи для уравнения 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 = 0, 𝑥 ∈ (0, 𝑙), 𝑦 > 0 имеет вид

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
1

2
√
𝜋𝑦

∞∑︁
𝑛=−∞

[︃
exp

(︁
−(𝑥− 𝜉 + 2𝑛)2

4𝑦

)︁
− exp

(︁
−(𝑥+ 𝜉 + 2𝑛)2

4𝑦

)︁]︃
.

Используя это представление, решение (1) в области Ω1𝑙𝑇 с условиями (2)
запишем в виде интегрального уравнения

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜏(𝜉)𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 0, 𝑦 − 𝜂)𝜙1(𝜂)𝑑𝜂 −

−
∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 𝑙, 𝑦 − 𝜂)𝜙2(𝜂)𝑑𝜂 −

∫︁ 𝑦

0

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)𝑞(𝜉)𝑢(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂. (9)

Продифференцируем (9) по 𝑦, учитывая формулу lim
𝜂→𝑦

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦−𝜂) = 𝛿(𝑥− 𝜉),

где 𝛿(·)— дельта-функция Дирака. Полагая в получающемся уравнении 𝑦 = 0,
учитывая, что 𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜈(𝑥), и используя соотношение∫︁ 𝑙

0
𝐺𝑦(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜏(𝜉)𝑑𝜉 =

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜏 ′′(𝜉)𝑑𝜉,

которое может быть получено на основе равенств 𝐺𝑦(𝑥, 𝜉, 𝑦) = 𝐺𝜉𝜉(𝑥, 𝜉, 𝑦),
𝜏(0) = 𝜏(𝑙) (следствие соотношений (B1)), интегрированием по частям с ис-
пользованием свойств функции 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) [33, стр. 32–52] получим

𝜈(𝑥) = 𝜏 ′′(𝑥)− 𝑞(𝑥)𝜏(𝑥). (10)

Сопоставляя (8) и (10), находим обыкновенное дифференциальное урав-
нение для определения неизвестной 𝜏(𝑥)

𝜏 ′′(𝑥)− 𝜏 ′(𝑥)− 𝑞(𝑥)𝜏(𝑥) = −𝜓′
(︁𝑥
2

)︁
, 𝑥 ∈ (0, 𝑙) (11)

с краевыми условиями
𝜏(0) = 0, 𝜏(𝑙) = 0. (12)

Задача (11), (12) эквивалентна интегральному уравнению

𝜏(𝑥) = 𝜏0(𝑥) +

∫︁ 𝑙

0
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑞(𝑡)𝜏(𝑡)𝑑𝑡, (13)

где

𝜏0(𝑥) = −
∫︁ 𝑙

0
𝐾(𝑥, 𝑡)𝜓′

(︁ 𝑡
2

)︁
𝑑𝑡,
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𝐾(𝑥, 𝑡) =
1

𝑒𝑙 − 1

{︃
(𝑒𝑥 − 1)(1− 𝑒𝑙−𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑡,
(𝑒𝑥 − 𝑒𝑙)(1− 𝑒−𝑡), 𝑡 6 𝑥 6 𝑙.

Задача (11), (12) имеет единственное решение тогда и только тогда, когда од-
нородное уравнение, соответствующее (11) с однородными граничными усло-
виями (12), имеет только нулевое решение [34, стр. 225–240]. Это эквива-
лентно тому, что однородное интегральное уравнение, соответствующее (13),
имеет только нулевое решение.

Лемма. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда уравнение (13) с
𝜏0(𝑥) = 0 имеет только тривиальное решение.

До к а з ат е л ь ств о. Введем обозначение

Λ
(︀
𝜏(𝑥)

)︀
:=

∫︁ 𝑙

0
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑞(𝑡)𝜏(𝑡)𝑑𝑡.

Тогда уравнение (13) с 𝜏0(𝑥) = 0 может быть переписано в виде операторного
уравнения

𝜏(𝑥) = Λ
(︀
𝜏(𝑥)

)︀
. (14)

Очевидно, что оператор Λ непрерывен в классе функций 𝐶[0, 𝑙].
Покажем, что Λ является оператором сжатия в 𝐶[0, 𝑙]. Поскольку

max
06𝑥,𝑡6𝑙

|𝐾(𝑥, 𝑡)| 6 1,

легко видеть, что неравенство

‖Λ(𝜏1)− Λ(𝜏2)‖𝐶[0,𝑙] 6 𝑙‖𝑞‖𝐶[0,𝑙]‖𝜏1 − 𝜏2‖𝐶[0,𝑙]

выполняется для любых функций 𝜏1(𝑥), 𝜏2(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑙]. Отсюда с учетом (5)
следует, что оператор Λ является сжимающим в 𝐶[0, 𝑙]. Следовательно, опе-
ратор Λ имеет единственную неподвижную точку в пространстве 𝐶[0, 𝑙]. Так
как 𝜏(𝑥) = 0 является решением уравнение (14), оно единственно. Лемма
доказана. �

После того как найдем функцию 𝜏(𝑥), запишем (6) с учетом (8) в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1

2
[𝜏(𝑥+ 𝑦) + 𝜏(𝑥− 𝑦)]− 1

2

∫︁ 𝑥−𝑦

𝑥+𝑦

[︁
𝜏 ′(𝑠)− 𝜓′

(︁𝑠
2

)︁]︁
𝑑𝑠 =

= 𝜏(𝑥+ 𝑦) + 𝜓
(︁𝑥− 𝑡

2

)︁
− 𝜓

(︁𝑥+ 𝑡

2

)︁
.

Отсюда ясно, что при выполнении условий (B1) (касательно 𝜓) имеем
𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(Ω2𝑙).

Заметим также, что уравнение (9) на основе условий, наложенных на 𝜙1,
𝜙2 в (B1), определяет функцию 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1,2

𝑥,𝑦(Ω1𝑙𝑇 ), т.е. решение задачи (1),
(2) в области Ω1𝑙𝑇 .

Таким образом, построенные функции в Ω1𝑙𝑇 и Ω2𝑙 в совокупности явля-
ются классическим решением прямой задачи (1)–(3) в области Ω𝑙𝑇 . Теорема 1
доказана. �
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Замечание 1. На самом деле, используя принцип максимума, можно до-
казать единственность решения прямой задачи. При этом условие (5) можно
ослабить, заменив его на 𝑞(𝑥) > 0 (см. [7, стр. 15–17]).

Исследование обратной задачи. Пусть выполнены условия (B3). Умно-
жая уравнение (1) в области Ω1𝑙𝑇 на функцию ℎ(𝑦), интегрируя полученное
по отрезку [0, 𝑇 ] и учитывая (4), находим

𝑞(𝑥) =
𝑓 ′′(𝑥)

𝑓(𝑥)
+

1

𝑓(𝑥)

∫︁ 𝑇

0
ℎ′(𝑦)𝑢(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦, 𝑥 ∈ [0, 𝑙]. (15)

Теперь с помощью этой формулы исключим функцию 𝑞(𝑥) из (9), (13) и за-
пишем эти уравнения в операторно-векторном виде:

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑈 [𝑣](𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω1𝑙𝑇 , (16)

где

𝑣(𝑥, 𝑦) = [𝑣1(𝑥, 𝑦), 𝑣2(𝑥)]
* :=

[︂
𝑢(𝑥, 𝑦)−

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜏(𝜉)𝑑𝜉, 𝜏(𝑥)

]︂*
,

*— знак транспонирования, а компоненты оператора 𝑈 = [𝑈1, 𝑈2]
* определя-

ются равенствами

𝑈1𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝑣01(𝑥, 𝑦)−
∫︁ 𝑦

0

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)

[︂
𝑓 ′′(𝜉)

𝑓(𝜉)
+

1

𝑓(𝜉)

∫︁ 𝑇

0
ℎ′(𝑠)𝑣1(𝜉, 𝑠)𝑑𝑠

]︂
×

×
[︂
𝑣1(𝜉, 𝜂) +

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝜉, 𝑠, 𝜂)𝑣2(𝑠)𝑑𝑠

]︂
𝑑𝜉𝑑𝜂, (17)

𝑈2𝑣(𝑥) = 𝑣02(𝑥) +

∫︁ 𝑙

0
𝐾(𝑥, 𝜉)

[︂
𝑓 ′′(𝜉)

𝑓(𝜉)
+

1

𝑓(𝜉)

∫︁ 𝑇

0
ℎ′(𝑠)𝑣1(𝜉, 𝑠)𝑑𝑠

]︂
𝑣2(𝜉)𝑑𝜉, (18)

где в (17) и (18) через 𝑣01 и 𝑣02 обозначены свободные от неизвестных члены
интегральных уравнений:

𝑣01(𝑥, 𝑦) :=

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 0, 𝑦−𝜂)𝜙1(𝜂)𝑑𝜂−

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 𝑙, 𝑦−𝜂)𝜙2(𝜂)𝑑𝜂, 𝑣02(𝑥) := 𝜏0(𝑥).

Основным результатом настоящего раздела является следующее утвер-
ждение.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (B1), (B2) и (B3). Тогда существу-
ют числа 𝑙* ∈ (0, 𝑙), 𝑇 * ∈ (0, 𝑇 ) такие, что в области Ω̄1𝑙*𝑇 * уравнение (16)
имеет единственное решение 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω̄1𝑙*𝑇 *), 𝜏(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑙*].

До к а з ат е л ь ств о. Обратимся к уравнению (16). Очевидно, что опе-
ратор 𝑈 переводит функции 𝑣(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω1𝑙𝑇 ) в функции, также принадле-
жащие пространству 𝐶(Ω1𝑙𝑇 ). Определим в 𝐶(Ω1𝑙𝑇 ) следующую норму:

‖𝑣‖𝑙𝑇 = max
{︁

max
(𝑥,𝑦)∈Ω1𝑙𝑇

|𝑣1(𝑥, 𝑦)|, max
𝑥∈[0,𝑙]

|𝑣2(𝑥)|
}︁
.
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Для сокращения записей введем обозначения

𝑓0 := min
𝑥∈[0,𝑙]

|𝑓(𝑥)|, 𝑓1 := max
𝑥∈[0,𝑙]

|𝑓 ′′(𝑥)|, ℎ0 := max
𝑥∈[0,𝑇 ]

|ℎ′(𝑦)|.

Покажем теперь, что при достаточно малых 𝑙 и 𝑇 оператор 𝑈 осуществ-
ляет сжатое отображение шара

𝑆(𝑣0, 𝑟) :=
{︀
𝑣 : ‖𝑣 − 𝑣0‖𝑙𝑇 6 𝑟

}︀
⊂ 𝐶(Ω1𝑙𝑇 )

радиуса 𝑟 (𝑟— известное число) с центром в точке 𝑣0(𝑥, 𝑦) =
(︀
𝑣01(𝑥, 𝑦), 𝑣02(𝑥)

)︀
на себя и является сжатием. Тем самым мы покажем, что уравнение (16)
имеет в области Ω1𝑇 единственное непрерывное решение, удовлетворяющее
неравенству ‖𝑣 − 𝑣0‖𝑙𝑇 6 𝑟.

Очевидно, что для элементов 𝑣 ∈ 𝑆(𝑣0, 𝑟) имеет место оценка

‖𝑣‖𝑙𝑇 6 ‖𝑣0‖𝑙𝑇 + 𝑟 =: 𝑅,

где
‖𝑣0‖𝑙𝑇 = max

{︁
max

(𝑥,𝑦)∈Ω1𝑙𝑇

|𝑣01(𝑥, 𝑦)|, max
𝑥∈[0,𝑙]

|𝑣02(𝑥)|
}︁
.

Пусть

𝑇1 :=
1

𝑅ℎ0

(︁𝑓0
𝑙
− 𝑓1

)︁
, 𝑇2 :=

1

2𝑅ℎ0

[︀
(𝑓21 + 2𝑅𝑓0ℎ0)

1/2 − 𝑓1
]︀
, 𝑙* =

𝑓0
𝑓1
.

Оценим ‖𝑣0‖𝑙𝑇 . Для этого получим оценки интегралов, в которых присут-
ствуют функции 𝐺, 𝐺𝜉 в определениях компонент вектор-функции 𝑣0(𝑥, 𝑦).
Будем использовать равенство∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝑑𝜉 = 1,

вытекающее из определения функции 𝐺. Заметим, что 𝐺 имеет эквивалент-
ное выражение [33, стр. 200–204]:

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
2

𝑙

∞∑︁
𝑛=1

exp
[︁
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
𝑦
]︁
sin

𝑛𝜋𝑥

2
sin

𝑛𝜋𝜉

2
.

С учетом этого выражения имеем равенство

𝐺𝜉(𝑥, 0, 𝑦 − 𝜂) =
2

𝑙

∞∑︁
𝑛=1

exp
[︁
−
(︁𝑛𝜋
𝑙

)︁2
(𝑦 − 𝜂)

]︁𝑛𝜋
𝑙

sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
=

=
1

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝐺𝜂(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)(𝑙 − 𝜉)𝑑𝜉,

которое проверяется непосредственно. Воспользовавшись последним равен-
ством, преобразуем следующий интеграл:
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∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 0, 𝑦 − 𝜂)𝜙1(𝜂)𝑑𝜂 =

1

𝑙

∫︁ 𝑙

0
(𝑙 − 𝜉)

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜂(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)𝜙1(𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉 =

=
1

𝑙

∫︁ 𝑙

0
(𝑙 − 𝜉)

{︂[︁
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)𝜙1(𝜂)

]︁𝑦
0
−
∫︁ 𝑦

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)𝜙′

1(𝜂)𝑑𝜂

}︂
𝑑𝜉 =

=
𝑙 − 𝑥

𝑙
𝜙1(𝑦) +

1

𝑙

∫︁ 𝑙

0
(𝑙 − 𝜉)

∫︁ 𝑦

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)𝜙′

1(𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜉.

Из этих соотношений для (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω1𝑙𝑇 ) легко вытекает оценка⃒⃒⃒⃒
(1 + 𝑙)

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 0, 𝑦 − 𝜂)𝜙1(𝜂)𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
6 ‖𝜙1‖𝐶1[0,𝑇 ]. (19)

Подобным образом для (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω1𝑙𝑇 ) может быть получена оценка⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 𝑙, 𝑦 − 𝜂)𝜙2(𝜂)𝑑𝜂

⃒⃒⃒⃒
6 (1 + 𝑙)‖𝜙2‖𝐶1[0,𝑇 ]. (20)

Тогда из неравенств (19), (20) следует оценка

‖𝑣0‖𝑙 6 max
{︁
2(1 + 𝑙)max

(︀
‖𝜙1‖𝐶1[0,𝑇 ], ‖𝜙2‖𝐶1[0,𝑇 ]

)︀
, ‖𝜓′(𝑥)‖𝐶[0,𝑙/2]

}︁
. (21)

Определим условия, при которых возможно применение теоремы о непо-
движной точке к оператору 𝑈 . Пусть 𝑣 ∈ 𝑆(𝑣0, 𝑟). Тогда из (17), (18) нетрудно
заметить, что 𝑈𝑣 ∈ 𝑆(𝑣0, 𝑟). Кроме того, для всех (𝑥, 𝑦) ∈ Ω1𝑙𝑇 с учетом оце-
нок (19)–(21) получим неравенства

|𝑈1𝑣 − 𝑣01| 6
∫︁ 𝑦

0

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)

[︂
|𝑓 ′′(𝜉)|
|𝑓(𝜉)|

+
1

|𝑓(𝜉)|

∫︁ 𝑇

0
|ℎ′(𝑠)||𝑣1(𝜉, 𝑠)|𝑑𝑠

]︂
×

×
[︂
|𝑣1(𝜉, 𝜂)|+

∫︁ 𝑙

0
𝐺(𝜉, 𝑠, 𝜂)|𝑣2(𝑠)|𝑑𝑠

]︂
𝑑𝜉𝑑𝜂 6

2𝑅𝑇

𝑓0
(𝑓1 +𝑅𝑇ℎ0); (22)

|𝑈2𝑣 − 𝑣02| 6
∫︁ 𝑙

0
𝐾(𝑥, 𝜉)

[︂
|𝑓 ′′(𝜉)|
|𝑓(𝜉)|

+
1

|𝑓(𝜉)|

∫︁ 𝑇

0
|ℎ′(𝑠)||𝑣1(𝜉, 𝑠)|𝑑𝑠

]︂
|𝑣2(𝜉)|𝑑𝜉 6

6
1

𝑓0
(𝑓1 +𝑅𝑇ℎ0)𝑅𝑙, (23)

из которых следует, что для 𝑇 6 𝑇 * и 𝑙 6 𝑙* имеет место ‖𝑣 − 𝑣0‖𝑙𝑇 6 𝑟, т.е.
𝑈𝑣 ∈ 𝑆(𝑣0, 𝑟).

Осталось показать, что оператор 𝑈 сжимает расстояние между элемента-
ми шара 𝑆(𝑣0, 𝑟). Для доказательства этого факта возьмем любые два элемен-
та 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑆(𝑣0, 𝑟) и оценим норму разности между их образами 𝑈𝑣1, 𝑈𝑣2.
Обозначим компоненты элементов 𝑣1, 𝑣2 через 𝑣1𝑖 , 𝑣

2
𝑖 , 𝑖 = 1, 2. При оценке

‖𝑈𝑣1 − 𝑈𝑣2‖𝑙𝑇 воспользуемся неравенством

|(𝑣1𝑖 )2 − (𝑣2𝑖 )
2| = |𝑣1𝑖 + 𝑣2𝑖 ||𝑣1𝑖 − 𝑣2𝑖 | 6 2𝑅‖𝑣1 − 𝑣2‖𝑙𝑇 , 𝑖 = 1, 2,

614



Обратная задача для уравнения смешанного параболо-гиперболического типа. . .

которое имеет место для произвольных 𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑆(𝑣0, 𝑟). Используя формулы
(17), (18) и оценки (19)–(21), подобно неравенствам (22), (23) найдем

max
{︁

max
(𝑥,𝑦)∈Ω1𝑙𝑇

|𝑈1𝑣
1 − 𝑈1𝑣

2|, max
𝑥∈[0,𝑙]

|𝑈2𝑣
1 − 𝑈2𝑣

2|
}︁
6

6
1

𝑓0
(𝑓1 + 2𝑅𝑇ℎ0)max{𝑙, 2𝑇}‖𝑣1 − 𝑣2‖𝑙𝑇 .

Отсюда следует, что

‖𝑈𝑣1 − 𝑈𝑣2‖𝑙𝑇 6
𝑇

𝑇 * ‖𝑣
1 − 𝑣2‖𝑙𝑇 ,

и оператор 𝑈 при 𝑇 ∈ (0, 𝑇 *) и 𝑙 ∈ (0, 𝑙*) осуществляет сжатое отображение
шара 𝑆(𝑣0, 𝑟) на себя. Тогда, согласно принципу сжимающих отображений,
уравнение (16) определяет единственное решение, принадлежащее этому ша-
ру. Теорема 2 доказана. �

Введем обозначение 𝑙1 := 𝑓0
[︀
𝑓1 + 2ℎ0(‖𝑣0‖𝑙*𝑇 * + 𝑟)𝑇 *]︀−1.

Теорема 3. При выполнении условий теоремы 2 на отрезке [0, 𝑙0], где
𝑙0 = min{𝑙*, 𝑙1}, существует единственное непрерывное решение обратной
задачи (1)–(4).

Для д о к а з ат е л ь ств а заметим, что из 𝑣(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑆(𝑣0, 𝑟) с учетом

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑣1(𝑥, 𝑦) +

∫︁ 𝑙*

0
𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝑣2(𝜉)𝑑𝜉

следует оценка |𝑢(𝑥, 𝑦)| 6 2𝑅 = 2(‖𝑣0‖𝑙*𝑇 * + 𝑟). Используя эту оценку, из (15)
получим неравенство ‖𝑞‖𝐶[0,𝑙] 6 (𝑙/𝑓0)

[︀
𝑓1 +2ℎ0(‖𝑣0‖𝑙*𝑇 * + 𝑟)𝑇 *]︀. Ввиду (5) из

последнего неравенства следует доказательство теоремы 3.
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Abstract

This study investigates direct and inverse problems for a model equation
of mixed parabolic-hyperbolic type. In the direct problem, an analogue of
the Tricomi problem is considered for this equation with a characteristic line
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