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Аннотация

Рассмотрено вырождающееся дифференциальное уравнение в част-
ных производных высокого четного порядка в прямоугольнике. Для
рассматриваемого уравнения сформулирована одна начально-граничная
задача и исследованы единственность, существование и устойчивость
её решения. Единственность решения задачи доказана методом инте-
гральных тождеств. Существование решения задачи исследовано мето-
дом разделения переменных. Здесь сначала исследована спектральная
задача для обыкновенного дифференциального уравнения высокого чет-
ного порядка, вытекающая из поставленной задачи при разделении пе-
ременных. Построена функция Грина спектральной задачи. С её помо-
щью спектральная задача эквивалентно сведена к интегральному урав-
нению Фредгольма второго рода с симметричным ядром. Отсюда на
основании теории интегральных уравнений заключено, что существует
счетное число собственных значений и собственных функций спектраль-
ной задачи. Найдены условия, при которых заданная функция разлага-
ется в равномерно сходящийся ряд Фурье по собственным функциям
спектральной задачи. C использованием свойств функции Грина и соб-
ственных функций спектральной задачи доказана лемма о равномерной
сходимости некоторых билинейных рядов. Доказаны также леммы о по-
рядке коэффициентов Фурье заданной функции. Решение изучаемой за-
дачи выписано в виде суммы ряда Фурье по системе собственных функ-
ций спектральной задачи. Равномерная сходимость этого ряда и рядов,
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полученных из него почленным дифференцированием, доказана с помо-
щью лемм, перечисленных выше. В конце статьи получены две оценки
для решения поставленной задачи, одна из которых — в пространстве
квадратично суммируемых функций с весом, а другая — в простран-
стве непрерывных функций. Из этих неравенств следует устойчивость
решения в соответствующих пространствах.

Ключевые слова: вырождающееся дифференциальное уравнение, начально-
граничная задача, спектральная задача, существование, единственность
и устойчивость решения, метод разделения переменных.
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Введение

Рассматривается вырождающееся уравнение высокого четного порядка
вида

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛

(︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢

𝜕𝑥2𝑛

)︁
+ 𝑢𝑡𝑡 +

2𝛾

𝑡
𝑢𝑡 + 𝑏𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (1)

в прямоугольнике Ω =
{︀
(𝑥, 𝑡) : 0 < 𝑥 < 1; 0 < 𝑡 < 𝑇

}︀
. Здесь 𝑢(𝑥, 𝑡)— неизвест-

ная функция; 𝑓(𝑥, 𝑡)— заданная функция, а 𝛼, 𝛾, 𝑏, 𝑛 ∈ R— заданные числа,
причем 0 < 𝛼 < 1, 0 6 𝛾 < 1/2, 𝑏 > 0, 𝑛 ∈ N.

Из уравнения (1) при 𝛾 = 𝑏 = 𝛼 = 0, 𝑛 = 1, 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0 следует уравне-
ние, описывающее свободное колебание балки, которое имеет многочисленные
приложения в строительной механике, авиастроении, машиностроении, судо-
строении и т.д. [1–5]. В работе [6] для данного частного случая уравнения (1)
изучена начальная задача, а в работах [7–13] — различные начально-гранич-
ные и обратные задачи. Для уравнений четвертого порядка, описывающих
колебания прямоугольной пластинки, в работах [14–15] изучены различные
начально-граничные задачи; уравнения колебаний балки в многомерном слу-
чае рассматривались в работе [16].

Обратим также внимание на работы [17–22], в которых ставятся и изуча-
ются различные начально-граничные задачи для уравнений в частных про-
изводных высокого четного порядка с различными локальными и нелокаль-
ными граничными условиями.

Отметим, что в работах, посвященных изучению начально-граничных за-
дач, в качестве объекта исследования в основном взяты невырождающие-
ся уравнения. Начально-граничные задачи для вырождающихся уравнений
в частных производных высокого четного порядка изучены сравнительно ма-
ло. В частности, в работах [23–25] для уравнений четвертого порядка с тремя
линиями вырождения изучены локальные и нелокальные начально-гранич-
ные задачи. В работах [26–27] рассматриваются вырождающиеся дифферен-
циальные уравнения 2𝑘 порядка и исследованы задачи с граничными усло-
виями вида

𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,
𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0, 𝑗 = 0, 𝑘 − 1,
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а в работах [28, 29] — с условиями вида

𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,
𝜕𝑘+𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑘+𝑗

⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0, 𝑗 = 0, 𝑘 − 1.

В настоящей работе в области Ω для уравнения (1) формулируется и ис-
следуется начально-граничная задача с условиями на 𝑥 = 0 и 𝑥 = 1, связан-
ными со значениями частных производных искомой функции четного поряд-
ка по 𝑥.

1. Постановка задачи
Задача 𝐴1. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), обладающую следующими свойства-

ми:
1) (𝜕𝑗/𝜕𝑥𝑗)𝑢, (𝜕𝑗/𝜕𝑥𝑗)[𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝑢] ∈ 𝐶(Ω), 𝑗 = 0, 2𝑛− 1; 𝑡2𝛾𝑢𝑡 ∈ 𝐶(Ω);

(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)[𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝑢] ∈ 𝐶(Ω);
(︀
𝑢𝑡𝑡 +

2𝛾
𝑡 𝑢𝑡

)︀
∈ 𝐶(Ω);

2) в области Ω удовлетворяет уравнению (1);
3) на границе области Ω выполняются следующие начальные и граничные

условия:

𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1]; lim
𝑡→0

𝑡2𝛾𝑢𝑡 = 𝜓(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1); (2)

𝜕2𝑗

𝜕𝑥2𝑗
𝑢(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,
𝜕2𝑗

𝜕𝑥2𝑗

(︁
𝑥𝛼

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛
𝑢(𝑥, 𝑡)

)︁⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,

𝜕2𝑗

𝜕𝑥2𝑗
𝑢(𝑥, 𝑡)

⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0,
𝜕2𝑗

𝜕𝑥2𝑗

(︁
𝑥𝛼

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛
𝑢(𝑥, 𝑡)

)︁⃒⃒⃒
𝑥=1

= 0, (3)

𝑗 = 0, 𝑛− 1, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

где 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥)— заданные функции.

Отметим, что эта задача при 𝛼 = 𝛾 = 𝑏 = 0, 𝑛 = 1 была ранее изуче-
на в работах [8, 10] для уравнения балки, а в работе [9] — для нелинейного
уравнения балки. В работе [10] изучены обратные задачи с граничными усло-
виями вида (3) при 𝛼 = 0, 𝑛 = 1 для уравнения балки, а в работах [14, 15] —
начально-граничные задачи с такими же граничными условиями для уравне-
ния колебания пластины. Задача 𝐴1 при 𝛼 = 0 и другие задачи типа 𝐴1 для
уравнения

𝑢𝑡𝑡 +
2𝛾

𝑡
𝑢𝑡 + (−1)𝑚

𝜕2𝑚

𝜕𝑥2𝑚
𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡)

изучены в работах [20, 22].
Исследуем существование, единственность и устойчивость решения по-

ставленной задачи 𝐴1.

2. Единственность решения задачи 𝐴1

Теорема 1. Задача 𝐴1 не может иметь более одного решения.

До к а з ат е л ь ств о. Предположим, что существуют два решения 𝑢1(𝑥, 𝑡)
и 𝑢2(𝑥, 𝑡) задачи 𝐴1. Их разность обозначим через 𝑢(𝑥, 𝑡). Тогда функция
𝑢(𝑥, 𝑡) удовлетворяет уравнению (1) при 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0, а условиям (2) и (3) —
при 𝜙(𝑥) ≡ 𝜓(𝑥) ≡ 0.
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Пусть ∀𝑇0 ∈ (0, 𝑇 ], а Ω0 =
{︀
(𝑥, 𝑡) : 0 < 𝑥 < 1, 0 < 𝑡 < 𝑇0

}︀
. Очевидно, что

Ω0 ⊂ Ω. Введем следующую функцию:

𝜔(𝑥, 𝑡) = −
∫︁ 𝑇0

𝑡
𝜉−2𝛾𝑢(𝑥, 𝜉)𝑑𝜉, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω0.

Эта функция обладает следующими свойствами:
1) (𝜕𝑗/𝜕𝑥𝑗)𝜔, (𝜕𝑗/𝜕𝑥𝑗)[𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝜔] ∈ 𝐶(Ω0), 𝑗 = 0, 2𝑛− 1;

𝑡2𝛾𝜔𝑡, 𝑡2𝛾 𝜕
𝜕𝑡(𝑡

2𝛾𝜔𝑡) ∈ 𝐶(Ω0);
2) удовлетворяет условиям (3) при 𝑡 ∈ [0, 𝑇0].
Рассмотрим уравнение (1) при 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0, умножим его на функцию

𝑡2𝛾𝜔(𝑥, 𝑡) и проинтегрируем полученное равенство по области Ω0:∫︁ 1

0

∫︁ 𝑇0

0
𝑡2𝛾𝜔(𝑥, 𝑡)

(︁ 𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛

[︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛

]︁
+

+ 𝑡−2𝛾 𝜕

𝜕𝑡

[︁
𝑡2𝛾

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

]︁
+ 𝑏𝑢(𝑥, 𝑡)

)︁
𝑑𝑡𝑑𝑥 = 0.

Перепишем полученное в виде∫︁ 𝑇0

0
𝑡2𝛾𝑑𝑡

∫︁ 1

0
𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛

[︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛

]︁
𝑑𝑥+

+

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑡

[︁
𝑡2𝛾

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

]︁
𝑑𝑡+

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑏𝑡2𝛾𝜔(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Теперь, применяя правило интегрирования по частям к первым двум внут-
ренним интегралам, получим выражение∫︁ 𝑇0

0
𝑡2𝛾

[︁
𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕2𝑛−1

𝜕𝑥2𝑛−1

(︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛

)︁
− 𝜕𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥

𝜕2𝑛−2

𝜕𝑥2𝑛−2

(︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛

)︁
+

+ · · · − 𝜕2𝑛−1𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛−1

(︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛

)︁]︁𝑥=1

𝑥=0
𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑇0

0
𝑡2𝛾𝑑𝑡

∫︁ 1

0
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛
𝜕2𝑛𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛
𝑑𝑥+

+

∫︁ 1

0

[︁
𝜔(𝑥, 𝑡)𝑡2𝛾

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

⃒⃒⃒𝑡=𝑇0

𝑡=0
−
∫︁ 𝑇0

0
𝜔𝑡(𝑥, 𝑡)𝑡

2𝛾 𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡
]︁
𝑑𝑥+

+

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑏𝑡2𝛾𝜔(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 0,

из которого в силу свойств функций 𝜔(𝑥, 𝑡) и 𝑢(𝑥, 𝑡) следует равенство∫︁ 𝑇0

0
𝑡2𝛾𝑑𝑡

∫︁ 1

0
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛
𝜕2𝑛𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛
𝑑𝑥−

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑡2𝛾

𝜕𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡+

+

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑏𝑡2𝛾𝜔(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 0.
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Отсюда, учитывая равенства

𝑢 = 𝑡2𝛾
𝜕𝜔

𝜕𝑡
,

𝜕2𝑛𝑢

𝜕𝑥2𝑛
= 𝑡2𝛾

𝜕2𝑛+1𝜔

𝜕𝑥2𝑛𝜕𝑡
,

имеем∫︁ 1

0
𝑥𝛼𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑡4𝛾

𝜕2𝑛𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛
𝜕2𝑛+1𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛𝜕𝑡
𝑑𝑡−

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡+

+

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑏𝑡4𝛾𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕

𝜕𝑡
𝜔(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 0.

Далее, принимая во внимание равенства

𝑢(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=

1

2

𝜕

𝜕𝑡

[︀
𝑢(𝑥, 𝑡)

]︀2
,

𝜕2𝑛𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛
𝜕2𝑛+1𝜔(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝑛𝜕𝑡
=

1

2

𝜕

𝜕𝑡

[︁𝜕2𝑛𝜔(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2𝑛

]︁2
,

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛
𝜔(𝑥, 𝑇0) = 0, 𝑢(𝑥, 0) = 0

и применяя правило интегрирования по частям к интегралам по 𝑡 при 0 <
< 𝛾 < 1/2, получим∫︁ 1

0
𝑢2(𝑥, 𝑇0)𝑑𝑥+ 4𝛾

∫︁ 1

0
𝑑𝑥

∫︁ 𝑇0

0
𝑡4𝛾−1

(︁
𝑥𝛼

[︁𝜕2𝑛𝜔(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2𝑛

]︁2
+ 𝑏𝜔2(𝑥, 𝑡)

)︁
𝑑𝑡 = 0,

а при 𝛾 = 0 имеем∫︁ 1

0
𝑢2(𝑥, 𝑇0)𝑑𝑥+

∫︁ 1

0
𝑥𝛼

[︁𝜕2𝑛𝜔(𝑥, 𝑡)
𝜕𝑥2𝑛

]︁2
𝑡=0

𝑑𝑥+ 𝑏

∫︁ 1

0
𝜔2(𝑥, 0)𝑑𝑥 = 0.

В силу свойств функций 𝑢(𝑥, 𝑡), 𝜔(𝑥, 𝑡) и условий 𝑏 > 0, 0 < 𝛾 < 1/2,
0 < 𝛼 < 1 все интегралы в левой части последних равенств существуют
и неотрицательны. Тогда из них следует, что 𝑢(𝑥, 𝑇0) ≡ 0, 𝑥 ∈ [0, 1]. Так как
∀𝑇0 ∈ [0, 𝑇 ], функция 𝑢(𝑥, 𝑡) ≡ 0, (𝑥, 𝑡) ∈ Ω. Тогда 𝑢1(𝑥, 𝑡) ≡ 𝑢2(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ Ω.
Теорема 1 доказана. �

3. Исследование спектральной задачи
При формальном применении метода Фурье к задаче 𝐴1 возникает сле-

дующая спектральная задача: найти значения параметра 𝜆, при которых су-
ществуют нетривиальные решения уравнения

𝑀𝑣 ≡
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛)
= 𝜆𝑣(𝑥), 0 < 𝑥 < 1, (4)

удовлетворяющие условиям

𝑣(𝑗)(𝑥),
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(𝑗) ∈ 𝐶[0, 1], 𝑗 = 0, 2𝑛− 1;

𝑣(2𝑗)(0) = 0,
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑗)⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1;

𝑣(2𝑗)(1) = 0,
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑗)⃒⃒
𝑥=1

= 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1.

(5)
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Пусть 𝑣(𝑥) и ℎ(𝑥)— функции, удовлетворяющие условиям (5), и 𝑀𝑣(𝑥),
𝑀ℎ(𝑥) ∈ 𝐿2(0, 1). Тогда, применяя правило интегрирования по частям, имеем

∫︁ 1

0
ℎ(𝑥)𝑀𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

[︁
ℎ(𝑥)

(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛−1) − ℎ′(𝑥)
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛−2)
+

+ℎ′′(𝑥)
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛−3)−· · ·−ℎ(2𝑛−1)(𝑥)
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀
+
(︀
𝑥𝛼ℎ(2𝑛)(𝑥)

)︀
𝑣(2𝑛−1)(𝑥)−

−
(︀
𝑥𝛼ℎ(2𝑛)(𝑥)

)︀′
𝑣(2𝑛−2)(𝑥) +

(︀
𝑥𝛼ℎ(2𝑛)(𝑥)

)︀′′
𝑣(2𝑛−3)(𝑥)− . . .

· · · −
(︀
𝑥𝛼ℎ(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛−1)
𝑣(𝑥)

]︁𝑥=1

𝑥=0
+

∫︁ 1

0
𝑣(𝑥)𝑀ℎ(𝑥)𝑑𝑥.

Отсюда в силу свойств функций 𝑣(𝑥) и ℎ(𝑥) следует равенство∫︁ 1

0
ℎ(𝑥)𝑀𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
𝑣(𝑥)𝑀ℎ(𝑥)𝑑𝑥.

Следовательно, задача с условиями 𝑀𝑣 = 0 и (5) самосопряжена.
Пусть 𝑣(𝑥) ̸≡ 0, 𝑥 ∈ [0, 1] и удовлетворяет условиям задачи (4), (5). Тогда

𝜆

∫︁ 1

0
𝑣2(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
𝑣(𝑥)

(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛)
𝑑𝑥 =

[︁
𝑣(𝑥)

(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛−1) −

− 𝑣′(𝑥)
(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀(2𝑛−2)
+ · · · − 𝑣(2𝑛−1)(𝑥)

(︀
𝑥𝛼𝑣(2𝑛)(𝑥)

)︀]︁𝑥=1

𝑥=0
+

+

∫︁ 1

0
𝑥𝛼

[︀
𝑣(2𝑛)(𝑥)

]︀2
𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
𝑥𝛼

[︀
𝑣(2𝑛)(𝑥)

]︀2
𝑑𝑥,

т.е.

𝜆

∫︁ 1

0
𝑣2(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
𝑥𝛼

[︀
𝑣(2𝑛)(𝑥)

]︀2
𝑑𝑥.

Отсюда в силу 𝑣(𝑥) ̸≡ 0 следует, что 𝜆 > 0. Если 𝜆 = 0, то из последнего
равенства следует, что 𝑣(2𝑛)(𝑥) = 0, 0 < 𝑥 < 1. Тогда

𝑣(𝑥) = 𝑐1
𝑥2𝑛−1

(2𝑛− 1)!
+ 𝑐2

𝑥2𝑛−2

(2𝑛− 2)!
+ · · ·+ 𝑐2𝑛−1

𝑥

1!
+ 𝑐2𝑛, 𝑥 ∈ (0, 1),

где 𝑐𝑗 — произвольные действительные числа. Подчиняя эту функцию усло-
виям 𝑣(2𝑗)(𝑥)

⃒⃒
𝑥=0

= 0, 𝑣(2𝑗)(𝑥)
⃒⃒
𝑥=1

= 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1, получим 𝑐𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2𝑛.
Тогда 𝑣(𝑥) ≡ 0, 0 6 𝑥 6 1. Следовательно, задача (4), (5) может иметь нетри-
виальные решения только при 𝜆 > 0.

Для доказательства существования собственных значений задачи (4), (5)
применим метод функции Грина. Так как 𝜆 = 0 не является собственным
значением, существует единственная функция Грина 𝐺(𝑥, 𝑠). Построим ее.
Она должна обладать следующими свойствами:

1) функции (𝜕𝑗/𝜕𝑥𝑗)𝐺(𝑥, 𝑠), 𝑗 = 0, 2𝑛− 1, (𝜕𝑗/𝜕𝑥𝑗)
[︀
𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛

)︀
𝐺(𝑥, 𝑠)

]︀
,

𝑗 = 0, 2𝑛− 2 непрерывны для всех 𝑥, 𝑠 ∈ [0, 1];
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2) в каждом из интервалов [0, 𝑠) и (𝑠, 1] существует непрерывная произ-
водная (𝜕2𝑛−1/𝜕𝑥2𝑛−1)

[︀
𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝐺(𝑥, 𝑠)

]︀
, а при 𝑥 = 𝑠 имеет место

скачок 1:

(𝜕2𝑛−1/𝜕𝑥2𝑛−1)
[︀
𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝐺(𝑥, 𝑠)

]︀𝑥=𝑠+0

𝑥=𝑠−0
= 1;

3) в интервалах (0, 𝑠) и (𝑠, 1) существует производная
(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)

[︀
𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝐺(𝑥, 𝑠)

]︀
и выполняется равенство𝑀𝐺(𝑥, 𝑠) = 0;

4) при 𝑠 ∈ (0, 1) и 𝑘 = 0, 𝑛− 1 выполняются граничные условия

(𝜕2𝑘/𝜕𝑥2𝑘)𝐺(𝑥, 𝑠)
⃒⃒
𝑥=0

= 0,

(𝜕2𝑘/𝜕𝑥2𝑘)
(︀
𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝐺(𝑥, 𝑠)

)︀⃒⃒
𝑥=0

= 0;
(6)

(𝜕2𝑘/𝜕𝑥2𝑘)𝐺(𝑥, 𝑠)
⃒⃒
𝑥=1

= 0,

(𝜕2𝑘/𝜕𝑥2𝑘)
(︀
𝑥𝛼(𝜕2𝑛/𝜕𝑥2𝑛)𝐺(𝑥, 𝑠)

)︀⃒⃒
𝑥=1

= 0.
(7)

Принимая во внимание вид общего решения уравнения 𝑀𝐺(𝑥, 𝑠) = 0
в промежутках (0, 𝑠) и (𝑠, 1), функцию 𝐺(𝑥, 𝑠) ищем в виде

𝐺(𝑥, 𝑠) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
2𝑛∑︀
𝑗=1

𝑎𝑗𝑥
4𝑛−𝛼−𝑗

(2𝑛− 𝑗)!(2𝑛− 𝛼− 𝑗 + 1)2𝑛
+

4𝑛∑︀
𝑗=2𝑛+1

𝑎𝑗𝑥
4𝑛−𝑗

(4𝑛− 𝑗)!
, 0 6 𝑥 6 𝑠,

2𝑛∑︀
𝑗=1

𝑏𝑗𝑥
4𝑛−𝛼−𝑗

(2𝑛− 𝑗)!(2𝑛− 𝛼− 𝑗 + 1)2𝑛
+

4𝑛∑︀
𝑗=2𝑛+1

𝑏𝑗𝑥
4𝑛−𝑗

(4𝑛− 𝑗)!
, 𝑠 6 𝑥 6 1,

(8)

где 𝑎𝑗 и 𝑏𝑗 , 𝑗 = 1, 4𝑛— неизвестные функции переменной 𝑠, а (𝑧)𝑛 = 𝑧(𝑧 + 1)×
× (𝑧 + 2) · · · (𝑧 + 𝑛− 1)— символ Похгаммера [30].

Если функция (8) удовлетворяет свойствам 1) и 2) функции Грина, полу-
чим следующую систему уравнений относительно (𝑏𝑗 − 𝑎𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . , 4𝑛:

𝑏1 − 𝑎1 = 1,

𝑚1∑︁
𝑗=1

𝑠𝑚1−𝑗

(𝑚1 − 𝑗)!
(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗) = 0, 𝑚1 = 2, 2𝑛,

2𝑛∑︁
𝑗=1

𝑠2𝑛−𝛼+𝑚2−𝑗(𝑏𝑗 − 𝑎𝑗)

(2𝑛− 𝑗)!(2𝑛− 𝛼− 𝑗 + 1)𝑚2

+

𝑚2∑︁
𝑗=1

𝑠𝑚2−𝑗(𝑏2𝑛+𝑗 − 𝑎2𝑛+𝑗)

(𝑚2 − 𝑗)!
= 0, 𝑚2 = 1, 2𝑛.

Эта система имеет единственное решение:

𝑏𝑗 − 𝑎𝑗 =
(−1)𝑗−1𝑠𝑗−1

(𝑗 − 1)!
, 𝑏2𝑛+𝑗 − 𝑎2𝑛+𝑗 =

(−1)𝑗−1𝑠2𝑛+𝑗−1−𝛼

(𝑗 − 1)!(𝑗 − 𝛼)2𝑛
, 𝑗 = 1, 2𝑛. (9)

Подставляя (8) в условия (6), последовательно получим

𝑎4𝑛 = 𝑎4𝑛−2 = · · · = 𝑎2𝑛+2 = 𝑎2𝑛 = · · · = 𝑎4 = 𝑎2 = 0. (10)

В силу этих равенств из (9) следует, что

𝑏2𝑗 = − 𝑠2𝑗−1

(2𝑗 − 1)!
, 𝑏2𝑛+2𝑗 = − 𝑠2𝑛−1−𝛼+2𝑗

(2𝑗 − 1)!(2𝑗 − 𝛼)2𝑛
, 𝑗 = 1, 𝑛. (11)
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Далее, подставляя (8) в условия (7), получим систему уравнений

𝑚3∑︁
𝑗=1

(︁ 𝑏2𝑗−1

(2𝑚3 + 1− 2𝑗)!
+

𝑏2𝑗
(2𝑚3 − 2𝑗)!

)︁
= 0, 𝑚3 = 1, 𝑛;

𝑛∑︁
𝑗=1

(︁ 𝑏2𝑗−1

(2𝑛− 2𝑗 + 1)!(2𝑛− 𝛼− 2𝑗 + 2)2𝑚4

+

+
𝑏2𝑗

(2𝑛− 2𝑗)!(2𝑛− 𝛼− 2𝑗 + 1)2𝑚4

)︁
+

+

𝑚4∑︁
𝑗=1

(︁ 𝑏2𝑛+2𝑗−1

(2𝑚4 − 2𝑗 + 1)!
+

𝑏2𝑛+2𝑗

(2𝑚4 − 2𝑗)!

)︁
= 0, 𝑚4 = 1, 𝑛.

(12)

Принимая во внимание, что 𝑏2𝑗 — известные величины вида (11), из (12)
однозначно находим 𝑏2𝑗−1, 𝑗 = 1, 2𝑛:

𝑏1 = −𝑏2;

𝑏2𝑗−1 = −𝑏2𝑗 −
2𝑗−2∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖
(2𝑗 − 𝑖)!

, 𝑗 = 2, 𝑛;

𝑏2𝑛+1 = −𝑏2𝑛+2 −
2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖
(2𝑛− 𝑖)!(2𝑛− 𝛼+ 1− 𝑖)2

,

𝑏2𝑛+2𝑗−1 = −𝑏2𝑛+2𝑗 −
2𝑛∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖
(2𝑛− 𝑖)!(2𝑛− 𝛼+ 1− 𝑖)2𝑗

−

−
2𝑗−2∑︁
𝑖=1

𝑏2𝑛+𝑖

(2𝑗 − 𝑖)!
, 𝑗 = 2, 𝑛.

(13)

Подставляя (13) в (9), находим 𝑎2𝑗−1, 𝑗 = 1, 2𝑛 :

𝑎1 = −𝑏2 − 1 = 𝑠− 1;

𝑎2𝑗−1 = 𝑏2𝑗−1 −
𝑠2𝑗−2

(2𝑗 − 2)!
, 𝑗 = 2, 𝑛;

𝑎2𝑛+1 = 𝑏2𝑛+1 −
𝑠2𝑛−𝛼

(1− 𝛼)2𝑛
,

𝑎2𝑛+2𝑗−1 = 𝑏2𝑛+2𝑗−1 −
𝑠2𝑛+2𝑗−2−𝛼

(2𝑗 − 2)!(2𝑗 − 1− 𝛼)2𝑛
, 𝑗 = 2, 𝑛.

(14)

Подставляя (10), (11), (13), (14) в (8), находим функцию Грина в виде

𝐺(𝑥, 𝑠) =
𝑥4𝑛−𝛼−1(𝑠− 1)

(2𝑛− 1)!(2𝑛− 𝛼)2𝑛
+

+
𝑛∑︁

𝑗=2

(︁
𝑏2𝑗−1 −

𝑠2𝑗−2

(2𝑗 − 2)!

)︁ 𝑥4𝑛−𝛼−2𝑗+1

(2𝑛− 2𝑗 + 1)!(2𝑛− 𝛼− 2𝑗 + 2)2𝑛
+

+
(︁
𝑏2𝑛+1 −

𝑠2𝑛−𝛼

(1− 𝛼)2𝑛

)︁ 𝑥2𝑛−1

(2𝑛− 1)!
+
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+

𝑛∑︁
𝑗=2

(︁
𝑏2𝑛+2𝑗−1 −

𝑠2𝑛−𝛼+2𝑗−2

(2𝑗 − 2)!(2𝑗 − 1− 𝛼)2𝑛

)︁ 𝑥2𝑛−2𝑗+1

(2𝑛− 2𝑗 + 1)!
, если 0 6 𝑥 6 𝑠,

𝐺(𝑥, 𝑠) =
𝑥4𝑛−𝛼−1𝑠

(2𝑛− 1)!(2𝑛− 𝛼)2𝑛
+

+
𝑛∑︁

𝑗=2

𝑏2𝑗−1
𝑥4𝑛−𝛼−2𝑗+1

(2𝑛− 2𝑗 + 1)!(2𝑛− 𝛼− 2𝑗 + 2)2𝑛
+

+
𝑛∑︁

𝑗=1

𝑏2𝑗
𝑥4𝑛−𝛼−2𝑗

(2𝑛− 2𝑗)!(2𝑛− 𝛼− 2𝑗 + 1)2𝑛
+ 𝑏2𝑛+1

𝑥2𝑛−1

(2𝑛− 1)!
+

+
𝑛∑︁

𝑗=2

𝑏2𝑛+2𝑗−1
𝑥2𝑛−2𝑗+1

(2𝑛− 2𝑗 + 1)!
+

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑏2𝑛+2𝑗
𝑥2𝑛−2𝑗

(2𝑛− 2𝑗)!
, если 𝑠 6 𝑥 6 1, (15)

где 𝑏2𝑗−1, 𝑏2𝑗 , 𝑗 = 2, 𝑛; 𝑏2𝑛+2𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑛; 𝑏2𝑛+1, 𝑏2𝑛+2𝑗−1, 𝑗 = 2, 𝑛— определены
равенствами (11) и (13).

Так как задача с условиями 𝑀𝑣 = 0 и (5) самосопряжена, ее функция
Грина (15) симметрична относительно аргументов 𝑥 и 𝑠.

С помощью метода, примененного в [31], легко убедиться, что задача (4),
(5) эквивалентна следующему интегральному уравнению:

𝑣(𝑥) = 𝜆

∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑠)𝑣(𝑠)𝑑𝑠. (16)

Так как ядро𝐺(𝑥, 𝑠) непрерывно, симметрично, и положительно (т.е. 𝜆 >0),
интегральное уравнение (16), следовательно, задача (4), (5) имеет счетное
число собственных значений

0 < 𝜆1 < 𝜆2 < 𝜆3 < · · · < 𝜆𝑘 < . . . , 𝜆𝑘 → ∞,

а соответствующие им собственные функции 𝑣1(𝑥), 𝑣2(𝑥), 𝑣3(𝑥), . . . , 𝑣𝑘(𝑥), . . .
образуют ортонормированную систему в пространстве 𝐿2(0, 1) [32].

Лемма 1. Пусть функция 𝑔(𝑥) удовлетворяет следующим условиям:

𝑔(2𝑗)(𝑥), [𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥)](2𝑗) ∈ 𝐶[0, 1], 𝑗 = 0, 𝑛− 1; 𝑀𝑔(𝑥) ∈ 𝐶(0, 1) ∩ 𝐿2(0, 1);

𝑔(2𝑗)(0) = 0, 𝑔(2𝑗)(1) = 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1;

(𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥))(2𝑗)
⃒⃒
𝑥=0

= 0, (𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥))(2𝑗)
⃒⃒
𝑥=1

= 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1.

Тогда ее можно разложить на отрезке [0, 1] в абсолютно и равномерно
сходящийся ряд по системе собственных функций задачи (4), (5).

До к а з ат е л ь ств о. Пользуясь правилом интегрирования по частям,
свойствами функции Грина 𝐺(𝑥, 𝑠) и условиями, наложенными на функцию
𝑔(𝑥), нетрудно убедиться, что справедливо равенство∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑠)𝑀𝑔(𝑠)𝑑𝑠 =

∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑠)[𝑠𝛼𝑔(2𝑛)(𝑠)](2𝑛)𝑑𝑠 = 𝑔(𝑥).
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Следовательно, 𝑔(𝑥)— функция, представимая через ядро 𝐺(𝑥, 𝑠). Кроме то-
го, в силу непрерывности функции 𝐺(𝑥, 𝑠) имеет место оценка∫︁ 1

0
𝐺2(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠 6 𝐴(𝑥) = 𝑎0 = const <∞.

Тогда на основании теоремы Гильберта—Шмидта [32] справедливо утвержде-
ние леммы 1. �

4. Вспомогательные леммы

В этом пункте под 𝜆𝑘 и 𝑣𝑘(𝑥), 𝑘 ∈ N, понимаются собственные значе-
ния и собственные функции задачи (4), (5), а под 𝑔𝑘 — коэффициенты Фурье
функции 𝑔(𝑥):

𝑔𝑘 =

∫︁ 1

0
𝑔(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥, 𝑘 ∈ N.

Лемма 2. Следующие ряды сходятся равномерно на сегменте [0, 1]:

∞∑︁
𝑘=1

[𝑣
(𝑗)
𝑘 (𝑥)]2

𝜆𝑘
,

∞∑︁
𝑘=1

(︀
[𝑥𝛼𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑥)](𝑗)

)︀2
𝜆2𝑘

, 𝑗 = 0, 2𝑛− 1. (17)

До к а з ат е л ь ств о. В силу (16) и (4) справедливы равенства

𝑣
(𝑗)
𝑘 (𝑥) = 𝜆𝑘

∫︁ 1

0

𝜕𝑗

𝜕𝑥𝑗
𝐺(𝑥, 𝑠)𝑣𝑘(𝑠)𝑑𝑠 =

=

∫︁ 1

0
[𝑠𝛼𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑠)](2𝑛)

𝜕𝑗

𝜕𝑥𝑗
𝐺(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠, 𝑗 = 0, 2𝑛− 1.

Отсюда, применяя правило интегрирования по частям 2𝑛 раз, а затем при-
нимая во внимание условия (5), получим

𝑣
(𝑗)
𝑘 (𝑥) =

∫︁ 1

0
𝑠𝛼𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑠)

𝜕2𝑛+𝑗

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑠2𝑛
𝐺(𝑥, 𝑠)𝑑𝑠, 𝑗 = 0, 2𝑛− 1.

Следовательно, справедливо равенство

𝑣
(𝑗)
𝑘 (𝑥)√
𝜆𝑘

=

∫︁ 1

0

(︁
𝑠𝛼/2

𝜕2𝑛+𝑗

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑠2𝑛
𝐺(𝑥, 𝑠)

)︁(︁𝑠𝛼/2𝑣(2𝑛)𝑘 (𝑠)√
𝜆𝑘

)︁
𝑑𝑠, 𝑗 = 0, 2𝑛− 1. (18)

В силу условий (4) и (5), имеют место равенства

∫︁ 1

0

𝑠𝛼𝑣
(2𝑛)
𝑘 (𝑠)𝑣

(2𝑛)
𝑙 (𝑠)√

𝜆𝑘𝜆𝑙
𝑑𝑠 =

{︃
1, 𝑘 = 𝑙,

0, 𝑘 ̸= 𝑙.
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Следовательно,
{︀
𝑠𝛼/2𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑠)/

√
𝜆𝑘

}︀∞
𝑘=1

— ортонормальная система. Тогда
из выражения (18) следует, что 𝑣(2𝑗)𝑘 (𝑥)/

√
𝜆𝑘 — коэффициенты Фурье функ-

ции 𝑠𝛼/2(𝜕2𝑛+𝑗/𝜕𝑥𝑗𝜕𝑠2𝑛)𝐺(𝑥, 𝑠) по системе
{︀
𝑠𝛼/2𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑠)/

√
𝜆𝑘

}︀∞
𝑘=1

. Поэтому,
согласно неравенству Бесселя [32], имеем

∞∑︁
𝑘=1

[𝑣
(𝑗)
𝑘 (𝑥)]2

𝜆𝑘
6

∫︁ 1

0
𝑠𝛼

[︁ 𝜕2𝑛+𝑗

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑠2𝑛
𝐺(𝑥, 𝑠)

]︁2
𝑑𝑠, 𝑗 = 0, 2𝑛− 1. (19)

Интеграл в правой части можно переписать в виде∫︁ 1

0
𝑠𝛼

[︁ 𝜕2𝑛+𝑗

𝜕𝑥𝑗𝜕𝑠2𝑛
𝐺(𝑥, 𝑠)

]︁2
𝑑𝑠 =

∫︁ 1

0
𝑠−𝛼

[︁ 𝜕𝑗
𝜕𝑥𝑗

(︁
𝑠𝛼

𝜕2𝑛

𝜕𝑠2𝑛
𝐺(𝑥, 𝑠)

)︁]︁2
𝑑𝑠, 𝑗 = 0, 2𝑛− 1.

Так как

𝑠𝛼
𝜕2𝑛𝐺(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑠2𝑛
,

𝜕𝑗𝐺(𝑥, 𝑠)

𝜕𝑥𝑗
∈ 𝐶(Ω), 𝑗 = 0, 2𝑛− 1,

функция в квадратной скобке в последнем интеграле непрерывна на Ω. Тогда
в силу 0 < 𝛼 < 1 интеграл в (19) равномерно ограничен при 𝑗 = 0, 2𝑛− 1,
откуда следует, что первые ряды в (17) сходятся равномерно.

Аналогично доказывается сходимость и остальных рядов. �

Лемма 3. Если выполнены условия

𝑔(𝑗)(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1], 𝑗 = 0, 2𝑛− 1;

𝑥𝛼/2𝑔(2𝑛)(𝑥) ∈ 𝐶(0, 1) ∩ 𝐿2(0, 1);

𝑔(2𝑗)(0) = 0, 𝑔(2𝑗)(1) = 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1,

то справедливо неравенство

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑔
2
𝑘 6

∫︁ 1

0
𝑥𝛼

[︀
𝑔(2𝑛)(𝑥)

]︀2
𝑑𝑥, (20)

в частности, ряд в левой части сходится.
До к а з ат е л ь ств о. В силу (4) справедливо равенство

𝜆
1/2
𝑘 𝑔𝑘 = 𝜆

1/2
𝑘

∫︁ 1

0
𝑔(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 = 𝜆

−1/2
𝑘

∫︁ 1

0
𝑔(𝑥)

[︀
𝑥𝛼𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑥)

]︀(2𝑛)
𝑑𝑥.

Из этого равенства, применяя правило интегрирования по частям 2𝑛 раз и
учитывая свойства функций 𝑔(𝑥) и 𝑣𝑘(𝑥), получим

𝜆
1/2
𝑘 𝑔𝑘 =

∫︁ 1

0

[︀
𝑥𝛼/2𝑔(2𝑛)(𝑥)

]︀[︀
𝜆
−1/2
𝑘 𝑥𝛼/2𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑥)

]︀
𝑑𝑥.

Это означает, что числа 𝜆1/2𝑘 𝑔𝑘 — коэффициенты Фурье функции 𝑥𝛼/2𝑔(2𝑛)(𝑥)
по ортонормированной системе функций

{︀
𝑥𝛼/2𝑣(2𝑛)(𝑥)/

√
𝜆𝑘

}︀∞
𝑘=1

. Тогда, со-
гласно неравенству Бесселя [32], справедливо неравенство (20). �
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Лемма 4. Если выполнены условия

𝑔(𝑗)(𝑥), [𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥)](𝑗) ∈ 𝐶[0, 1], 𝑗 = 0, 2𝑛− 1;

𝑀𝑔(𝑥) ∈ 𝐶(0, 1) ∩ 𝐿2(0, 1);

𝑔(2𝑗)(0) = 0, [𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥)](2𝑗)|𝑥=0 = 0,

𝑔(2𝑗)(1) = 0, [𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥)](2𝑗)|𝑥=1 = 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1,

то справедливо неравенство

∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘𝑔
2
𝑘 6

∫︁ 1

0
[𝑀𝑔(𝑥)]2𝑑𝑥, (21)

в частности, ряд в левой части сходится.
До к а з ат е л ь ств о. В силу (4) справедливо равенство

𝜆𝑘𝑔𝑘 = 𝜆𝑘

∫︁ 1

0
𝑔(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
𝑔(𝑥)[𝑥𝛼𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑥)](2𝑛)𝑑𝑥.

Применяя правило интегрирования по частям 4𝑛 раз и учитывая свойства
функций 𝑔(𝑥) и 𝑣𝑘(𝑥), получим

𝜆𝑘𝑔𝑘 =

∫︁ 1

0
[𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥)](2𝑛)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁ 1

0
[𝑀𝑔(𝑥)]𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥.

Отсюда следует, что числа 𝜆𝑘𝑔𝑘 — коэффициенты Фурье функции 𝑀𝑔(𝑥) по
ортонормированной системе функций

{︀
𝑣𝑘(𝑥)

}︀∞
𝑘=1

. Тогда, согласно неравен-
ству Бесселя [32], справедливо неравенство (21). �

Лемма 5. Если выполнены условия

𝑔(𝑗)(𝑥), [𝑥𝛼𝑔(2𝑛)(𝑥)](𝑗), [𝑀𝑔(𝑥)](𝑗) ∈ 𝐶[0, 1], 𝑗 = 0, 2𝑛− 1;

𝑥𝛼/2[𝑀𝑔(𝑥)](2𝑛) ∈ 𝐶(0, 1) ∩ 𝐿2(0, 1);

𝑔(2𝑗)(0) = 0, [𝑀𝑔(𝑥)](2𝑗)|𝑥=0 = 0,

𝑔(2𝑗)(1) = 0, [𝑀𝑔(𝑥)](2𝑗)|𝑥=1 = 0, 𝑗 = 0, 𝑛− 1,

то справедливо неравенство

∞∑︁
𝑘=1

𝜆3𝑘𝑔
2
𝑘 6

∫︁ 1

0
𝑥𝛼

(︀
[𝑀𝑔(𝑥)](2𝑛)

)︀2
𝑑𝑥, (22)

в частности, ряд в левой части сходится.
До к а з ат е л ь ств о. Функция 𝑀𝑔(𝑥) удовлетворяет условиям леммы 3.

Как показано выше, 𝜆𝑘𝑔𝑘 — коэффициенты Фурье функции 𝑀𝑔(𝑥) по системе{︀
𝑣𝑘(𝑥)

}︀∞
𝑘=1

. Тогда, согласно лемме 3, справедливо неравенство (22). �
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5. Существование и устойчивость решения
Решение задачи 𝐴1 ищем в виде

𝑢(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑡)𝑣𝑘(𝑥), (23)

где 𝑢𝑘(𝑡)— неизвестные функции, которые подлежат определению; 𝑣𝑘(𝑥)—
собственные функции задачи (4), (5).

Подставим (23) в уравнение (1) и условия (2), а затем умножим получен-
ные равенства на 𝑣𝑚(𝑥). После этого, интегрируя полученные равенства по
𝑥 на интервале (0, 1) и принимая во внимание ортонормированность систе-
мы функций

{︀
𝑣𝑘(𝑥)

}︀∞
𝑘=1

, относительно неизвестных функций 𝑢𝑘(𝑡) получим
следующую задачу:

𝑢′′𝑘(𝑡) +
2𝛾

𝑡
𝑢′𝑘(𝑡) + (𝜆𝑘 + 𝑏)𝑢𝑘(𝑡) = 𝑓𝑘(𝑡), 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ), 𝑘 ∈ N; (24)

𝑢𝑘(0) = 𝜙𝑘, lim
𝑡→0

𝑡2𝛾𝑢′𝑘(𝑡) = 𝜓𝑘, 𝑘 ∈ N, (25)

где

𝜙𝑘 =

∫︁ 1

0
𝜙(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥, 𝜓𝑘 =

∫︁ 1

0
𝜓(𝑥)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥,

𝑓𝑘(𝑡) =

∫︁ 1

0
𝑓(𝑥, 𝑡)𝑣𝑘(𝑥)𝑑𝑥, 𝑘 ∈ N.

Задача (24), (25) имеет единственное решение:

𝑢𝑘(𝑡) = 𝑎𝑘𝑡
1/2−𝛾𝐽1/2−𝛾(𝑡

√︀
𝜆𝑘 + 𝑏) + 𝑏𝑘𝑡

1/2−𝛾𝐽𝛾−1/2(𝑡
√︀
𝜆𝑘 + 𝑏) +

+
𝜋

2 cos 𝛾𝜋

∫︁ 𝑡

0

[︀
𝐽1/2−𝛾(𝑡

√︀
𝜆𝑘 + 𝑏)𝐽𝛾−1/2(𝜏

√︀
𝜆𝑘 + 𝑏)−

− 𝐽𝛾−1/2(𝑡
√︀
𝜆𝑘 + 𝑏)𝐽1/2−𝛾(𝜏

√︀
𝜆𝑘 + 𝑏)

]︀(︁ 𝑡
𝜏

)︁1/2−𝛾
𝜏𝑓𝑘(𝜏)𝑑𝜏, 𝑘 ∈ N, (26)

где
𝑎𝑘 =

1

2
(
√
𝜆𝑘 + 𝑏/2)𝛾−1/2Γ(1/2− 𝛾)𝜓𝑘,

𝑏𝑘 =
1

2
(
√
𝜆𝑘 + 𝑏/2)1/2−𝛾Γ(1/2 + 𝛾)𝜙𝑘,

(27)

𝐽𝑣(𝑥)— функция Бесселя первого рода [33], Γ(𝑧)— гамма-функция [30].
Лемма 6. Для функций 𝑢𝑘(𝑡), 𝑘 ∈ N, определяемых равенствами (26), при

всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] справедливы неравенства

|𝑢𝑘(𝑡)| 6 |𝜙𝑘|+
𝑇 1−2𝛾

1− 2𝛾
|𝜓𝑘|+

2𝑇 3/2

1− 2𝛾
‖𝑓𝑘(𝑡)‖𝐿2(0,𝑇 ), 𝑘 ∈ N, (28)
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|𝑡2𝛾𝑢′𝑡(𝑡)| 6 𝐶1|𝜓𝑘|+
(𝜆𝑘 + 𝑏)𝑇 1+2𝛾

1 + 2𝛾
|𝜙𝑘|+

+ 𝐶2(𝜆𝑘 + 𝑏)𝑇 2𝛾+1/2‖𝑓𝑘(𝑡)‖𝐿2(0,𝑇 ), 𝑘 ∈ N,⃒⃒⃒
𝑢′′𝑘(𝑡) +

2𝛾

𝑡
𝑢′𝑘(𝑡)

⃒⃒⃒
6 (𝜆𝑘 + 𝑏)|𝑢𝑘(𝑡)|+ |𝑓𝑘(𝑡)|, 𝑘 ∈ N,

где 𝐶1 и 𝐶2 — некоторые действительные положительные числа.
До к а з ат е л ь ств о. Переписывая функции (26) с помощью функции

Бесселя—Клиффорда 𝐽𝜔(𝑧) = Γ(𝜔+1)(𝑧/2)−𝜔𝐽𝜔(𝑧) и учитывая, что |𝐽𝜔(𝑧)|6 1
при 𝜔 > −1/2, а также 0 6 𝜏 6 𝑡 6 𝑇 , получим оценку

|𝑢𝑘(𝑡)| 6 |𝑎𝑘|
𝑡1−2𝛾(

√
𝜆𝑘 + 𝑏/2)1/2−𝛾

Γ(3/2− 𝛾)
+

+ |𝑏𝑘|
(
√
𝜆𝑘 + 𝑏/2)𝛾−1/2

Γ(1/2 + 𝛾)
+

2𝑇

1− 2𝛾

∫︁ 𝑡

0
|𝑓𝑘(𝜏)|𝑑𝜏.

Отсюда, принимая во внимание равенства (27) и применяя неравенство Ко-
ши—Буняковского к интегралу, приходим к неравенству (28).

Остальные неравенства доказываются аналогично. �

Теорема 2. Пусть 𝛾 ∈ (0, 1/2) и функции 𝜙(𝑥) и 𝜓(𝑥) удовлетворяют
условиям леммы 5, а функция 𝑓(𝑥, 𝑡) удовлетворяет условиям леммы 5 по
аргументу 𝑥 равномерно по 𝑡. Тогда ряд (23), коэффициенты которого опре-
делены равенствами (26), (27), определяет решение задачи 𝐴1.

До к а з ат е л ь ств о. Докажем равномерную сходимость в Ω ряда (23)
и следующих рядов, формально полученных из (23):

𝜕𝑗𝑢

𝜕𝑥𝑗
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑡)𝑣
(𝑗)
𝑘 (𝑥),

𝜕𝑗

𝜕𝑥𝑗

(︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢

𝜕2𝑛

)︁
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑡)
(︀
𝑥𝛼𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑥)

)︀(𝑗)
, 𝑗 = 0, 2𝑛− 1;

𝑡2𝛾
𝜕𝑢

𝜕𝑡
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑡2𝛾𝑢′𝑘(𝑡)𝑣𝑘(𝑥),

и равномерную сходимость в любом компакте 𝐷 ⊂ Ω следующих рядов:

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛

(︁
𝑥𝛼
𝜕2𝑛𝑢

𝜕2𝑛

)︁
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑢𝑘(𝑡)
(︀
𝑥𝛼𝑣

(2𝑛)
𝑘 (𝑥)

)︀(2𝑛)
, (29)

𝑢𝑡𝑡 +
2𝛾

𝑡
𝑢𝑡 =

∞∑︁
𝑘=1

[︁
𝑢′′𝑘(𝑡) +

2𝛾

𝑡
𝑢′𝑘(𝑡)

]︁
𝑣𝑘(𝑥).

Рассмотрим ряд (29). В силу (4) в любом компакте 𝐷 ⊂ Ω ряд из правой
части (29) записывается в виде

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝑢𝑘(𝑡)𝑣𝑘(𝑡). (30)
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Для доказательства равномерной сходимости ряда (30), согласно (28) доста-
точно доказать абсолютную и равномерную сходимость рядов

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙𝑘𝑣𝑘(𝑥),
∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜓𝑘𝑣𝑘(𝑥),
∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘

√︃∫︁ 𝑇

0
𝑓2𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 𝑣𝑘(𝑥). (31)

К каждому из этих рядов применим неравенство Коши—Буняковского:⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙𝑘𝑣𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6

∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒√︁
𝜆3𝑘𝜙𝑘

𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒
6

[︂ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆3𝑘𝜙
2
𝑘

∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
,

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜓𝑘𝑣𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6

∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒√︁
𝜆3𝑘𝜓𝑘

𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒
6

[︂ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆3𝑘𝜓
2
𝑘

∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
,

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘

√︃∫︁ 𝑇

0
𝑓2𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 𝑣𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6

∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒√︃
𝜆3𝑘

∫︁ 𝑇

0
𝑓2𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒⃒
6

6

[︂∫︁ 𝑇

0

∞∑︁
𝑘=1

𝜆3𝑘𝑓
2
𝑘 (𝜏)𝑑𝜏

∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
.

Ряды, стоящие в правых частях этих неравенств, в силу условия теоремы
2 согласно леммам 2 и 5 равномерно сходятся. Тогда ряды, стоящие в левых
частях, т.е. ряды (31), сходятся абсолютно и равномерно в Ω. Следовательно,
ряд (30) сходится абсолютно и равномерно в Ω. Поэтому ряд в (29) сходится
абсолютно и равномерно в любом компакте 𝐷 ⊂ Ω.

Равномерная сходимость ряда (23) следует из сходимости ряда (30).
Аналогично доказывается равномерная сходимость и остальных рядов.

Теорема 2 доказана. �

При 𝛾 = 0 в силу 𝐽1/2(𝑥) =
√︀

2/(𝜋𝑥) sin𝑥, 𝐽−1/2(𝑥) =
√︀
2/(𝜋𝑥) cos𝑥 функ-

ции (26) записываются в виде

𝑢𝑘(𝑡) = 𝜙𝑘 cos(𝑡
√︀
𝜆𝑘 + 𝑏) +

𝜓𝑘√
𝜆𝑘 + 𝑏

sin(𝑡
√︀
𝜆𝑘 + 𝑏) +

+
1√

𝜆𝑘 + 𝑏

∫︁ 𝑡

0
𝑓𝑘(𝜏) sin

[︀
(𝑡− 𝜏)

√︀
𝜆𝑘 + 𝑏

]︀
𝑑𝜏, 𝑘 ∈ N, (32)

откуда следует оценка

|𝑢𝑘(𝑡)| 6 |𝜙𝑘|+
1√
𝜆𝑘

|𝜓𝑘|+
√︀
𝑇/𝜆𝑘‖𝑓𝑘(𝑡)‖𝐿2(0,𝑇 ). (33)

В этом случае справедлива следующая теорема.
Теорема 3. Пусть 𝛾 = 0 и функция 𝜙(𝑥) удовлетворяет условиям лем-

мы 5, функция 𝜓(𝑥) удовлетворяет условиям леммы 4, а функция 𝑓(𝑥, 𝑡)
удовлетворяет условиям леммы 4 по аргументу 𝑥 равномерно по 𝑡. Тогда
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ряд (23), коэффициенты которого определены равенствами (32), определяет
решение задачи 𝐴1.

До к а з ат е л ь ств о. Здесь при рассмотрении ряда (29) [(30)] в силу (32)
и (33) вместо (31) получим ряды

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙𝑘𝑣𝑘(𝑥),
∞∑︁
𝑘=1

√︀
𝜆𝑘𝜓𝑘𝑣𝑘(𝑥),

∞∑︁
𝑘=1

√︃
𝜆𝑘

∫︁ 𝑇

0
𝑓2𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 𝑣𝑘(𝑥). (34)

Абсолютная и равномерная сходимость первого из рядов (34) доказана
выше. Рассмотрим второй и третий ряды. Применяя неравенство Коши—Бу-
няковского к каждому из этих рядов, имеем⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁

𝑘=1

√︀
𝜆𝑘𝜓𝑘𝑣𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6

∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒
𝜆𝑘𝜓𝑘

𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒
6

[︂ ∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘𝜓
2
𝑘 ·

∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
,

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑘=1

√︀
𝜆𝑘

∫︁ 𝑡

0
𝑓𝑘(𝜏) sin

[︀
(𝑡− 𝜏)

√︀
𝜆𝑘 + 𝑏

]︀
𝑑𝜏 · 𝑣𝑘(𝑥)

⃒⃒⃒⃒
6

6
∞∑︁
𝑘=1

⃒⃒⃒⃒√︃
𝜆2𝑘

∫︁ 𝑇

0
𝑓2𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 ·

𝑣𝑘(𝑥)√
𝜆𝑘

⃒⃒⃒⃒
6

[︂
𝑇

∫︁ 1

0

∞∑︁
𝑘=1

𝜆2𝑘𝑓
2
𝑘 (𝜏)𝑑𝜏 ·

∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

]︂1/2
.

В силу условия теоремы 3 на основании лемм 2 и 4 ряды в правой части
последних неравенств сходятся равномерно на [0, 1]. Следовательно, ряды,
стоящие в левых частях, сходятся равномерно в Ω̄. Дальнейшие рассуждения
аналогичны случаю 0 < 𝛾 < 1/2. �

Теорема 4. Пусть функции 𝜙(𝑥), 𝜓(𝑥) и 𝑓(𝑥, 𝑡) удовлетворяют условиям
теоремы 2 или 3. Тогда для решения задачи 𝐴1 справедливы оценки

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖2𝐿2(0,1)
6 𝐾0

[︀
‖𝜙(𝑥)‖2𝐿2(0,1)

+ ‖𝜓(𝑥)‖2𝐿2(0,1)
+ ‖𝑓(𝑥, 𝑡)‖2𝐿2(Ω)

]︀
, (35)

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐶(Ω) 6

6 𝐾1

[︁⃦⃦
𝜙(2𝑛)(𝑥)

⃦⃦
𝐿2,𝑟(0,1)

+
⃦⃦
𝜓(2𝑛)(𝑥)

⃦⃦
𝐿2,𝑟(0,1)

+
⃦⃦⃦ 𝜕2𝑛

𝜕𝑥2𝑛
𝑓(𝑥, 𝑡)

⃦⃦⃦
𝐿2,𝑟(Ω)

]︁
, (36)

где

‖𝜙(𝑥)‖𝐿2,𝑟(0,1) =

[︂∫︁ 1

0
𝑥𝛼[𝜙(𝑥)]2𝑑𝑥

]︂1/2
,

‖𝑔(𝑥, 𝑡)‖𝐿2,𝑟(Ω) =

[︂∫︁ 𝑇

0

∫︁ 1

0
𝑥𝛼𝑔2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡

]︂1/2
;

𝑟(𝑥) = 𝑥𝛼; 𝐾0 и 𝐾1 — некоторые действительные положительные числа.

До к а з ат е л ь ств о. Учитывая ортонормальность системы {𝑣𝑘(𝑥)}∞𝑘=1
и неравенства (28), (33), из (23) получим
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‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖2𝐿2(0,1)
=

∞∑︁
𝑘=1

𝑢2𝑘(𝑡) 6 𝐾2

∞∑︁
𝑘=1

[︀
|𝜙𝑘|+ |𝜓𝑘|+ ‖𝑓𝑘(𝑡)‖𝐿2(0,𝑇 )

]︀2
6

6 3𝐾2

∞∑︁
𝑘=1

[︀
𝜙2
𝑘 + 𝜓2

𝑘 + ‖𝑓𝑘(𝑡)‖2𝐿2(0,𝑇 )

]︀
,

где 𝐾2 = const > 0.
Отсюда, учитывая неравенство Бесселя, получим

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖2𝐿2(0,1)
6 3𝐾2

(︂
‖𝜙(𝑥)‖2𝐿2(0,1)

+ ‖𝜓(𝑥)‖2𝐿2(0,1)
+

∞∑︁
𝑘=1

‖𝑓𝑘(𝑡)‖2𝐿2(0,𝑇 )

)︂
. (37)

Принимая во внимание представление 𝑓(𝑥, 𝑡) =
∞∑︀
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑡)𝑣𝑘(𝑥) и ортонор-

мированность системы функций {𝑣𝑘(𝑥)}∞𝑘=1, имеем

‖𝑓(𝑥, 𝑡)‖2𝐿2(Ω) =

(︂ ∞∑︁
𝑘=1

𝑓𝑘(𝑡)𝑣𝑘(𝑥),

∞∑︁
𝑛=1

𝑓𝑛(𝑡)𝑣𝑛(𝑥)

)︂
𝐿2(Ω)

=

=

∫︁ 𝑇

0

∞∑︁
𝑘=1

[𝑓𝑘(𝑡)]
2𝑑𝑡 =

∞∑︁
𝑛=1

‖𝑓𝑘(𝑡)‖2𝐿2(0,𝑇 ).

Если учесть это равенство, то неравенство (35) сразу следует из (37).
Из (23) на основании (28) и (33) при любых Ω имеем

|𝑢(𝑥, 𝑡)| =
⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑘=1

𝑣𝑘(𝑥)𝑢𝑘(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
6

∞∑︁
𝑘=1

|𝑣𝑘(𝑥)| |𝑢𝑘(𝑡)| 6

6
∞∑︁
𝑘=1

|𝑣𝑘(𝑥)|√
𝜆𝑘

(︀√︀
𝜆𝑘|𝜙𝑘|+𝐾3

√︀
𝜆𝑘|𝜓𝑘|+𝐾4

√︀
𝜆𝑘‖𝑓𝑘(𝑡)‖𝐿2(0,𝑇 )

)︀
,

где 𝐾3 и 𝐾4 — некоторые действительные положительные числа.
Отсюда, применяя неравенство Коши—Буняковского, получим

|𝑢(𝑥, 𝑡)| 6
(︂ ∞∑︁

𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜙
2
𝑘

)︂1/2

+𝐾3

(︂ ∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘𝜓
2
𝑘

)︂1/2

+

+𝐾4

(︂ ∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

∞∑︁
𝑘=1

𝜆𝑘‖𝑓𝑘(𝑡)‖2𝐿2(0,𝑇 )

)︂1/2

. (38)

Принимая во внимание утверждение лемм 2 и 3, из (38) находим

‖𝑢(𝑥, 𝑡)‖𝐶(Ω) = sup
Ω

|𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 𝐾5

(︂∫︁ 1

0
𝑥𝛼[𝜙(2𝑛)(𝑥)]2𝑑𝑥

)︂1/2

+

+𝐾3𝐾5

(︂∫︁ 1

0
𝑥𝛼[𝜓(2𝑛)(𝑥)]2𝑑𝑥

)︂1/2

+𝐾4𝐾5

(︂∫︁ 𝑇

0

∫︁ 1

0
𝑥𝛼

[︁ 𝜕2𝑛
𝜕𝑥2𝑛

𝑓(𝑥, 𝑡)
]︁2
𝑑𝑥𝑑𝑡

)︂1/2

,
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где

𝐾5 =

(︂
sup
[0,1]

∞∑︁
𝑘=1

𝑣2𝑘(𝑥)

𝜆𝑘

)︂1/2

.

Если учесть введенные обозначения, то из последнего сразу следует нера-
венство (36). Теорема 4 полностью доказана. �

Заключение. В данной работе рассмотрена начально-граничная задача
для дифференциального уравнения в частных производных высокого четного
порядка в прямоугольной области. Методом разделения переменных найде-
но решение задачи в виде ряда, который сходится абсолютно и равномерно
в замыкании области рассмотрения уравнения. Доказаны единственность ре-
шения задачи и непрерывная зависимость его от заданных функций.
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Abstract

A degenerate partial differential equation of high even order is considered
in the rectangle. For the considered equation, an initial-boundary problem
has been formulated and the uniqueness, existence, and stability of the so-
lution to this problem has been investigated. The uniqueness of the solution
to the problem has been proved by the method of integral identities. The
existence of a solution to the problem was investigated by methods of separa-
tion of variables. Here, we first studied the spectral problem for an ordinary
differential equation of high even order, which follows from the considered
problem in the separation of variables. The Green’s function of the spectral
problem was constructed. Using this, the spectral problem was equivalently
reduced to an integral Fredholm equation of the second kind with a sym-
metric kernel. Hence, on the basis of the theory of integral equations, it is
concluded that there are a countable number of eigenvalues and eigenfunc-
tions of the spectral problem. The conditions were found under which a given
function is expanded into a uniformly convergent Fourier series in terms of
eigenfunctions of the spectral problem. Using the properties of the Green’s
function and the eigenfunctions of the spectral problem, we proved a lemma
on the uniform convergence of some bilinear series. Lemmas on the order of
the Fourier coefficients of a given function were also proved. The solution to
the problem under study has been written as the sum of a Fourier series with
respect to the system of eigenfunctions of the spectral problem. The uniform
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convergence of this series and the series obtained from it by term-by-term
differentiation were proved using the lemmas listed above. At the end of the
article, two estimates are obtained for solution of the formulated problem,
one of which is in the space of square summable functions with weight, and
the other is in the space of continuous functions. These inequalities imply
the stability of the solution in the corresponding spaces.

Keywords: degenerate differential equation, initial-boundary problem, spec-
tral problem, existence, uniqueness and stability of a solution, method of
separation of variables.
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