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Аннотация
Рассмотрены стационарные задачи для прохождения (туннелирова-

ния) плоской электромагнитной волны через слой вещества с диэлектри-
ческими свойствами, а также и квантовой частицы через прямоугольный
потенциальный барьер. Показано, что сверхсветовых движений не воз-
никает, а время прохождения всегда больше времени при прохождении
структуры со скоростью света.
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Введение
Согласно СТО, скорость движения энергии всегда ограничена скоростью

света 𝑐. Хорошо известно, что перенос энергии плоской монохроматической
электромагнитной волной (ЭМВ) в вакууме E(𝑧, 𝑡) = x0𝐸𝑥 exp

(︀
𝑖𝜔(𝑡 − 𝑧/𝑐)

)︀
,

H = 𝜀0𝑐 z0×E(𝑧, 𝑡) идет со скоростью света 𝑣E = 𝑆𝑧/𝑊 = 𝑐, поскольку усред-
ненные за период плотность электромагнитной энергии 𝑊 и 𝑧-компонента
вектора Пойнтинга 𝑆𝑧 = Re(𝐸𝑥𝐻

*
𝑦 )/2 выражаются соответственно как 𝑊 =

= 𝜀0|𝐸𝑥|2/2 и 𝑆𝑧 = 𝜀0𝑐|𝐸𝑥|2/2. Интересно отметить, что для такой волны
в вакууме нет сдвига фаз между действительными полями Re(E) и Re(H), по-
этому это единственный случай, когда скорость переноса 𝑐 получается и для
мгновенных значений без усреднения. Любая обладающая массой матери-
альная частица имеет внутреннюю (собственную) энергию 𝑚𝑐2, поэтому дви-
жется всегда со скоростью 𝑣 < 𝑐. Если имеется поток частиц с постоянной
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плотностью, то эта скорость совпадает со скоростью переноса энергии ча-
стицами потока. Соответственно, прохождение частицей в потоке некоторой
области 𝑑 за «сверхсветовое время» 𝜏 < 𝑑/𝑐 означает сверхсветовой перенос
энергии и противоречит СТО. Однако имеется большое количество публи-
каций в солидных журналах, где приводится утверждение о сверхсветовом
туннелировании ЭМВ, а также и о сверхсветовом туннелировании частиц
(см., например, [1–36] и ссылки на литературу там), в том числе о мгновен-
ном туннелировании, и даже об отрицательном времени задержки (запаз-
дывания) [37–42]. Отрицательная задержка (т. е. опережение следствием его
причины) противоречит принципу причинности даже в предположении даль-
нодействия или бесконечной скорости распространения [43]. В подтвержде-
ние указанных утверждений приводятся эксперименты [20–23,30–36], поэто-
му теоретическое рассмотрение задач туннелирования весьма важно, как и
объяснение (интерпретация) указанных экспериментов. Любой эксперимент
всегда длится конечное время и связан с нестационарной постановкой, т. е. и
с нестационарной задачей. Строгое экспериментальное измерение стационар-
ной скорости 𝑐 = 𝑆𝑧/𝑊 невозможно, поскольку требует прерывания волны, а
это уже нестационарный случай. Прерывание волны образует цуги, или вол-
новые пакеты (ВП), и результат будет тем точнее, чем длиннее цуг. Поэтому
точное подтверждение факта 𝑣 6 𝑐 в монохроматической волне возможно
только теоретически, благо для ЭМВ есть строгий и точный инструмент —
уравнения Максвелла. Рассмотрение нестационарного квантового туннели-
рование как частиц с массой, так и фотонов усложняется тем, что имеет
место нелокальность волновой функции и ВП [27]. Вопросы нестационарного
туннелирования требуют отдельного рассмотрения и не исследуются в дан-
ной работе. Целью работы является определение скорости переноса энергии
монохроматической ЭМВ через слой вещества и получение для нее условия
𝑣E 6 𝑐.

В работе в строгой постановке на основе уравнений Максвелла с учетом
материальной дисперсии рассмотрена и решена простая задача о дифракции
падающей из вакуума плоской монохроматической ЭМВ на однородном слое
вещества в области 0 6 𝑧 6 𝑑 с заданной диэлектрической проницаемостью
(ДП) 𝜀(𝜔), на основе чего получена скорость переноса энергии такой волной
через слой, которая меньше скорости света. Этот результат получен и для
туннелирования через слой холодной столкновительной плазмы. При поста-
новке задачи анизотропными, бианизотропными и магнитными свойствами
слоя мы пренебрегаем, пространственную дисперсию не рассматриваем.

Постановка и решение задачи
При падении из вакуума ЭМВ с координатной зависимостью exp(−𝑖𝑘𝑥𝑥−

− 𝑖𝑘0𝑧𝑧) под углом 𝜃 = arctan(𝑘𝑥/𝑘0𝑧) на слой имеют место соотношения
𝑘0𝑧 =

√︀
𝑘20 − 𝑘2𝑥, 𝐸0𝑧 = |𝐸| sin(𝜃), 𝐸𝑥 = ±|𝐸| cos(𝜃), где |𝐸| =

√︁
𝐸2

𝑥 + 𝐸2
𝑦 — ам-

плитуда ЭМВ. Знак «минус» соответствует отраженной волне. В слое вели-
чина 𝑘𝑧 =

√︀
𝑘20𝜀− 𝑘2𝑥 может быть комплексной, поэтому для прошедшей вол-

ны 𝜃′ = arctan(𝑘𝑥/𝑘𝑧), 𝐸𝑥/𝐸𝑧 = 𝑘𝑧/𝑘𝑥, |𝐸| = |𝐸𝑥|
√︀

1 + |𝑘𝑧|2/𝑘2𝑥. Вводим, как
обычно, нормированные волновые сопротивления 𝜌𝑒0 = 𝑘0𝑧/𝑘0, 𝜌𝑒 = 𝑘𝑧/(𝑘0𝜀)
для E-мод, и 𝜌ℎ0 = 𝑘0/𝑘0𝑧, 𝜌ℎ = 𝑘0/𝑘𝑧 для H-мод соответственно в вакууме
и в пластине. Первый случай соответствует 𝑝-поляризации 𝜌𝑒 = 𝐸𝑥/(𝑍0𝐻𝑦),
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а второй — 𝑠-поляризации 𝜌ℎ = −𝐸𝑦/(𝑍0𝐻𝑥). Здесь 𝑍0 =
√︀
𝜇0/𝜀0 = 1/(𝜀0𝑐).

Далее будем использовать нормировку 𝜌 = 𝜌/𝜌0. При нормальном па-
дении 𝑘𝑥 = 0, 𝜌𝑒 = 𝜌ℎ и 𝜌(𝑒,ℎ) = 𝜌(𝑒,ℎ). При падении из вакуума всегда
𝑘𝑥 6 𝑘0 = 𝜔/𝑐.

Для задач туннелирования ЭМВ при нарушенном полном внутреннем от-
ражении [28,29] интересен случай падении волны из диэлектрика на вакуум-
ный зазор. Тогда 𝑘0 6 𝑘𝑥 6 𝑘0𝜀, величина 𝑘𝑧 =

√︀
𝑘20𝜀− 𝑘2𝑥 — действительная,

а 𝑘0𝑧 =
√︀
𝑘20 − 𝑘2𝑥 = −𝑖

√︀
𝑘2𝑥 − 𝑘20 — мнимая. Решение стационарной (моно-

хроматической) задачи для однородного слоя весьма простое — коэффициент
прохождения дается формулой

𝑇 (𝜔) = |𝑇 | exp(𝑗𝜑) =
[︀
cos(𝑘𝑑) + 𝑖 sin(𝑘𝑑)(𝜌+ 𝜌−1)/2

]︀−1
,

а коэффициент отражения имеет вид

𝑅(𝜔) = (𝑍 − 1)/(𝑍 + 1), 𝑍 = 𝜌𝛼+/𝛼−, 𝛼± = (1 + 𝜌)± exp(−2𝑖𝑘𝑑)(1− 𝜌).

При этом внутри слоя 𝐸(𝑧) = 𝐴+ exp(−𝑖𝑘𝑧) + 𝐴− exp(𝑖𝑘𝑧), где амплитуды
имеют вид 𝐴± = |𝑇 |(1± 𝜌) exp(±𝑖𝑘𝑑)/2.

Мы рассмотрим простой закон дисперсии Лоренца для однородного слоя

𝜀(𝜔) = 1 +
𝜔2
𝑝

𝜔2
0 − 𝜔2 + 𝑖𝜔𝜔𝑐

.

Для него обратное преобразование Фурье определяет ядро 𝜀(𝑡) интеграль-
ного оператора, связывающего электрическое поле и индукцию во време-
ни [44]:

𝜀(𝑡) = 𝛿(𝑡) + 𝜒(𝑡)
𝜔2
𝑝 exp(−𝜔𝑐𝑡/2)√︀
𝜔2
0 − 𝜔2

𝑐/4
sin
(︁
𝑡
√︁
𝜔2
0 − 𝜔2

𝑐/4
)︁
. (1)

Для реальных сред дисперсия ДП содержит несколько таких членов с уче-
том локального поля и нескольких частот 𝜔0, 𝜔𝑝, 𝜔𝑐. Величины 𝜔2

𝑝 опре-
деляются через силы осцилляторов соответствующих квантовых переходов
с частотами 𝜔0, а величины 𝜔𝑐 и 𝜏𝑐 = 1/𝜔𝑐 соответствуют ширинам соот-
ветствующих спектральных линий и временам жизни возбужденных состо-
яний. Полагая 𝜔𝑝 = 0 (несвязанные заряды диполя), получаем 𝜀(𝑡) = 𝛿(𝑡) +
+ 𝜔2

𝑝𝜔
−1
𝑐

[︀
1 − exp(−𝜔𝑐𝑡)

]︀
, что совпадает с обратным преобразованием Фурье

от дисперсии ДП 𝜀(𝜔) = 𝜀𝐿−𝜔2
𝑝/(𝜔

2− 𝑗𝜔𝜔𝑐) Друде для плазмы. Для газовой
плазмы 𝜀𝐿 = 1. Для плазмы в металле вклад в 𝜀𝐿 ∼ 10 дают другие члены
дисперсии Лоренца, взятые на низких частотах. В общем случае терм 𝜀𝐿 опре-
деляет вклад переходов уровней в валентной зоне и межзонных переходов.
При 𝜔 < 𝜔𝑝/

√
𝜀𝐿 и малой частоте столкновений 𝜔𝑐 ≪ 𝜔 ДП плазмы стано-

вится почти отрицательной, и возможно стационарное туннелирование ЭМВ.
Для дисперсии Лоренца условие 𝜀′(𝜔) = Re

(︀
𝜀(𝜔)

)︀
< 0, при котором в со-

ответствующем диапазоне имеет место стационарное туннелирование, так-
же возможно. Нормируя все частоты на плазменную частоту и обозначая их
большой буквой омега, видим, что оно при предельно малой частоте столкно-
вений выполнено, если Ω0 < Ω <

√︀
1 + Ω2

0, а при конечном времени жизни это
область нормированных частот |Ω2−Ω2

0− (1−Ω2
𝑐)/2| 6

√︀
(1− Ω2

𝑐)
2/4− Ω2

0Ω
2
𝑐 .
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В случае большой диссипации Ω𝑐 > |1−Ω2
𝑐 |/(2Ω0) (малой силы осциллятора)

область отрицательных значений ДП для дисперсии Лоренца отсутствует.
Рассматриваем туннелирование для слоя из газовой плазмы или плазмы

металлов и полупроводников. Для последних в определении плазменной ча-
стоты следует использовать эффективные массы электронов и дырок. Тун-
нелированию соответствует условие 𝜀′(𝜔) < 0 в ДП 𝜀(𝜔) = 𝜀′(𝜔) − 𝑖𝜀′′(𝜔),
𝜀′′(𝜔) > 0, при этом в простейшем случае нормального падения 𝜌 = 1/

√
𝜀,

𝑘𝑧 = 𝑘0
√︀
𝜀(𝜔) = 𝑘′𝑧 − 𝑖𝑘′′𝑧 , где

𝑘′𝑧 =

√
2

𝑘0

√︁√︀
𝜀′2 + 𝜀′′2 + 𝜀′, 𝑘′′𝑧 =

√
2

𝑘0

√︁√︀
𝜀′2 + 𝜀′′2 − 𝜀′. (2)

При туннелировании всегда 𝑘′′𝑧 > 𝑘′𝑧, а в приближении отсутствия диссипа-
ции 𝑘′𝑧 = 0, т. е. прямая волна экспоненциально затухающая (эванесцентная),
а обратная — экспоненциально нарастающая (антиэванесцентная). Ее ампли-
туда с ростом толщины 𝑑 экспоненциально падает, но наличие этой волны и ее
интерференция с прямой и приводят к туннелированию, т. е. к просачиванию
энергии через слой.

Для случая падения под углом 𝑘𝑧 = 𝑘0
√︀
𝜀− (𝑘𝑥/𝑘0)2 формулы (2) следу-

ет модифицировать путем замены 𝜀′ → 𝜀′ − (𝑘𝑥/𝑘0)
2. При туннелировании

удобно сделать замену 𝑘𝑧 = −𝑖𝑘0
√︀
(𝑘𝑥/𝑘0)2 − 𝜀. Тогда при условии 𝜀′ < 0 и

при пренебрежении диссипацией имеем 𝜌 = 𝑖/
√︀
|𝜀|, 𝑘𝑧 = −𝑖𝑘0

√︀
(𝑘𝑥/𝑘0)2 + |𝜀|.

В общем случае 𝑘𝑧 = 𝑘′𝑧 − 𝑖𝑘′′𝑧 , 𝜌 = 𝜌′ + 𝑖𝜌′′, 𝑘′′𝑧 > 0, 𝜌′ > 0, а амплитуды волн
обоих направлений в пластине выражаются в виде 𝐴± = exp(±𝑖𝑘𝑑)𝑇 (1∓𝜌)/2.

Для плоской волны в среде также вводим скорость движения энергии
по формуле 𝑣E = 𝑆𝑧/𝑊 . Здесь также 𝑆𝑧 = Re(𝐸𝑥𝐻

*
𝑦 )/2, если энергия пере-

носится вдоль оси 𝑧 и выбрана поляризация E = x0𝐸𝑥. Заметим, что при
движении под углом 𝑣E𝑧 = 𝑣E cos(𝜃). Если в диссипативной среде нет на-
копленной кинетической энергии колебаний (например, в дистиллированной
воде, описываемой формулой Дебая), то 𝑊 = 𝜀0

(︀
𝜀′ +

√
𝜀′2 + 𝜀′′2

)︀
|𝐸𝑥|2/4 [45],

поэтому 𝑣E = 𝑐
⧸︁√︁

(
√
𝜀′2 + 𝜀′′2 + 𝜀′)/2 < 𝑐. Без диссипации 𝑣E = 𝑐/

√
𝜀′. Дисси-

пация уменьшает |𝑇 | и увеличивает замедление. Для столкновительной плаз-
мы имеем [45–47]

𝑊 =
1

4
𝜀0|𝐸𝑥|2

[︁
2− 𝜀′ +

√︀
𝜀′2 + 𝜀′′2

]︁
, (3)

𝑆𝑧 =
1√
8
𝑐𝜀0|𝐸𝑥|2

√︁√︀
𝜀′2 + 𝜀′′2 + 𝜀′, (4)

𝑣E =
𝑐
[︀
(
√
𝜀′2 + 𝜀′′2 + 𝜀′)/2

]︀1/2
1 + (

√
𝜀′2 + 𝜀′′2 − 𝜀′)/2

. (5)

Для нее 𝜀′ = 1 − 𝜔2
𝑝/(𝜔

2 + 𝜔2
𝑐 ), 𝜀′′ = 𝜔2

𝑝𝜔𝑐/(𝜔
3 + 𝜔𝜔2

𝑐 ). Поэтому для плазмы
без диссипации 𝑊 = 𝜀0|𝐸𝑥|2(1 + 𝜔2

𝑝/𝜔
2)/2. В (3), (4) следует иметь в ви-

ду, что из-за диссипации амплитуда зависит от координаты как |𝐸𝑥(𝑧)| =
= |𝐸𝑥(0)| exp(−𝑘′′𝑧). Увеличение электрической энергии такой плазмы по
сравнению с энергией в вакууме связано с кинетической энергией колеба-
ний ее частиц с частотой 𝜔 [46]. На плазменной частоте электрическая часть
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энергии в два раза больше, чем в вакууме, а магнитная часть равна нулю.
При пренебрежении диссипацией ниже плазменной частоты 𝑣E = 0, а вы-
ше нее 𝑣E = 𝑐

√︁
1− 𝜔2

𝑝/𝜔
2, что совпадает с групповой скоростью (ГС). Ниже

плазменной частоты ГС мнимая, а 𝑣E = 0, т. е. распространение невозможно.
При малой диссипации разлагаем (3) и (4) по малому параметру 𝜀′′2, считая
|𝜀′| > 1. Тогда получаем

𝑆𝑧 = 𝑐𝜀0|𝐸𝑥|2𝜀′′/(4|𝜀′|), 𝑊 = 𝜀0|𝐸𝑥|2[1 + |𝜀′|+ 𝜀′′2/(4|𝜀′|)]/2,

и в такой слабодиссипативной плазме 𝑣E = 𝑐𝜀′′/(2|𝜀′|+2|𝜀′|2+𝜀′′2/2). Заметим,
что слабая диссипация возможна только в области 𝜔 ≫ 𝜔𝑐. Вблизи плазмен-
ной частоты 𝜀′ ≈ 0, применять разложение нельзя, и непосредственно из (3)
и (4) имеем 𝑣𝐸 = 𝑐

√︀
𝜀′′/2/(1 + 𝜀′′/2) ≪ 𝑐. Средой без накопления энергии

колебаний можно считать и плазму на низких частотах 𝜔 ≪ 𝜔𝑐 [48]. Тогда
𝜀(𝜔) = −𝑖𝜔2

𝑝/(𝜔𝜔𝑐) = −𝑖𝜎𝜀0/𝜔, и из (5) следует 𝑣E ≈ 2𝑐
√
𝜔𝜔𝑐/𝜔𝑝 ≪ 𝑐. Диспер-

сия в такой среде обусловлена проводимостью 𝜎. Можно получить аналогич-
ное (5) выражение для 𝑣E в случае дисперсии Лоренца, для которой также
всегда 𝑣E < 𝑐. Соответствующее громоздкое выражение мы не приводим.

В области аномальной отрицательной дисперсии при малой диссипации
для такой среды также возможен случай 𝜀′ < 0 и туннелирование. Отметим,
что из дисперсии Лоренца при равной нулю резонансной частоте 𝜔0 = 0
(свободные осцилляторы) следует дисперсия плазмы, а предельный пере-
ход 𝜔0 → ∞, 𝜔𝑐 → ∞, 𝜔𝑝 → ∞ (бесконечно жесткие диполи) при усло-
вии 𝜔2

𝑝/𝜔
2
0 = 𝜅, 𝜔2

𝑐/𝜔
4
0 = 𝜏2 дает формулу Дебая 𝜀′ = 1 + 𝜅/(1 + 𝜔2𝜏2),

𝜀′′ = (𝜀′−1)𝜔𝜏 [45]. Отметим также, что при движении под углом скорость пе-
реноса энергии вдоль 𝑧 всегда меньше, чем в направлении движения. Приме-
ром служат волны в волноводах, которые состоят из двигающихся под углом
и отражающихся от стенок плоских волн.

Покажем, что туннелирование сквозь слой бесстолкновительной плазмы
идет со скоростью меньше скорости света как ниже плазменной частоты,
так и выше нее, при этом плотность потока мощности пропорциональна |𝑇 |2
и непрерывна. При диссипации эта скорость уменьшается и более существен-
но зависит от координаты. ГС соответствует скорости распространения энер-
гии только в монохроматической волне и только в абсолютно недиссипатив-
ных (консервативных или гамильтоновых) однородных системах и средах [5].
Только в этих случаях ГС есть величина действительная и преобразующая-
ся как полярный вектор, т. е. как скорость материальной точки. В полосах
непрозрачности, в том числе и внутри барьеров, ГС есть величина кинемати-
ческая, определяющая скорость движения биений двух бесконечно близких
по частоте волн и может быть любой — превышающей 𝑐, бесконечной и даже
отрицательной (направленной против движения энергии) [50]. Это же отно-
сится и к групповому времени запаздывания, которое может стать нулевым
и отрицательным [43]. Движение же ВП и скорость переноса пакетом энер-
гии, особенно при достаточно широком спектре, не следует отождествлять
с ГС. Очевидно, энергетическая скорость 𝑣E(𝑧) = 𝑆𝑧(𝑧)/𝑊 (𝑧) в неоднород-
ной среде и при наличии границ раздела не является постоянной величиной.
Наиболее простой вид она имеет для прозрачного диэлектрического слоя без
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дисперсии с ДП 𝜀 = const > 1:

𝑣E(𝑧) = 2𝑐/[𝜀+ 1 + (𝜀− 1) cos(2𝑘0
√
𝜀(𝑧 − 𝑑))] 6 𝑐.

На границах слоя имеем

𝑣E(𝑑) = 𝑐/𝜀 < 𝑐/
√
𝜀, 𝑣E(0) = 2𝑐/[𝜀+ 1 + (𝜀− 1) cos(2𝑘0

√
𝜀𝑑)].

При длине 𝑑 = 𝑚𝜆/(2
√
𝜀), т. е. кратной целому числу полуволн в сре-

де, получаем 𝑣E(0) = 𝑐/𝜀. В этом случае при 𝑚 = 1 имеем так называемую
полуволновую «банку», известную из электроники СВЧ как полностью про-
зрачное устройство — для нее 𝑇 = 1.

При длине 𝑑 = (2𝑚− 1)𝜆/(4
√
𝜀), т. е. кратной нечетному числу четверть-

волновых длин в среде, имеем 𝑣E(0) = 𝑐. В точках, где косинус равен единице,
имеем 𝑣E(𝑧) = 𝑐/𝜀, в точках, где он равен минус единице, будет 𝑣E(𝑧) = 𝑐,
а в точках, где он равен нулю, получаем 𝑣E(𝑧) = 2𝑐/(𝜀+1) < 𝑐/

√
𝜀. При 𝜀 = 1

везде 𝑣E(𝑧) = 𝑐.
В среде энергию переносят квазифотоны или поляритоны. Найдем усред-

ненную скорость квазифотона через слой:

𝑣E = 𝑑−1

∫︁ 𝑑

0
𝑣E(𝑧)𝑑𝑧 =

𝑐

𝑘0
√
𝜀𝑑

∫︁ 2𝑘0𝑑
√
𝜀

0

𝑑𝑥

𝜀+ 1 + (𝜀− 1) cos(𝑥)
. (6)

При оптической толщине слоя 𝜃 = 𝑘0𝑑
√
𝜀 6 𝜋/2 интеграл (6) вычисляется

(см. [51], формула 1.5.9.15) и имеет вид 𝑣E = 𝑐(𝑘0𝑑𝜀)
−1 arctan(𝜀−1/2 tan(𝑘0𝑑

√
𝜀)).

При малой оптической толщине 𝜃 ≪ 1 получаем 𝑣E = 𝑐/𝜀, а при большой оп-
тической толщине пишем 𝜃 = 𝑚𝜋/2+Δ𝜃, 𝑑 = (𝑚𝜋/2+Δ𝜃)/(𝑘0

√
𝜀), интеграл

(6) разбиваем на 𝑚 участков длины 2𝜃 плюс интеграл по 2Δ𝜃, и в пределе
𝑚→ ∞ получаем для толстого слоя также 𝑣E = 𝑐/𝜀. Если рассмотреть «моно-
хроматическую» волну 𝐸(𝑧, 𝑡) = 𝜃(𝜔(𝑡 − 𝑧/𝑐)) sin(𝜔(𝑡 − 𝑧/𝑐)) с резким фрон-
том (𝜃— функция Хэвисайда), то скорость прохождения ее фронта в слое
𝑣 = 𝑐/

√
𝜀. Бесконечно тонкая граница раздела не вносит задержку. Время

прохождения фронта 𝜏 = 𝑑/𝑣 = 𝑑
√
𝜀/𝑐 и следует отождествлять с искомым

временем. Реальная волна содержит высокие частоты, а в реальной среде
есть дисперсия. Поэтому высокочастотные фотоны предвестника проходят
слой за время 𝜏𝑐 = 𝑑/𝑐. Отражение от второй границы снижает среднюю ско-
рость. Многократные отражения приводят к полученному результату. Время
туннелирования для него определим как

𝜏E =

∫︁ 𝑑

0

𝑑𝑧

𝑣E(𝑧)
=
𝑑

𝑐

1 + 𝜀+ (𝜀− 1)sinc(2𝑘0𝑑
√
𝜀)

2
. (7)

При предельно малой оптической толщине 𝜏E = 𝜀𝑑/𝑐. При малой опти-
ческой толщине с учетом двух членов разложения в синусе 𝜏E = (𝑑/𝑐) ×
× [𝜀− (𝑘0𝑑)

2𝜀/3]. При большой оптической толщине 𝜏E = (𝑑/𝑐)(𝜀 + 1)/2 >
> 𝑑/(𝑐/

√
𝜀), т. е. прохождение через слой занимает больше времени, чем

движение волны на эквивалентном участке в вакууме. Отметим, что в по-
лученные соотношения нельзя подставлять отрицательные ДП и получать
комплексные времена.
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В случае туннелирования через недиссипативный слой с отрицательной
ДП пишем

𝐸𝑥=𝐴
+ exp(−𝑘′′𝑧)+𝐴− exp(𝑘′′𝑧), 𝐻𝑦=−𝑖𝑐𝜀0

√︀
|𝜀|(𝐴+ exp(−𝑘′′𝑧)−𝐴− exp(𝑘′′𝑧)),

𝑘′′ = 𝑘0
√︀
|𝜀|, 𝐴± = exp(±𝑘′′𝑑)𝑇 (1± 𝑖/

√︀
|𝜀|)/2,

поэтому
𝑆𝑧(𝑧) = 𝑐𝜀0|𝑇 |2/2, 𝑊 = 𝜀0|𝐸|2(1 + |𝜀|)/2,

|𝐸|2 = [(|𝜀|+ 1) cosh(2𝑘′′(𝑧 − 𝑑)) + |𝜀| − 1]|𝑇 |2/(2/|𝜀|)

и для скорости энергии на частоте ниже плазменной

𝑣E(𝜔) = 𝑐
(𝜔2

𝑝/𝜔
2 − 1)

(𝜔2
𝑝/𝜔

2)[𝜔2
𝑝/𝜔

2 cosh2(𝑘′′(𝑧 − 𝑑))− 1]
.

При 𝑧 = 𝑑 имеем 𝑣E(𝜔) = 𝑐𝜔2/𝜔2
𝑝 < 𝑐. Имеем также 𝑣E(𝜔𝑝) = 0, а при

𝜔 ≪ 𝜔𝑝 получаем 𝑣E(𝜔)/𝑐 ≈ 𝜔2/[𝜔2
𝑝 cosh

2(𝑘′′(𝑧− 𝑑))− 𝜔2]. Эта скорость очень
мала, особенно в начале широкого барьера, где она мала экспоненциально.

Рассмотрим время туннелирования

𝜏E =

∫︁ 𝑑

0

𝑑𝑧

𝑣E(𝜔)
=

(𝜔2
𝑝/𝜔

2)

𝜔(𝜔2
𝑝/𝜔

2 − 1)2
[𝜔2

𝑝/𝜔
2 sinh(2𝑘′′𝑑)/4− 𝑘′′𝑑/2]. (8)

Для широких барьеров 𝜏E = (𝜔4
𝑝/𝜔

5) exp(2𝑘0𝑑(𝜔
2
𝑝/𝜔

2 − 1))/[2(𝜔2
𝑝/𝜔

2 − 1)2],
т. е. это время экспоненциально большое. Для узкого барьерного слоя 𝜏E =

= (𝑑/𝑐)(𝜔2
𝑝/𝜔

2)
⧸︀√︁

4(𝜔2
𝑝/𝜔

2 − 1). На плазменной частоте оно бесконечное.

Для широких барьеров коэффициент |𝑇 |2 экспоненциально мал, поэтому
|𝑅|2 = 1 − |𝑇 |2 ≈ 1. Это означает наличие в вакууме перед барьером двух
приблизительно равных и противоположных потоков. Поскольку перед ба-
рьером 𝐸 = exp(−𝑗𝑘0𝑧) +𝑅 exp(𝑗𝑘0𝑧), то |𝐸|2 = 1 + |𝑅|2 + 2|𝑅| cos(2𝑘0𝑧 + 𝜙),
𝑆𝑧 = 𝑐𝜀0|𝑇 |2/2, и 𝑣E(𝜔)/𝑐 изменяется от (1−|𝑅|)/(1+|𝑅|) до (1+|𝑅|)/(1−|𝑅|).
Здесь 𝑅 = |𝑅| exp(𝑗𝜙). Очевидно, сверхсветовые значения здесь связаны с от-
ражением от барьера и интерференцией. При отдельном рассмотрении пото-
ков их скорость равна 𝑐. Усредним эту скорость по области между двумя
ближайшими точками −𝑧1 и −𝑧2, для которых 𝑙 = 𝑧1 − 𝑧2 = 𝜋/𝑘0. Выбе-
рем точку −𝑧1 так, что в ней косинус обращается в единицу. Тогда (см. [52],
формула 3.792.1)

𝜋𝑣E(𝜔)

𝑐𝑘0
=

∫︁ −𝑧1+𝜋/𝑘0

−𝑧1

(1− |𝑅|2)𝑑𝑧
1 + |𝑅|2 + 2|𝑅| cos(2𝑘0(𝑧 + 𝑧1) + 𝜋)

=

=

∫︁ 𝜋

−𝜋

(2𝑘0)
−1(1− |𝑅|2)𝑑𝑥

1 + |𝑅|2 + 2|𝑅| cos(𝑥)
=

𝜋

𝑘0
,

или 𝑣E(𝜔) = 𝑐. В случае диссипативной пластины соотношения усложняются,
и мы их не приводим. Но и в этом случае нет сверхсветовых скоростей. Слабая
диссипация уменьшает скорость в высокопрозрачном слое.
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Рассмотрим туннелирование через вакуумный зазор при условии НПВО.
В этом случае для 𝑝-поляризации внутри зазора

𝑊 = 𝜀0|𝐸𝑥|2(1 + 𝑘2𝑥/|𝑘0𝑧|2)/4 + 𝜇0|𝐻𝑦|2/4, |𝐻𝑦|2 = (𝜀0/𝜇0)|𝐸𝑥|2/|𝜌0|2,

𝜌0 = 𝑘0𝑧/𝑘0, 𝑘0𝑧 =
√︁
𝑘20 − 𝑘2𝑥 = −𝑖

√︁
𝑘2𝑥 − 𝑘20.

Очевидно,

|𝐸𝑥|2 =
|𝑇 |2

4
|(1− 𝑖|𝜌0|) exp(−|𝑘0𝑧|(𝑧 − 𝑑)) + (1 + 𝑖|𝜌0|) exp(|𝑘0𝑧|(𝑧 − 𝑑))|2 =

=
|𝑇 |2

2
((1 + |𝜌0|2) cosh(2|𝑘0𝑧|(𝑧 − 𝑑)) + 1− |𝜌0|2).

Вычисляем компоненту вектора Пойнтинга:

𝐸𝑥𝐻
*
𝑦 =

𝑐𝜀0|𝑇 |2

4𝑖|𝜌0|
[(1− 𝑖|𝜌0|) exp(−|𝑘0𝑧|(𝑧 − 𝑑)) + (1 + 𝑖|𝜌0|) exp(|𝑘0𝑧|(𝑧 − 𝑑))]×

× [(1 + 𝑖|𝜌0|) exp(−|𝑘0𝑧|(𝑧 − 𝑑))− (1− 𝑖|𝜌0|) exp(|𝑘0𝑧|(𝑧 − 𝑑))],

имеем 𝑆𝑧 = |𝑇 |2/2. Отсюда получаем

𝑣E(𝑧) =
2𝑐

((1 + |𝜌0|2) cosh(2|𝑘0𝑧|(𝑧 − 𝑑)) + 1− |𝜌0|2)(1 + 𝑘2𝑥/(2|𝑘0𝑧|2))
.

При бесконечно малом зазоре заменяем косинус гиперболический единицей и
получаем 𝑣E(𝑧) = 𝑐/(1+𝑘2𝑥/(2|𝑘0𝑧|2)) < 𝑐 или 𝑣E(𝑧) = 𝑐(2𝑘2𝑥−2𝑘20)/(3𝑘

2
𝑥−2𝑘20).

Эта же скорость соответствует концу слоя 𝑣E(𝑑). При широком зазоре вда-
ли от конца слоя скорость становится экспоненциально малой, а время тун-
нелирования — экспоненциально большим. Не представляет труда получить
аналогичные результаты для 𝑠-поляризованного туннелирования.

В ряде работ, например [53–56], получены решения для неоднородного
слоя с ДП 𝜀(𝑧). Такой слой можно представить как совокупность однородных
слоев, определить скорость энергии в каждом слое и время по формулам типа
(7), (8). Для плазмы следует предположить, что плазменная частота зависит
от координаты. Поскольку для каждого из слоев скорость «досветовая», то
и для всей структуры 𝑣E 6 𝑐. Это, например, имеет место и для запрещен-
ной зоны фотонного кристалла (ФК) с двумя прозрачными слоями в периоде
и несколькими десятками периодов. Для такого ФК можно произвести гомо-
генизацию, и тогда в его запрещенной зоне эффективная ДП 𝜀eff < 0, поэтому
задачу приближенно можно свести к задаче для одного слоя. Заметим, что
отражения от границ раздела только замедляют передачу энергии. Для ре-
шения удобен метод матриц передачи [53]. Указанную задачу можно также
решить и методом интегрального уравнения (ИУ) вида

𝐸𝑥(𝑧) = 𝐸0 exp(−𝑖𝑘0𝑧) +
∫︁ 𝑑

0
𝐺𝜔(𝑧 − 𝑧′)(𝜀(𝑧′)− 1)𝐸𝑥(𝑧

′)𝑑𝑧′. (9)

В нем обозначено ядро 𝐺𝜔(𝑧) = −𝑖𝑘0 exp(−𝑖𝑘0|𝑧|)/2, удовлетворяющее
уравнению (𝜕2𝑧 + 𝑘20)𝐺𝜔(𝑧) = −𝑘20𝛿(𝑧), т. е. пропорциональное ФГ уравнения
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Гельмгольца. Очевидно, решение ИУ (9) удовлетворяет уравнению Гельм-
гольца (𝜕2𝑧 + 𝑘20)𝐸𝑥(𝑧) = −𝑘20(𝜀(𝑧) − 1)𝐸𝑥(𝑧) или (𝜕2𝑧 + 𝑘20𝜀(𝑧))𝐸𝑥(𝑧) = 0 как
вне, так и внутри пластины. ИУ (9) можно решать методом последовательных
приближений, но его хорошая сходимость гарантирована только при близких
к единице ДП. Удобно искать решение (9) в виде

𝐸𝑥(𝑧) = 𝐸+(𝑧) exp(−𝑖𝑘0
√︀
𝜀(𝑧)𝑧) + 𝐸−(𝑧) exp(𝑖𝑘0

√︀
𝜀(𝑧)𝑧),

что сразу позволяет определить 𝑣E(𝑧), но требует численного вычисления
амплитуд 𝐸±(𝑧). Можно использовать и ВКБ приближение. Для нестацио-
нарного туннелирования также можно использовать ИУ, основанные на ФГ.
Нестационарная одномерная функция Грина дается обратным Фурье-обра-
щением функции 𝑘−2

0 𝐺𝜔(𝑧) и пропорциональна функции Хэвисайда 𝜒(𝑡−|𝑧|/𝑐).
Эта функция и определяет причинность: возникновение сигнала в точке 𝑧′
в момент 𝑡′ не может появится в точке 𝑧 раньше времени 𝑡 = 𝑡′ + |𝑧 − 𝑧′|/𝑐.
Поляризацию в ИУ следует определять с учетом (1). Однако созданные ло-
кализованными источниками поля частот заменяют ВП. Если пакет имеет
резкий фронт, проблем с определением времени его прохода какой-либо об-
ласти не возникает: оно всегда не менее, чем 𝑑/𝑐 [56]. Но пакет может иметь
нерезкий и даже бесконечный передний фронт [27], и тогда возникает про-
блема введения скорости и времени прохождения им заданной области [57],
что является темой отдельного рассмотрения.

Одномерное стационарное уравнение Шредингера можно записать в ви-
де (𝜕2𝑧 + 2𝑚E(1 − 𝑉/E)/~2)𝜓(𝑧) = 0. Обозначая 2𝑚𝐸/~2 = 𝑘2, 1 − 𝑉/E = 𝜀,
видим, что туннелирование ЭМВ при 𝜀 < 0 эквивалентно туннелированию
частиц при E < 𝑉 , а потенциальной яме 𝑉 < 0 соответствует пластина ди-
электрика с 𝜀 > 0. Такая пластина, как известно, при достаточной толщине
представляет собой открытый диэлектрический резонатор, имеющий ком-
плексные частоты. Для матрицы рассеяния возникают полюса в комплексной
области частот [58]. Зная 𝑇 (𝜔) и спектр падающего ВП Φ(𝜔), можно вы-
числить прошедшее поле, взяв обратное преобразование Фурье от 𝑇 (𝜔)Φ(𝜔).
В силу расположения полюсов у 𝑇 (𝜔) сверхсветовых откликов не возника-
ет [56]. Для квантовой частицы полюса соответствуют квазистационарным
уровням энергии с конечным временем жизни. При рассеянии падающий по-
ток частиц имеет вид 𝜓+(𝑧) = 𝐴 exp(𝑖𝑘𝑧). Величина |𝜓+(𝑧)|2 = |𝐴|2 дает
плотность частиц в потоке. Ищем величины 𝜓−(𝑧) = 𝐴𝑅 exp(−𝑖𝑘𝑧) слева и
справа 𝜓+(𝑧) = 𝐴𝑇 exp(−𝑖𝑘(𝑧−𝑑)), а также решение 𝜓(𝑧) = 𝐴+ exp(𝑖𝑘

√
𝜀𝑧)+

+𝐴− exp(−𝑖𝑘
√
𝜀𝑧). Очевидно, |𝜓(𝑧)|2 дает плотность частиц внутри области.

Она определяет плотность энергии. Величина 𝑗 = (~/𝑚)Im(𝜓*𝜕𝑧𝜓) определя-
ет поток плотности вероятности, поэтому 𝑣𝐸 = 𝑗/|𝜓|2. Действительно, в па-
дающем потоке 𝑗+ = 𝑘~(2𝑚)−1|𝐴|2 и величина 𝑣E =

√︀
E/(2𝑚) определяет

скорость частиц потока. Отметим, что в многоскоростных потоках происхо-
дит интерференция волн, поэтому энергетическая скорость изменяется. Мно-
госкоростной поток характерен для ВП. Он также возникает при наличии
обратного односкоростного потока, например, для волновой функции перед
барьером 𝜓(𝑧) = 𝐴[exp(𝑖𝑘𝑧) + 𝑅 exp(−𝑖𝑘𝑧)]. Представим коэффициент отра-
жения в показательной форме 𝑅 = |𝑅| exp(𝑖𝜙). Для туннелирования обычно
|𝑅| ≈ 1, поэтому |𝜓(𝑧)|2 имеет минимумы и максимумы, тогда как поток по-
стоянен — 𝑗(𝑧) = 𝑣E|𝐴𝑇 |2. В точках минимума отношение 𝑗(𝑧)/|𝜓(𝑧)|2 может
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стать сверхсветовым, а в точках максимума оно меньше 𝑣E. Нетрудно, одна-
ко, проверить, что усреднение на длине де-Бройля приведет к постоянному
значению скорости 𝑣E. Это же справедливо и для монохроматической ЭМВ,
которая движется в вакууме. Таким образом, при наличии прямого и отра-
женного потоков необходимо провести усреднение и в пространстве по длине
волны.

Вопрос о времени туннелирования встал после работ Г. А. Гамова (1928),
Э. У. Кондона (1928, 1930), Ф. Т. Смита (1960), Т. Е. Хартмана (1962),
Дж. Р. Флетчера (1985) и последующей лавины работ по туннелированию.
Он открыт до сих пор, поскольку имеет место огромное число публикаций
по сверхсветовому туннелированию ЭМВ, в том числе и в последнее время,
а также и по сверхсветовому квантовому туннелированию. Известен парадокс
Хартмана [2,4,23,27–38], заключающийся в насыщении с ростом толщины ба-
рьера 𝑑 времени Бома—Вигнера (времени групповой задержки), получающей-
ся из метода стационарной фазы для коэффициента пропускания 𝑇 . В публи-
кациях вводятся времена: Бома—Вигнера, или групповое время 𝜏𝐵𝑊 = 𝜕𝜔𝜑,
Буттикера—Ландауэра время 𝜏𝐵𝐿 = −~𝜕𝑉 ln(|𝑇 |), ларморово время туннели-
рования 𝜏𝐿 = −~𝜕𝑉 𝜑, время Поллака—Миллера 𝜏𝑃𝑀 = 𝜕𝜔 ln(|𝑇 |) [26]. Вводят-
ся и другие (в том числе комплексные) времена. Величина 𝑉 соответствует
величине потенциального барьера при туннелировании частицы. Применение
вышеупомянутых времен к квантовому туннелированию с широким прямо-
угольным барьером высоты 𝑉 дает

𝜏𝐿 = −~𝜕𝑉 𝜑 =
~

𝑉
√︀
𝑉/E − 1

,

𝜏𝐵𝐿 = −~𝜕𝑉 ln(|𝑇 |) =
(𝑉/E− 1)(~/𝑉 + 𝑑

√︀
𝜇𝑒/E)− ~/𝑉

2(𝑉/E − 1)3/2
,

𝜏𝐵𝑊 = 𝜏𝑝 = ~𝜕E𝜑 = ~
⧸︀
(
√︀
𝑉 E − E2),

𝜏𝑃𝑀 = ~𝜕E ln(|𝑇 |) = (𝑉/E − 1)(~+ 𝑑
√
𝜇𝑒E)− ~

2E(𝑉/E − 1)3/2
,

(10)

что приводит к сверхсветовым скоростям [1–29]. Однако такие применения
и соответствующие времена никак не отражают кинематику движения частиц
в потоке и динамику движения ВП, поскольку изменение фазы коэффици-
ента прохождения связано с интерференцией отраженных волн. В литерату-
ре нет предпочтения какому-либо из них. Часто времена (10) с указанными
выше заменами и с учетом соотношения E = ~𝜔 применяют и к туннели-
рованию ЭМВ. Очевидно, для квантового туннелирования электронов через
прямоугольный барьер

𝑣E(𝑧) = 2𝑣/[(1 + 𝜅2) cosh(2𝜒(𝑧 − 𝑑)) + (1− 𝜅2)], (11)

где 𝑣 =
√︀

E/𝜇𝑒 — скорость частиц потока, 𝜅 =
√︀

E/(𝑉−E), 𝜒 =
√︀
𝜇𝑒(𝑉−E)/~2,

𝜇𝑒 — удвоенная масса. Вычисленное для (11) время, согласно (8), для широ-
кого барьера экспоненциально большое. Для него пишем

𝜏 =

∫︁ 𝑑

0

2𝑣𝑑𝑧

(1 + 𝜅2) cosh(2𝜒(𝑧 − 𝑑)) + (1− 𝜅2)
.
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Интересно отметить, что 𝑣E(𝑑) = 𝑣𝑧, т. е. электрон как бы проходит ба-
рьер, не теряя скорости и энергии. Это же значение 𝜏E = 𝑑/𝑣 имеет место
и для очень узкого барьера. За началом широкого барьера для малых 𝑧 ско-
рость (11) может быть очень малой, поскольку в этой области |𝜓(𝑧)|2 мак-
симальна внутри барьера. Действительно, амплитуда 𝐴− экспоненциально
мала. Пренебрегая нарастающей волной, имеем

|𝜓(𝑧)|2 = |𝑇 |2(1 + 𝜅2) exp(2𝜒(𝑑− 𝑧))/4.

Именно такая функция при отбрасывании 𝐴− используется в ВКБ прибли-
жении для определения прозрачности барьера |𝑇 |2.

Таким образом, парадокс Хартмана легко объясним. Сверхсветовых фи-
зических движений быть не может [57], хотя фазовые и групповые скорости
могут быть сверхсветовыми. Ошибка Хартмана заключается в использова-
нии узкого гауссова пакета волновых функций до барьера, внутри барьера
и за барьером, причем раздельно (независимо) для каждой области так, как
при решении методом сшивания для стационарного уравнения Шредингера
с последующим применением метода стационарной фазы к выходному па-
кету. Такая ВФ практически соответствует стационарному туннелированию.
Но волновая функция нестационарного уравнения Шредингера нелокальная
и единая во всех областях. Она удовлетворяет интегральному уравнению, за-
висящему от потенциала, и изменяется во времени во всем пространстве [59].
Применять метод стационарной фазы в задачах туннелирования и прохож-
дения волн при наличии отражений некорректно. При этом Хартман исполь-
зовал узкий по спектру гауссов ВП, т.е. фактически задача была сведена
к стационарному случаю, где время Бома—Вигнера не соответствует дина-
мике процесса.

В последнее время в экспериментах по сверхсветовому туннелированию
фотонов используют интерференцию узких ВП вместо детектирования фо-
тонов. Например, в эксперименте в Беркли [30] использован двухфотонный
распад, или параметрическое преобразование с понижением частоты в нели-
нейном кристалле и образованием двух пакетов. Прошедший среду ВП ин-
терферирует с базовым в HOM-интерферометре. Однако прошедший слой
вещества ВП не является исходным фотоном: он взаимодействовал с веще-
ством с образованием квазифотонов. В этих экспериментах использовался
образец в виде многопериодного диэлектрического ФК с двумя слоями в пе-
риоде и получено сверхсветовое время. Интересно отметить, что в каждом
слое скорость энергии существенно меньше 𝑐, а результат интерпретируется
как распространение света быстрее света. Для определения времени тунне-
лирования частиц в последнее время использованы методы фотоионизации
атомов, в частности атомов водорода, методом attoclock [36]. Этот метод ис-
пользован также в [31–35]. Для них получены весьма малые или даже нуле-
вые времена возникновения частиц с энергиями континуума. Однако фото-
ионизация приводит к коллапсу волновой функции, что отмечали и авторы
эксперимента, и ее трудно сопоставить с обычным туннелированием. Вообще
определение времени в квантовом туннелировании связано с определением
положения частицы, т. е. с коллапсом волновой функции. Любое такое де-
тектирование связано с введением дополнительного потенциала.
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Заключение
В стационарном случае времени нет, и некорректно говорить о време-

ни туннелирования отдельной частицей. Для ЭВМ в среде это квазифотоны
или поляритоны, соответствующие многофотонным и многочастичным вза-
имодействиям. Но скорости в потоке определить можно, и в этом смысле
поставить их в соответствие частицам потока. В конечной области с изменя-
ющимся потенциалом можно решать задачу, например, методом совместного
решения уравнения Шредингера с уравнением Пуассона или методом тео-
рии функционала плотности, задавая граничные потоки. В нестационарном
случае все величины зависят от времени, включая скорости и времена каких-
то движений. Введение скоростей для ВП не является однозначным. Задачи
нестационарного туннелирования весьма важны для определения переходных
процессов в электронных устройствах, но представляют тему отдельного рас-
смотрения.
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Abstract
Stationary problems for the diffraction (tunneling) of a plane electromag-

netic wave through a layer of matter with dielectric properties, as well as a
quantum particle tunneling through a rectangular potential barrier are con-
sidered. It is shown that there are no superluminal motions, and the transit
time is always longer when the wave passes the structure at the speed of
light.
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