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Аннотация

При исследовании прямых и обратных задач по отысканию правой
части вырождающихся уравнений смешанного типа с различными гра-
ничными условиями возникает задача об установлении асимптотических
оценок для разностей произведений цилиндрических функций на ин-
теграл от этих функций. Предварительно на основании установленной
новой формулы нахождения конечной биномиальной суммы вычислены
разности произведений цилиндрических функций на определенный ин-
теграл от этих функций через обобщенную гипергеометрическую функ-
цию. С использованием асимптотической формулы при больших значе-
ниях аргумента для обобщенной гипергеометрической функции установ-
лены асимптотические оценки при больших значениях параметра для
указанных разностей функций Бесселя первого и второго рода, а также
для модифицированных функций Бесселя.
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Саби т о в К. Б.

Введение. При исследовании обратных задач по отысканию правой ча-
сти вырождающихся уравнений смешанного типа [1–10] возникает задача об
установлении асимптотических оценок для следующих разностей:

𝑁 (1)
𝜈 (𝑦) =

√
𝑦𝐼𝜈(𝑝𝑦

𝑞)

∫︁ 𝑦

0

√
𝑠𝐼−𝜈(𝑝𝑠

𝑞) 𝑑𝑠−√
𝑦𝐼−𝜈(𝑝𝑦

𝑞)

∫︁ 𝑦

0

√
𝑠𝐼𝜈(𝑝𝑠

𝑞) 𝑑𝑠, (1)

𝑁 (2)
𝜈 (𝑦) =

√
𝑦𝐼𝜈(𝑝𝑦

𝑞)

∫︁ 𝑦

0

√
𝑠𝐾𝜈(𝑝𝑠

𝑞) 𝑑𝑠−√
𝑦𝐾𝜈(𝑝𝑦

𝑞)

∫︁ 𝑦

0

√
𝑠𝐼𝜈(𝑝𝑠

𝑞) 𝑑𝑠, 𝑦 > 0; (2)

𝑆(1)
𝜈 (𝑦) =

√
−𝑦𝐽𝜈(𝑝(−𝑦)𝑞)

∫︁ 𝑦

0

√
−𝑠𝐽−𝜈(𝑝(−𝑠)𝑞) 𝑑𝑠−

−
√
−𝑦𝐽−𝜈(𝑝(−𝑦)𝑞)

∫︁ 𝑦

0

√
−𝑠𝐽𝜈(𝑝(−𝑠)𝑞) 𝑑𝑠, (3)

𝑆(2)
𝜈 (𝑦) =

√
−𝑦𝐽𝜈(𝑝(−𝑦)𝑞)

∫︁ 𝑦

0

√
−𝑠𝑌𝜈(𝑝(−𝑠)𝑞) 𝑑𝑠−

−
√
−𝑦𝑌𝜈(𝑝(−𝑦)𝑞)

∫︁ 𝑦

0

√
−𝑠𝐽𝜈(𝑝(−𝑠)𝑞) 𝑑𝑠, 𝑦 < 0, (4)

при 𝑝 → +∞, где 𝜈 = 1/(2𝑞) = 1/(𝑚 + 2), 𝑚 > 0— показатель степени вы-
рождения уравнения, 𝐽±𝜈( · ) и 𝑌𝜈( · )— функции Бесселя соответственно пер-
вого и второго рода, 𝐼±𝜈( · ) и 𝐾𝜈( · )— модифицированные функции Бесселя,
𝑝 = const > 0.

Предварительно заметим, что
√
𝑦𝐼±𝜈(𝑝𝑦

𝑞) = 𝑝−1/(2𝑞)(𝑝𝑦𝑞)1/(2𝑞)𝐼±𝜈(𝑝𝑦
𝑞) = 𝑝−𝜈𝑥𝜈𝐼±𝜈(𝑥),

√
𝑠𝐼±𝜈(𝑝𝑠

𝑞) = 𝑝−𝜈𝑡𝜈𝐼±𝜈(𝑡),

где 𝑥 = 𝑝|𝑦|𝑞, 𝑡 = 𝑝|𝑠|𝑞,∫︁ 𝑦

0

√
𝑠𝐼±𝜈(𝑝𝑠

𝑞) 𝑑𝑠 =
1

𝑞𝑝3𝜈

∫︁ 𝑥

0
𝑡3𝜈−1𝐼±𝜈(𝑡) 𝑑𝑠.

Тогда разность (1) принимает вид

𝑁 (1)
𝜈 (𝑦) =

𝑥𝜈

𝑞𝑝4𝜈
̃︀𝑁 (1)
𝜈 (𝑥). (5)

Здесь

̃︀𝑁 (1)
𝜈 (𝑥) = 𝐼𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐼−𝜈(𝑡) 𝑑𝑡− 𝐼−𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐼𝜈(𝑡) 𝑑𝑡, 𝜇 = 3𝜈 − 1. (6)

Аналогично (5) разности (2)–(4) представим в следующем виде:

𝑁 (2)
𝜈 (𝑦) =

𝑥𝜈

𝑞𝑝4𝜈
̃︀𝑁 (2)
𝜈 (𝑥), (7)

̃︀𝑁 (2)
𝜈 (𝑥) = 𝐼𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐾𝜈(𝑡) 𝑑𝑡−𝐾𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐼𝜈(𝑡) 𝑑𝑡, (8)
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𝑆(1)
𝜈 (𝑦) = − 𝑥𝜈

𝑞𝑝4𝜈
̃︀𝑆(1)
𝜈 (𝑥), (9)

̃︀𝑆(1)
𝜈 (𝑥) = 𝐽𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐽−𝜈(𝑡) 𝑑𝑡− 𝐽−𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐽𝜈(𝑡) 𝑑𝑡, (10)

𝑆(2)
𝜈 (𝑦) = − 𝑥𝜈

𝑞𝑝4𝜈
̃︀𝑆(2)
𝜈 (𝑥), (11)

̃︀𝑆(2)
𝜈 (𝑥) = 𝐽𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝑌𝜈(𝑡) 𝑑𝑡− 𝐽𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝑌𝜈(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑥 > 0. (12)

Отметим, что разность (10) представляет собой функцию Ломмеля [11],
[12, §10.7], [13, §7.5.5].

В данной работе, с использованием разложения функций 𝐼±𝜈(𝑥) и 𝐽±𝜈(𝑥)
в степенной ряд, аналогично работам [14, 15], найдены разности (6) и (10)
на основании установленной нами новой формулы для вычисления конечной
суммы (см. лемму ниже), затем на их основе найдены (8) и (12). Отсюда
в силу представлений (5), (7), (9) и (11) получены окончательные результаты
по разностям (1)–(4) и установлены асимптотические оценки при 𝑝→ +∞.

1. Вычисление разностей (1)–(4). Используя разложения функций
𝐼±𝜈(𝑡) в степенной ряд, предварительно найдем∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐼∓𝜈(𝑡) 𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇

∞∑︁
𝑘=0

(𝑡/2)2𝑘∓𝜈 𝑑𝑡

𝑘! Γ(∓𝜈 + 𝑘 + 1)
=

=

∞∑︁
𝑘=0

𝑥2𝑘+𝜇∓𝜈+1

22𝑘∓𝜈𝑘! Γ(∓𝜈 + 𝑘 + 1)(2𝑘 + 𝜇∓ 𝜈 + 1)

и вычислим произведение рядов

𝐼±𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐼∓𝜈(𝑡) 𝑑𝑡 =

=

∞∑︁
𝑘=0

(𝑥/2)2𝑘±𝜈

𝑘! Γ(±𝜈 + 𝑘 + 1)

∞∑︁
𝑚=0

𝑥𝜇+1 (𝑥/2)2𝑚∓𝜈

𝑚! Γ(∓𝜈 + 𝑘 + 1)(2𝑚+ 𝜇∓ 𝜈 + 1)
=

= 𝑥𝜇+1
∞∑︁
𝑘=0

(︁𝑥
2

)︁2𝑘 𝑘∑︁
𝑛=0

[2(𝑘 − 𝑛) + 𝜇+ 1∓ 𝜈]−1

𝑛! (𝑘 − 𝑛)! Γ(±𝜈 + 𝑛+ 1)Γ(∓𝜈 + 𝑘 − 𝑛+ 1)
,

где Γ( · )— гамма-функция Эйлера. Теперь составим их разность:

̃︀𝑁 (1)
𝜈 (𝑥) = 𝑥𝜇+1

∞∑︁
𝑘=0

(︁𝑥
2

)︁2𝑘
(𝑁1𝑘 −𝑁2𝑘) . (13)

Здесь

𝑁1𝑘=
𝑘∑︁

𝑛=0

1

𝑛!(𝑘 − 𝑛)!Γ(𝜈 + 𝑛+ 1)Γ(−𝜈 + 𝑘 − 𝑛+ 1)(2𝑘 − 2𝑛+ 𝜇+ 1− 𝜈)
, (14)
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𝑁2𝑘=

𝑘∑︁
𝑛=0

1

𝑛!(𝑘 − 𝑛)!Γ(−𝜈 + 𝑛+ 1)Γ(𝜈 + 𝑘 − 𝑛+ 1)(2𝑘 − 2𝑛+ 𝜇+ 1 + 𝜈)
. (15)

В силу формулы для биномиальных коэффициентов

Γ(𝑧 + 1)

Γ(𝜔 + 1)Γ(𝑧 − 𝜔 + 1)
=

(︂
𝑧

𝜔

)︂
конечные суммы (14) и (15) представим в виде

𝑁1𝑘 =
1

(𝑘!)2

𝑘∑︁
𝑛=0

1

2(𝑘 − 𝑛) + 𝜇+ 1− 𝜈

(︂
𝑘

𝑛

)︂(︂
𝑘

𝑛+ 𝜈

)︂
, (16)

𝑁1𝑘 =
1

(𝑘!)2

𝑘∑︁
𝑛=0

1

2(𝑘 − 𝑛) + 𝜇+ 1 + 𝜈

(︂
𝑘

𝑛

)︂(︂
𝑘

𝑛− 𝜈

)︂
. (17)

На основании равенства (︂
𝑎

𝑏

)︂
=

(︂
𝑎

𝑎− 𝑏

)︂
преобразуем конечные суммы (16) и (17):

𝑁1𝑘 =
1

(𝑘!)2

𝑘∑︁
𝑛=0

1

2(𝑘 − 𝑛) + 𝜇+ 1− 𝜈

(︂
𝑘

𝑘 − 𝑛

)︂(︂
𝑘

𝑘 − 𝑛− 𝜈

)︂
=

=
1

(𝑘!)2

𝑘∑︁
𝑙=0

1

2𝑙 + 𝜇+ 1− 𝜈

(︂
𝑘

𝑙

)︂(︂
𝑘

𝑙 − 𝜈

)︂
,

𝑁2𝑘 =
1

(𝑘!)2

𝑘∑︁
𝑙=0

1

2𝑙 + 𝜇+ 1 + 𝜈

(︂
𝑘

𝑙

)︂(︂
𝑘

𝑙 + 𝜈

)︂
.

Тогда
𝑁1𝑘 −𝑁2𝑘 =

1

(𝑘!)2
𝑀𝑘. (18)

Здесь

𝑀𝑘 =
𝑘∑︁

𝑙=0

[︂
1

2𝑙 + 𝜇+ 1− 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 − 𝜈

)︂
− 1

2𝑙 + 𝜇+ 1 + 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 + 𝜈

)︂]︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
. (19)

Далее выведем формулу для вычисления суммы (19). Предварительно вы-
числим 𝑀0, 𝑀1, 𝑀2 и 𝑀3, затем определим общий вид этой формулы и ме-
тодом индукции докажем ее справедливость.

При 𝑘 = 0 имеем

𝑀0 =
2

Γ(𝜈) Γ(1− 𝜈)
· 1

(𝜇+ 1)2 − 𝜈2
.
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Если 𝑘 = 1, то получим

𝑀1 =
2

Γ(𝜈) Γ(1− 𝜈)
· 4

[(𝜇+ 1)2 − 𝜈2] [(𝜇+ 1 + 2)2 − 𝜈2]
.

Когда 𝑘 = 2, вычисления дают следующий результат:

𝑀2 =
2 · 4

Γ(𝜈) Γ(1− 𝜈)
· 16

[(𝜇+ 1)2 − 𝜈2] [(𝜇+ 1 + 2)2 − 𝜈2] [(𝜇+ 1 + 4)2 − 𝜈2]
.

Приведенные выше вычисления для 𝑘 = 0, 1, 2 не дают возможности на-
писать общий вид формулы, поэтому дополнительно найдем

𝑀3 =
2 · 36

Γ(𝜈) Γ(1− 𝜈)
· 64

[(𝜇+ 1)2 − 𝜈2] [(𝜇+ 1 + 2)2 − 𝜈2]
×

× 1

[(𝜇+ 1 + 4)2 − 𝜈2] [(𝜇+ 1 + 6)2 − 𝜈2]
=

=
2 · (3!)2

Γ(𝜈) Γ(1− 𝜈)
· 22·3

[(𝜇+ 1)2 − 𝜈2] [(𝜇+ 1 + 2)2 − 𝜈2]
×

× 1

[(𝜇+ 1 + 2 · 2)2 − 𝜈2] [(𝜇+ 1 + 2 · 3)2 − 𝜈2]
. (20)

Из равенства (20) уже нетрудно записать общий вид формулы для нахожде-
ния

𝑀𝑘 =
2(𝑘!)2

Γ(𝜈)Γ(1− 𝜈)
· 22𝑘

[(𝜇+ 1)2 − 𝜈2] [(𝜇+ 3)2 − 𝜈2] · · · [(𝜇+ 1 + 2𝑘)2 − 𝜈2]
. (21)

Предварительно, используя символ Похгаммера

(𝑎)𝑛 = 𝑎(𝑎+ 1) · · · (𝑎+ 𝑛− 1) =
Γ(𝑎+ 𝑛)

Γ(𝑎)
,

преобразуем выражение, входящее в правую часть формулы (21):

(𝜇+ 1± 𝜈)(𝜇+ 1 + 2± 𝜈) · · · (𝜇+ 1 + 2𝑘 ± 𝜈) =

=
𝜇+ 1± 𝜈

2

(︁𝜇+ 1± 𝜈

2
+ 1
)︁
· · ·
(︁𝜇+ 1± 𝜈

2
+ 𝑘
)︁
2𝑘+1 =

=
(︁𝜇+ 1± 𝜈

2

)︁
𝑘+1

2𝑘+1 =
Γ
(︁𝜇+ 1± 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁
2𝑘+1

Γ
(︁𝜇+ 1± 𝜈

2

)︁ .

Тогда формула (21) принимает вид

𝑀𝑘 =
(𝑘!)2

2Γ(𝜈) Γ(1− 𝜈)
·

Γ

(︂
𝜇+ 1 + 𝜈

2

)︂
Γ

(︂
𝜇+ 1− 𝜈

2

)︂
Γ

(︂
𝜇+ 1 + 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︂
Γ

(︂
𝜇+ 1− 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︂ . (22)
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Пусть формула (22) верна при произвольном 𝑘. Докажем ее справедли-
вость при 𝑘 + 1. Для этого на основании (19) найдем 𝑀𝑘+1 и, используя
равенство (︂

𝑎+ 1

𝑏+ 1

)︂
=

(︂
𝑎

𝑏

)︂
+

(︂
𝑎

𝑏+ 1

)︂
,

разобьем эту величину на четыре суммы:

𝑀𝑘+1 =

=

𝑘+1∑︁
𝑙=0

[︂
1

2𝑙 + 𝜇+ 1− 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 − 𝜈 − 1

)︂
− 1

2𝑙 + 𝜇+ 1 + 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 + 𝜈 − 1

)︂]︂(︂
𝑘

𝑙 − 1

)︂
+

+
𝑘+1∑︁
𝑙=0

[︂
1

2𝑙 + 𝜇+ 1− 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 − 𝜈

)︂
− 1

2𝑙 + 𝜇+ 1 + 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 + 𝜈

)︂]︂(︂
𝑘

𝑙 − 1

)︂
+

+
𝑘+1∑︁
𝑙=0

[︂
1

2𝑙 + 𝜇+ 1− 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 − 𝜈 − 1

)︂
− 1

2𝑙 + 𝜇+ 1 + 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 + 𝜈 − 1

)︂]︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
+

+
𝑘+1∑︁
𝑙=0

[︂
1

2𝑙 + 𝜇+ 1− 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 − 𝜈

)︂
− 1

2𝑙 + 𝜇+ 1 + 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 + 𝜈

)︂]︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
=

= 𝑃1 + 𝑃2 + 𝑃3 + 𝑃4. (23)

В силу известных равенств(︂
𝑘

−1

)︂
= 0 и

(︂
𝑘

𝑘 + 1

)︂
= 0,

𝑃1 =
𝑘∑︁

𝑙=0

[︂
1

2𝑙 + 𝜇+ 2 + 1− 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 − 𝜈

)︂
− 1

2𝑙 + 𝜇+ 2 + 1 + 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 + 𝜈

)︂]︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
=

=𝑀𝑘 (здесь 𝜇 надо заменить на 𝜇+ 2) =𝑀𝑘

⃒⃒⃒
𝜇=𝜇+2

, (24)

𝑃4 =
𝑘∑︁

𝑙=0

[︂
1

2𝑙 + 𝜇+ 1− 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 − 𝜈

)︂
− 1

2𝑙 + 𝜇+ 1 + 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 + 𝜈

)︂]︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
≡𝑀𝑘, (25)

𝑃2 =

𝑘+1∑︁
𝑙=1

[︂
1

2𝑙 + 𝜇+ 1− 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 − 𝜈

)︂
− 1

2𝑙 + 𝜇+ 1 + 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 + 𝜈

)︂]︂(︂
𝑘

𝑙 − 1

)︂
=

=

𝑘∑︁
𝑙=0

[︂
1

2𝑙 + 𝜇+ 3− 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 + 1− 𝜈

)︂
− 1

2𝑙 + 𝜇+ 3 + 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 + 1 + 𝜈

)︂]︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
, (26)

𝑃3 =

𝑘∑︁
𝑙=0

[︂
1

2𝑙 + 𝜇+ 1− 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 − 𝜈 − 1

)︂
− 1

2𝑙 + 𝜇+ 1 + 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 + 𝜈 − 1

)︂]︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
. (27)
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Предварительно на основании (26) и (27) найдем сумму

𝑃2 + 𝑃3 =
𝑘∑︁

𝑙=0

[︂
1

2𝑙 + 𝜇+ 2 + 1− 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 + 1− 𝜈

)︂
−

− 1

2𝑙 + 𝜇+ 2 + 𝜈 − 1

(︂
𝑘

𝑙 + 𝜈 − 1

)︂]︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
+

+

𝑘∑︁
𝑙=0

[︂
1

2𝑙 + 𝜇+ 2− 1− 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 − 1− 𝜈

)︂
− 1

2𝑙 + 𝜇+ 2 + 1 + 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 + 1 + 𝜈

)︂]︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
=

= −𝑀𝑘

⃒⃒⃒
𝜈=1−𝜈
𝜇=𝜇+1

+𝑀𝑘

⃒⃒⃒
𝜈=1+𝜈
𝜇=𝜇+1

. (28)

Тогда, подставляя (24), (25) и (28) в (23), с учетом формулы (22) получим

𝑀𝑘+1 =𝑀𝑘

⃒⃒⃒
𝜇=𝜇+2

+𝑀𝑘 −𝑀𝑘

⃒⃒⃒
𝜈=1−𝜈
𝜇=𝜇+1

+𝑀𝑘

⃒⃒⃒
𝜈=1+𝜈
𝜇=𝜇+1

=

=
(𝑘!)2

2Γ(𝜈) Γ(1− 𝜈)

[︃
Γ
(︁𝜇+ 3 + 𝜈

2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 3− 𝜈

2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 3 + 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁
Γ
(︁𝜇+ 3− 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁+

+
Γ
(︁𝜇+ 1 + 𝜈

2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1− 𝜈

2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1 + 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1− 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁−

−
Γ
(︁𝜇+ 3− 𝜈

2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1 + 𝜈

2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 3− 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1 + 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁−

−
Γ

(︂
𝜇+ 3 + 𝜈

2

)︂
Γ

(︂
𝜇+ 1− 𝜈

2

)︂
Γ

(︂
𝜇+ 3 + 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︂
Γ

(︂
𝜇+ 1− 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︂
⎤⎥⎥⎦ =

=
(𝑘!)2

2Γ(𝜈) Γ(1− 𝜈)

[︁
𝑆1𝑘 − 𝑆2𝑘

]︁
. (29)

Используя формулу Γ(𝑎+ 1) = 𝑎Γ(𝑎), найдем суммы 𝑆1𝑘 и 𝑆2𝑘:

𝑆1𝑘 =
Γ
(︁𝜇+ 1 + 𝜈

2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1− 𝜈

2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 3 + 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁
Γ
(︁𝜇+ 3− 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁×
×
[︁
(𝜇+ 1)2 − 𝜈2 + (𝜇+ 1 + 2𝑘 + 2)2 − 𝜈2

]︁
=

47



Саби т о в К. Б.

=
Γ
(︁𝜇+ 1 + 𝜈

2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1− 𝜈

2

)︁[︁
(𝜇+ 1)2 − 𝜈2 + 2(𝑘 + 1)(𝜇+ 𝑘 + 2)

]︁
2Γ
(︁𝜇+ 3 + 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁
Γ
(︁𝜇+ 3− 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁ , (30)

𝑆2𝑘 =
Γ
(︁𝜇+ 1 + 𝜈

2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1− 𝜈

2

)︁[︁
(𝜇+ 1)2 − 𝜈2 + 2(𝑘 + 1)(𝜇+ 1)

]︁
2Γ
(︁𝜇+ 3 + 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁
Γ
(︁𝜇+ 3− 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁ . (31)

Теперь, подставляя (30) и (31) в (29), находим

𝑀𝑘+1 =
((𝑘 + 1)!)2

2Γ(𝜈)Γ(1− 𝜈)
·

Γ
(︁𝜇+ 1 + 𝜈

2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1− 𝜈

2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1 + 𝜈

2
+ 𝑘 + 2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1− 𝜈

2
+ 𝑘 + 2

)︁ .
Таким образом, нами доказано следующее утверждение.

Лемма. Справедлива следующая формула вычисления конечной суммы:

𝑘∑︁
𝑙=0

[︂
1

2𝑙 + 𝜇+ 1− 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 − 𝜈

)︂
− 1

2𝑙 + 𝜇+ 1 + 𝜈

(︂
𝑘

𝑙 + 𝜈

)︂]︂(︂
𝑘

𝑙

)︂
=

=
(𝑘!)2

2Γ(𝜈)Γ(1− 𝜈)
·

Γ
(︁𝜇+ 1 + 𝜈

2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1− 𝜈

2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1 + 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1− 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁ . (32)

Тогда с учетом установленной формулы (32) и соотношений (18), (13)
имеем

̃︀𝑁 (1)
𝜈 (𝑥) =

𝑥𝜇+1Γ
(︁𝜇+ 1 + 𝜈

2

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1− 𝜈

2

)︁
2Γ(𝜈) Γ(1− 𝜈)

×

×
∞∑︁
𝑘=0

(︁𝑥2
4

)︁𝑘
Γ
(︁𝜇+ 1 + 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁
Γ
(︁𝜇+ 1− 𝜈

2
+ 𝑘 + 1

)︁ =

=
2 sin 𝜈𝜋 · 𝑥1+𝜇

𝜋
[︀
(𝜇+ 1)2 − 𝜈2

]︀ ∞∑︁
𝑘=0

(︁𝑥2
4

)︁𝑘
(︁𝜇+ 3 + 𝜈

2

)︁
𝑘

(︁𝜇+ 3− 𝜈

2

)︁
𝑘

=

=
2 sin 𝜈𝜋 · 𝑥1+𝜇

𝜋
[︀
(𝜇+ 1)2 − 𝜈2

]︀ 1𝐹2

(︁
1;
𝜇+ 3 + 𝜈

2
,
𝜇+ 3− 𝜈

2
;
𝑥2

4

)︁
, (33)

где 1𝐹2( · )— обобщенная гипергеометрическая функция [13, §10.10(IV)].
Тем самым первая задача о вычислении разности (6) выполнена.
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Теперь рассмотрим разность (10). Аналогично вычислению разности (6)
c использованием разложения функций 𝐽±𝜈(𝑧) в обобщенный степенной ряд
получим

̃︀𝑆(1)
𝜈 (𝑥) = 𝑥𝜇+1

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︁𝑥
2

)︁2𝑘
(𝑁1𝑘 −𝑁2𝑘) = 𝑥𝜇+1

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

(𝑘!)2

(︁𝑥
2

)︁2𝑘
𝑀𝑘. (34)

Подставляя (32) в (34), получим

̃︀𝑆(1)
𝜈 (𝑥) =

2 sin 𝜈𝜋 · 𝑥1+𝜇

𝜋
[︀
(𝜇+ 1)2 − 𝜈2

]︀ ∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︁𝑥2
4

)︁𝑘
(︁𝜇+ 3 + 𝜈

2

)︁
𝑘

(︁𝜇+ 3− 𝜈

2

)︁
𝑘

=

=
𝑥1+𝜇2 sin 𝜈𝜋

𝜋
[︀
(𝜇+ 1)2 − 𝜈2

]︀ 1𝐹2

(︁
1;
𝜇+ 3 + 𝜈

2
,
𝜇+ 3− 𝜈

2
; −𝑥

2

4

)︁
. (35)

Таким образом, полученный нами ряд (35) совпадает с рядом, найденным
Ломмелем, как частное решение неоднородного уравнения Бесселя

𝑥2𝑢′′(𝑥) + 𝑥𝑢′(𝑥) + (𝑥2 − 𝜈2)𝑢(𝑥) = 𝑥𝜇+1

с помощью обобщенного степенного ряда.
Далее вычислим разности (8) и (12). На основании формул

𝐾𝜈(𝑧) =
𝜋

2 sin 𝜈𝜋

[︀
𝐼−𝜈(𝑧)− 𝐼𝜈(𝑧)

]︀
, 𝑌𝜈(𝑧) =

1

sin 𝜈𝜋

[︀
𝐽𝜈(𝑧) cos 𝜈𝜋 − 𝐽−𝜈(𝑧)

]︀
имеем

𝑁 (2)
𝜈 (𝑥) =

𝜋

2 sin 𝜈𝜋

[︂
𝐼𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐼−𝜈(𝑡) 𝑑𝑡− 𝐼−𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐼𝜈(𝑡) 𝑑𝑡

]︂
=

=
𝜋

2 sin 𝜈𝜋
̃︀𝑁 (1)
𝜈 (𝑥) =

𝑥1+𝜇

(1 + 𝜇)2 − 𝜈2
1𝐹2

(︁
1;
𝜇+ 3 + 𝜈

2
,
𝜇+ 3− 𝜈

2
;
𝑥2

4

)︁
, (36)

𝑆(2)
𝜈 (𝑥) = − 1

sin 𝜈𝜋

[︂
𝐽𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐽−𝜈(𝑡) 𝑑𝑡− 𝐽−𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐽𝜈(𝑡) 𝑑𝑡

]︂
=

= − 1

sin 𝜈𝜋
𝑆(1)
𝜈 (𝑥) =

= − 2𝑥1+𝜇

𝜋
[︀
(1 + 𝜇)2 − 𝜈2

]︀1𝐹2

(︁
1;
𝜇+ 3 + 𝜈

2
,
𝜇+ 3− 𝜈

2
;−𝑥

2

4

)︁
. (37)

Следовательно, установлено утверждение.
Теорема 1. Справедливы следующие формулы:

𝐼𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐼−𝜈(𝑡) 𝑑𝑡− 𝐼−𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐼𝜈(𝑡) 𝑑𝑡 =
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=
2𝑥1+𝜇 sin 𝜈𝜋

𝜋
[︀
(1 + 𝜇)2 − 𝜈2

]︀ 1𝐹2

(︁
1;
𝜇+ 3 + 𝜈

2
,
𝜇+ 3− 𝜈

2
;
𝑥2

4

)︁
,

𝐼𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐾𝜈(𝑡) 𝑑𝑡−𝐾𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐼𝜈(𝑡) 𝑑𝑡 =

=
𝑥1+𝜇

(1 + 𝜇)2 − 𝜈2
1𝐹2

(︁
1;
𝜇+ 3 + 𝜈

2
,
𝜇+ 3− 𝜈

2
;
𝑥2

4

)︁
,

𝐽𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐽−𝜈(𝑡) 𝑑𝑡− 𝐽−𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐽𝜈(𝑡) 𝑑𝑡 =

=
2𝑥1+𝜇 sin 𝜈𝜋

𝜋
[︀
(1 + 𝜇)2 − 𝜈2

]︀ 1𝐹2

(︁
1;
𝜇+ 3 + 𝜈

2
,
𝜇+ 3− 𝜈

2
; −𝑥

2

4

)︁
,

𝐽𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝑌𝜈(𝑡) 𝑑𝑡− 𝑌𝜈(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑡𝜇𝐽𝜈(𝑡) 𝑑𝑡 =

= − 2𝑥1+𝜇

𝜋
[︀
(1 + 𝜇)2 − 𝜈2

]︀ 1𝐹2

(︁
1;
𝜇+ 3 + 𝜈

2
,
𝜇+ 3− 𝜈

2
; −𝑥

2

4

)︁
,

где 𝜇± 𝜈 > −1.
Теперь на основании (33), (35)–(37) с использованием представлений (5),

(7), (9) и (11) найдем первоначальные разности (1)–(4):

𝑁 (1)
𝜈 (𝑦) =

𝑦2 sin 𝜈𝜋

2𝜈𝜋
1𝐹2

(︁
1; 1 + 2𝜈, 1 + 𝜈;

𝑝2

4
𝑦1/𝜈

)︁
, (38)

𝑁 (2)
𝜈 (𝑦) =

𝑦2

4𝜈
1𝐹2

(︁
1; 1 + 2𝜈, 1 + 𝜈;

𝑝2

4
𝑦1/𝜈

)︁
, (39)

𝑆(1)
𝜈 (𝑦) = −𝑦

2 sin 𝜈𝜋

2𝜈𝜋
1𝐹2

(︁
1; 1 + 2𝜈, 1 + 𝜈; −𝑝

2

4
(−𝑦)1/𝜈

)︁
, (40)

𝑆(2)
𝜈 (𝑦) = − 𝑦

2

4𝜈
1𝐹2

(︁
1; 1 + 2𝜈, 1 + 𝜈; −𝑝

2

4
(−𝑦)1/𝜈

)︁
, (41)

здесь 𝜈 = 1/(2𝑞).

2. Асимптотические оценки. Поскольку нам неизвестно асимптотиче-
ское разложение для функции 1𝐹2(𝑎; 𝑏, 𝑐;±𝑧) при 𝑧 → ∞, воспользуемся ее
интегральным представлением [16, форм. (28.96)]:

1𝐹2(𝑎; 𝑏, 𝑐;−𝑧) =
2Γ(𝑏)Γ(𝑐)

Γ(𝑎)Γ(𝑐− 𝑎)
𝑧

1−𝑏
2

∫︁ 1

0
𝐽𝑏−1(2𝑡

√
𝑧) 𝑡2𝑎−𝑏(1− 𝑡2)𝑐−𝑎−1 𝑑𝑡, (42)

а также вытекающей из (42) формулой

1𝐹2(𝑎; 𝑏, 𝑐; 𝑧) =
2Γ(𝑏)Γ(𝑐)

Γ(𝑎)Γ(𝑐− 𝑎)
𝑧

1−𝑏
2

∫︁ 1

0
𝐼𝑏−1(2𝑡

√
𝑧) 𝑡2𝑎−𝑏(1− 𝑡2)𝑐−𝑎−1 𝑑𝑡.

50



Асимптотические оценки разностей произведений функций Бесселя на интеграл от этих функций

Здесь 𝑎 > 0, 𝑐−𝑎 > 0. На их основе найдем интегральные представления для
функций (38)–(41):

𝑁 (1)
𝜈 (𝑦)=

2𝜈Γ(2𝜈) sin 𝜈𝜋

𝜋
𝑦
(︁2
𝑝

)︁2𝜈∫︁ 1

0
𝐼2𝜈(𝑡𝑝𝑦

1
2𝜈 ) 𝑡1−2𝜈(1−𝑡2)𝜈−1 𝑑𝑡, 𝑦 > 0, (43)

𝑁 (2)
𝜈 (𝑦) = 𝜈Γ(2𝜈)𝑦

(︁2
𝑝

)︁2𝜈 ∫︁ 1

0
𝐼2𝜈(𝑡𝑝𝑦

1
2𝜈 ) 𝑡1−2𝜈(1− 𝑡2)𝜈−1 𝑑𝑡, 𝑦 > 0, (44)

𝑆(1)
𝜈 (𝑦)=

2𝜈Γ(2𝜈) sin 𝜈𝜋

𝜋
𝑦
(︁2
𝑝

)︁2𝜈∫︁ 1

0
𝐽2𝜈(𝑡𝑝(−𝑦)

1
2𝜈 )𝑡1−2𝜈(1−𝑡2)𝜈−1𝑑𝑡, 𝑦 < 0,(45)

𝑆(2)
𝜈 (𝑦) = 𝜈Γ(2𝜈)𝑦

(︁2
𝑝

)︁2𝜈 ∫︁ 1

0
𝐽2𝜈(𝑡𝑝(−𝑦)

1
2𝜈 ) 𝑡1−2𝜈(1− 𝑡2)𝜈−1 𝑑𝑡, 𝑦 < 0. (46)

В силу формулы асимптотического разложения интеграла, содержащего функ-
цию Бесселя (см. [17, форм. (10.87)], а также [18]), при 𝑏 = 1, ℎ(𝑡) = (1+ 𝑡)𝛽−1

имеем∫︁ 1

0
𝐽𝜇(𝑧𝑡) 𝑡

𝛼−1(1− 𝑡2)𝛽−1 𝑑𝑡 =

=
2𝛼−1𝑧−𝛼

𝜋

∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘

𝑘!

(︁2
𝑧

)︁𝑘
sin

𝜋

2
(𝛼− 𝜇− 𝑘)𝐴𝑘(𝛽)Γ

(︁𝛼+ 𝑘 − 𝜇

2

)︁
Γ
(︁𝛼+ 𝑘 + 𝜇

2

)︁
+

+

√
2√
𝜋
𝑧−𝛽− 1

2

∞∑︁
𝑘=0

𝐷𝑘(𝛼, 𝛽, 𝜇) cos
[︁
𝑧 − 𝜋

2

(︁
𝜇+ 𝛽 − 𝑘 +

1

2

)︁]︁
𝑧−𝑘, 𝑧 → +∞, (47)

где

𝐷𝑘(𝛼, 𝛽, 𝜇) =

𝑘∑︁
𝑗=0

Γ(𝛽 + 𝑘 − 𝑗)

(𝑘 − 𝑗)!

Γ(1/2 + 𝜇+ 𝑗)

𝑗! Γ(1/2 + 𝜇− 𝑗)
𝑑𝑗,𝑘−𝑗(𝛼)2

−𝑗 ,

𝑑𝑖𝑘(𝛼) =
𝑑𝑘

𝑑𝑏𝑘

[︁
𝑏𝑎−𝑗−3/2(1 + 𝑏)𝛽−1

]︁ ⃒⃒⃒
𝑏=1

,

𝐴𝑘(𝛽) =
𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘

[︁
(𝑏− 𝑡)𝛽−1(1 + 𝑏)𝛽−1

]︁ ⃒⃒⃒
𝑏=1
𝑡=0

.

Из формулы (47) при 𝑧 → +∞ найдем оценку интегралов:∫︁ 1

0
𝐽𝜇(𝑧𝑡)𝑡

𝛼−1(1−𝑡2)𝛽−1𝑑𝑡 =
2𝛼+𝛽−2

𝜋
sin

𝜋

2
(𝛼−𝜇)Γ

(︁𝛼−𝜇
2

)︁
Γ
(︁𝛼+𝜇

2

)︁
𝑧−𝛼+

+
2𝛽−

1
2

√
𝜋

Γ(𝛽) cos
[︁
𝑧 − 𝜋

2

(︁
𝜇+ 𝛽 +

1

2

)︁]︁
𝑧−𝛽− 1

2 +𝑂
(︀
𝑧−min{𝛼+1, 𝛽+ 3

2
})︀, (48)

∫︁ 1

0
𝐼𝜇(𝑧𝑡)𝑡

𝛼−1(1−𝑡2)𝛽−1𝑑𝑡 =
2𝛼+𝛽−2

𝜋
sin

𝜋

2
(𝛼−𝜇)𝑖−𝜇−𝛼Γ

(︁𝛼−𝜇
2

)︁
Γ
(︁𝛼+𝜇

2

)︁
𝑧−𝛼+

+
2𝛽−

3
2Γ(𝛽)𝑖−𝜇−𝛽− 1

2

√
𝜋

[︀
𝑒−𝑧𝑒−

𝑖𝜋
2
(𝜇+𝛽+ 1

2
) + 𝑒𝑧𝑒

𝑖𝜋
2
(𝜇+𝛽+ 1

2
)
]︀
𝑧−𝛽− 1

2 +𝑂
(︀
𝑒𝑧𝑧−𝛽− 3

2
)︀
=
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=
2𝛽−

3
2Γ(𝛽)√
𝜋

exp
[︁ 𝑖𝜋
2

(︁
𝜇+ 𝛽 +

1

2

)︁
−
(︁
𝜇+ 𝛽 +

1

2

)︁
ln 𝑖
]︁
𝑒𝑧𝑧−𝛽− 1

2+

+𝑂
(︀
𝑒𝑧𝑧−𝛽− 3

2
)︀
. (49)

Тогда в силу оценок (49) и (48) из (43)–(46) при 𝑝→ +∞ получим

𝑁 (1)
𝜈 (𝑦) =

23𝜈−
1
2 𝜈Γ(𝜈)Γ(2𝜈) sin 𝜈𝜋

𝜋
√
𝜋

exp
[︁(︁

3𝜈 +
1

2

)︁(︁ 𝑖𝜋
2

− ln 𝑖
)︁]︁

×

× 𝑦
1
2
− 1

4𝜈 𝑝−3𝜈− 1
2 𝑒𝑝𝑦

1/(2𝜈)
+𝑂

(︀
𝑒𝑝𝑦

1/(2𝜈)
𝑦−3𝜈− 3

2
)︀
, (50)

𝑁 (2)
𝜈 (𝑦) =

23𝜈−
3
2 𝜈Γ(𝜈)Γ(2𝜈)√

𝜋
exp
[︁(︁

3𝜈 +
1

2

)︁(︁ 𝑖𝜋
2

− ln 𝑖
)︁]︁

×

× 𝑦
1
2
− 1

4𝜈 𝑝−3𝜈− 1
2 𝑒𝑝𝑦

1/(2𝜈)
+𝑂

(︀
𝑒𝑝𝑦

1/(2𝜈)
𝑦−3𝜈− 3

2
)︀
, (51)

𝑆(1)
𝜈 (𝑦) = 𝜋−2 22+𝜈 𝜈2 Γ(2𝜈)Γ(−2𝜈) sin 𝜈𝜋 sin 2𝜈𝜋 (−𝑦)2−

1
𝜈 𝑝−2−

− 𝜋−
3
2 23𝜈+

1
2 𝜈 Γ(𝜈)Γ(2𝜈) sin 𝜈𝜋 cos

[︁
𝑝(−𝑦)

1
2𝜈 − 𝜋

2

(︁
3𝜈 +

1

2

)︁]︁
×

× (−𝑦)
1
2
− 1

4𝜈 𝑝−3𝜈− 1
2 +𝑂

(︀
𝑝−min{3, 3𝜈+ 3

2
})︀ =

= −𝜋−𝑓𝑟𝑎𝑐32 23𝜈+
1
2 𝜈 Γ(𝜈)Γ(2𝜈) sin 𝜈𝜋 cos

[︁
𝑝(−𝑦)

1
2𝜈 − 𝜋

2

(︁
3𝜈 +

1

2

)︁]︁
×

× (−𝑦)
1
2
− 1

4𝜈 𝑝−3𝜈− 1
2 +𝑂

(︀
𝑝−2
)︀
, (52)

𝑆(2)
𝜈 (𝑦) = 𝜋−1 21+𝜈 𝜈2 Γ(2𝜈)Γ(−2𝜈) sin 2𝜈𝜋 (−𝑦)2−

1
𝜈 𝑝−2−

− 𝜋−
1
2 23𝜈−

1
2 𝜈 Γ(𝜈)Γ(2𝜈) cos

[︁
𝑝(−𝑦)

1
2𝜈 − 𝜋

2

(︁
3𝜈 +

1

2

)︁]︁
×

× (−𝑦)
1
2
− 1

4𝜈 𝑝−3𝜈− 1
2 +𝑂

(︀
𝑝−min{3, 3𝜈+ 3

2
})︀ =

= −𝜋−
1
2 23𝜈−

1
2 𝜈 Γ(𝜈)Γ(2𝜈) cos

[︁
𝑝(−𝑦)

1
2𝜈 − 𝜋

2

(︁
3𝜈 +

1

2

)︁]︁
×

× (−𝑦)
1
2
− 1

4𝜈 𝑝−3𝜈− 1
2 +𝑂

(︀
𝑝−2
)︀
. (53)

Таким образом, нами доказана следующая основная
Теорема 2. Для разностей (1)–(4) при 𝑝 → +∞ справедливы соответ-

ственно асимптотические оценки (50)–(53).
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Авторский вклад и ответственность. Я несу полную ответственность за предо-
ставление окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи
мною одобрена.
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Abstract

In the study of direct and inverse problems of finding the right-hand side
of degenerate equations of mixed type with different boundary conditions,
the problem arises of establishing asymptotic estimates for the differences
of the products of cylindrical functions by the integral of these functions.
Previously, on the basis of the established new formula for finding the finite
binomial sum, the differences between the products of cylindrical functions
and a definite integral of these functions are calculated through a general-
ized hypergeometric function. Using the asymptotic formula for large values
of the argument for the generalized hypergeometric function, asymptotic es-
timates are established for large values of the parameter for the indicated
differences of the Bessel functions of the first and second kind, as well as for
modified Bessel functions.
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functions, finite binomial sum, generalized hypergeometric function, asymp-
totic estimates.
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