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Аннотация

Ранее авторами было проведено исследование одного класса нели-
нейных дифференциальных уравнений второго порядка в окрестности
подвижной особой точки. Доказаны: существование подвижной особой
точки, теорема существования и единственности решения в окрестно-
сти подвижной особой точки. Построено аналитическое приближенное
решение в окрестности подвижной особой точки. Исследовано влияние
возмущения подвижной особой точки на приближенное решение. Ре-
зультаты, полученные для вещественной области, были обобщены на
комплексную область |𝑧| < |𝑧*| 6 |𝑧*|, где 𝑧* — точное значение по-
движной особой точки, 𝑧* — приближенное значение подвижной особой
точки. В данной работе проведено исследование аналитического при-
ближенного решения от влияния возмущения подвижной особой точки
в области |𝑧| > |𝑧*| > |𝑧*| с учетом изменения направления движения по
лучу в направлении к началу координат комплексной плоскости. Эти
исследования необходимы в силу характера подвижной особой точки
(четная дробная степень критического полюса). Полученные результа-
ты сопровождены численным экспериментом и завершают исследова-
ние аналитического приближенного решения рассматриваемого класса
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О расширении области для аналитического приближенного решения. . .

нелинейных дифференциальных уравнений в окрестности подвижной
особой точки в зависимости от направления движения вдоль луча в ком-
плексной области.

Ключевые слова: подвижная особая точка, нелинейное дифференци-
альное уравнение, аналитическое приближенное решение, окрестность
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1. Применямый метод и принятые допущения. Хорошо известны
простейшие нелинейные дифференциальные уравнения Риккати, Абеля, Пен-
леве, имеющие широкое применение в разных областях [1–5]. Частный слу-
чай нелинейного дифференциального уравнения второго порядка является
основой математической модели консольных конструкций [6, 7]. Особенно-
стью перечисленных уравнений является наличие подвижных особых точек,
классифицированных Фуксом [8]. Теоретическое обоснование метода анали-
тического приближенного решения перечисленных дифференциальных урав-
нений Риккати, Абеля, Пенлеве даны в работах [9–11]. Предложенный в пере-
численных работах приближенный метод успешно применяется и для других
нелинейных дифференциальных уравнений [12,13].

2. Результаты. Рассматривается класс нелинейных дифференциальных
уравнений второго порядка с полиномиальной правой частью пятой степени:

𝑦′′(𝑧) = 𝑏0(𝑧)𝑦
5(𝑧) + 𝑏1(𝑧)𝑦

4(𝑧) + 𝑏2(𝑧)𝑦
3(𝑧) + 𝑏3(𝑧)𝑦

2(𝑧) + 𝑏4(𝑧)𝑦(𝑧) + 𝑏5(𝑧),

где 𝑏𝑖 — аналитические функции в рассматриваемой области, 𝑖 = 0, 1, . . . , 5.
Замена переменной

𝑦(𝑧) =
𝑢(𝑧)
4
√
𝑏0

− 𝑏1(𝑧)

5𝑏0
,

где 𝑏0 = const ̸= 0, приводит исследуемое уравнение к нормальной форме:

𝑢′′(𝑧) = 𝑢5(𝑧) + 𝑟(𝑧),

где

𝑟(𝑥) = − 𝑏51
55 4
√︀
𝑏150

+ 4
√︀
𝑏0 𝑏5(𝑧) +

𝑏′′1(𝑧)

5 4
√︀
𝑏30
, 𝑏2(𝑧) =

2𝑏21(𝑧)

5𝑏0
,

𝑏3(𝑧) =
2𝑏31(𝑧)

52𝑏20
, 𝑏4(𝑧) =

𝑏41(𝑧)

53𝑏30
.

Для задачи Коши

𝑦′′(𝑧) = 𝑦5(𝑧) + 𝑟(𝑧), (1)
𝑦(𝑧0) = 𝑦0, 𝑦′(𝑧0) = 𝑦1 (2)
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в случае точного значения подвижной особой точки [14] была доказана теоре-
ма существования, получено приближенное решение в окрестности подвиж-
ной особой точки 𝑧* в виде

𝑦(𝑧) = (𝑧* − 𝑧)−
1
2

∞∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛(𝑧
* − 𝑧)

𝑛
2 , 𝐶0 ̸= 0,

а также была получена структура приближенного решения

𝑦𝑁 (𝑧) = (𝑧* − 𝑧)−
1
2

𝑁∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛(𝑧
* − 𝑧)

𝑛
2 , 𝐶0 ̸= 0, (3)

при этом 𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶3 = 𝐶4 = 0, а 𝐶6 = 𝛼, где 𝛼 — параметр, играю-
щий роль стыковки двух видов решений на границе некоторой окрестности
подвижной особой точки 𝑧* — конечной суммы регулярного ряда и ряда (3).
Этот параметр неявным образом связан с начальным условием (2) задачи
Коши (1), (2).

Так как существующие методы нахождения подвижной особой точки поз-
воляют находить последнюю лишь приближенно, то возмущение подвижной
особой точки отражается на аналитическом приближенном решении (3), в ре-
зультате чего имеем

𝑦𝑁 (𝑧) = (𝑧* − 𝑧)−
1
2

𝑁∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛(𝑧
* − 𝑧)

𝑛
2 , 𝐶0 ̸= 0, (4)

где 𝐶𝑛 — возмущенные значения коэффициентов. Было проведено исследо-
вание аналитического приближенного решения (4) в области |𝑧| < |𝑧*| 6 |𝑧*|,
когда в комплексной плоскости движение по лучу, исходящему из начала
координат, проходит в направлении от начала координат. При движении по
лучу в направлении к началу координат получаем область |𝑧| > |𝑧*| > |𝑧*|.
Выражения (3) и (4) соответственно будут иметь вид

𝑦𝑁 (𝑧) = (𝑧 − 𝑧*)−
1
2

𝑁∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧*)
𝑛
2 , 𝐶0 ̸= 0,

и

𝑦𝑁 (𝑧) = (𝑧 − 𝑧*)−
1
2

𝑁∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧*)
𝑛
2 , 𝐶0 ̸= 0. (5)

В этой ситуации полученные результаты будут справедливы и в вещественной
области как в частном случае.

Теорема. Пусть 𝑧* — подвижная особая точка 𝑦(𝑧) задачи (1), (2) и
выполняются следующие условия:

1) 𝑟(𝑧) ∈ 𝐶1 в области 𝐾 = {𝑧 : |𝑧 − 𝑧*| < 𝜌1}, 𝜌1 = const > 0;

2) ∃𝑀𝑖 : |𝑟(𝑛)(𝑧*)|/𝑛! 6𝑀𝑖, 𝑀𝑖 = const, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ;
3) |𝑧*| 6 |𝑧*|;
4) известны оценки погрешности 𝑧* и �̃� : |𝑧* − 𝑧*| 6 Δ𝑧*, |�̃�− 𝛼| 6 Δ�̃�;
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5) Δ𝑧* < 1/(4 5
√︀
(𝑀 + 1)2).

Тогда аналитическое приближенное решение (5) задачи (1), (2) в областях

{𝑧 : |𝑧*| < |𝑧| < |𝑧*|+Δ𝑧*} ∩ {𝑧 : |𝑧 − 𝑧*| < 𝜌4}, (6)
{𝑧 : |𝑧| > |𝑧*|+Δ𝑧*} ∩ {𝑧 : |𝑧 − 𝑧*| < 𝜌4} (7)

будет иметь погрешность

Δ𝑦𝑁 (𝑧) 6 Δ0 +Δ1 +Δ2 +Δ3,

где

Δ0 =
Δ𝑧*

|𝑧 − 𝑧*|
4

√︂
3

4
,

Δ1 =
2𝑁𝑀(𝑀 + 1)[

𝑁
5 ]|𝑧 − 𝑧*|

𝑁−1
2

1− 25(𝑀 + 1)|𝑧 − 𝑧*|
5
2

4∑︁
𝑖=0

2𝑖𝜂(𝑀 + 1)[
𝑖
5 ]|𝑧 − 𝑧*|

𝑖
2

(𝑁 + 𝑖+ 2)(𝑁 + 𝑖− 6)
,

Δ2 =
25Δ𝑧*𝑀(𝑀 + 1)𝛽

3
2

1− 210(𝑀 + 1)2𝛽5

(︂ 4∑︁
𝑖=0

22𝑖(𝑀 + 1)𝛾1𝛽𝑖 + 𝛽
1
2

4∑︁
𝑖=0

22𝑖(𝑀 + 1)𝛾2𝛽𝑖
)︂
,

Δ3 =
27Δ𝑀𝜇𝛽2

1− 215𝜇2𝛽5

(︂ 4∑︁
𝑖=0

23𝑖𝜇𝛾1𝛽𝑖 + 2(2𝛽)
1
2

4∑︁
𝑖=0

23𝑖𝜇𝛾2𝛽𝑖
)︂
,

𝜌4 = min{𝜌1, 𝜌2, 𝜌3}, 𝜌2 =
1

4 5
√︀

(𝑀 + 1)2
(из [14]), 𝜌3 =

1

8(𝑀 +Δ𝑀 + 1)2
,

𝛽 =

{︂
|𝑧 − 𝑧*|, 𝑧 ∈ (6),
Δ𝑧*, 𝑧 ∈ (7), 𝜇 =𝑀 +Δ𝑀 + 1, 𝜂 =

{︂
𝑖+ 1, 𝑖 = 0, 1, 2, 3, 4,
8− 𝑖+ 1, 𝑖 = 5, 6, 7, 8,

𝛾1 =

{︂
0, 𝑖 = 0, 1, 2,
1, 𝑖 = 3, 4,

𝛾2 =

{︂
0, 𝑖 = 0, 1,
1, 𝑖 = 2, 3, 4,

𝑀 = max
{︁
|�̃�|, sup

𝑛

|𝑟(𝑛)(𝑧*)|
𝑛!

}︁
,

Δ𝑀 = max
{︁
sup
𝑛,𝐺

|𝑟(𝑛+1)(𝑧)|
𝑛!

Δ𝑧*,Δ𝑧*,Δ�̃�
}︁
, 𝐺 = {𝑧 : |𝑧 − 𝑧*| 6 Δ𝑧*},

𝑛 = 0, 1, 2, . . . ; 𝛼 — параметр, зависящий от условий (2).

До к а з ат е л ь ств о. На основании классического подхода в оценке по-
лучаем

Δ𝑦𝑁 (𝑧) = |𝑦(𝑧)− 𝑦𝑁 (𝑧)| 6 |𝑦(𝑧)− 𝑦(𝑧)|+ |𝑦(𝑧)− 𝑦𝑁 (𝑧)|.

Вначале рассмотрим |𝑦(𝑧)− 𝑦(𝑧)|:

|𝑦(𝑧)− 𝑦(𝑧)| 6
⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧*)
𝑛−1
2 −

∞∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧*)
𝑛−1
2

⃒⃒⃒⃒
6

6

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧*)
𝑛−1
2 −

∞∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧*)
𝑛−1
2 +
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+

∞∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧*)
𝑛−1
2 +

∞∑︁
𝑛=0

𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧*)
𝑛−1
2

⃒⃒⃒⃒
6

6

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑛=0

Δ𝐶𝑛(𝑧 − 𝑧*)
𝑛−1
2

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒ ∞∑︁
𝑛=0

Δ𝐶𝑛

(︁
(𝑧 − 𝑧*)

𝑛−1
2 − (𝑧 − 𝑧*)

𝑛−1
2

)︁⃒⃒⃒⃒
6

6
∞∑︁
𝑛=0

Δ𝐶𝑛

⃒⃒⃒
(|𝑧 − 𝑧*|+Δ𝑧*)

𝑛−1
2

⃒⃒⃒
+

∞∑︁
𝑛=0

|𝐶𝑛|
⃒⃒⃒
(𝑧 − 𝑧*)

𝑛−1
2 − (𝑧 − 𝑧*)

𝑛−1
2

⃒⃒⃒
.

Затем рассмотрим

∞∑︁
𝑛=0

|𝐶𝑛|
⃒⃒⃒
(𝑧 − 𝑧*)

𝑛−1
2 − (𝑧 − 𝑧*)

𝑛−1
2

⃒⃒⃒
.

Принимая во внимание условие |𝑧*| 6 |𝑧*| < |𝑧| и |𝐶0| = |𝐶0| = 4
√︀

3/4 при
𝑛 = 0, имеем

|𝐶0|
⃒⃒⃒
(𝑧 − 𝑧*)−

1
2 − (𝑧 − 𝑧*)−

1
2

⃒⃒⃒
6

Δ𝑧*

|𝑧 − 𝑧*|
4

√︂
3

4
.

Учитывая, как выше было отмечено, что [14]

|𝐶1| = |𝐶1| = |𝐶2| = |𝐶2| = |𝐶3| = |𝐶3| = |𝐶4| = |𝐶4| = 0,

получаем

|𝑦(𝑧)− 𝑦(𝑧)| 6 Δ𝑧*

|𝑧 − 𝑧*|
4

√︂
3

4
+

∞∑︁
𝑛=5

|𝐶𝑛|
⃒⃒⃒
(𝑧 − 𝑧*)

𝑛−1
2 − (𝑧 − 𝑧*)

𝑛−1
2

⃒⃒⃒
+

+

∞∑︁
𝑛=5

Δ𝐶𝑛

⃒⃒⃒(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀𝑛−1
2

⃒⃒⃒
.

Для 𝑛 = 5, 6, 7, . . . упростим выражение:⃒⃒⃒
(𝑧 − 𝑧*)

𝑛−1
2 − (𝑧 − 𝑧*)

𝑛−1
2

⃒⃒⃒
6
⃒⃒⃒(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀𝑛−1
2 − (𝑧 − 𝑧*)

𝑛−1
2

⃒⃒⃒
6

6
⃒⃒⃒
Δ𝑧*

(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀𝑛−2
2

⃒⃒⃒
.

Тогда для оценки приближенного решения (5) получаем

|𝑦(𝑧)− 𝑦𝑁 (𝑧)| 6 Δ𝑧*

|𝑧 − 𝑧*|
4

√︂
3

4
+

∞∑︁
𝑛=𝑁+1

|𝐶𝑛||𝑧 − 𝑧*|
𝑛−1
2 +

+
∞∑︁
𝑛=5

|𝐶𝑛|
⃒⃒⃒
Δ𝑧*

(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀𝑛−2
2

⃒⃒⃒
+
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+

∞∑︁
𝑛=5

|Δ𝐶𝑛|
⃒⃒⃒(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀𝑛−1
2

⃒⃒⃒
= Δ0 +Δ1 +Δ2 +Δ3,

где |𝐶𝑛 − 𝐶𝑛| = Δ𝐶𝑛. Из последнего следует

Δ0 =
Δ𝑧*

|𝑧 − 𝑧*|
4

√︂
3

4
.

Выражение для Δ1 следует из теоремы 2 работы [14].
Проведем оценку для Δ2. Учитывая структуру ряда (5), проведем сумми-

рование целых и дробных степеней раздельно при условии, что Δ𝑧* 6 |𝑧−𝑧*|:

Δ2 =

∞∑︁
𝑛=5

|𝐶𝑛|
⃒⃒⃒
Δ𝑧*

(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀𝑛−2
2

⃒⃒⃒
=

=
∞∑︁
𝑛=3

|𝐶2𝑛−1|
⃒⃒⃒
Δ𝑧*

(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀ 2𝑛−3
2

⃒⃒⃒
+

+

∞∑︁
𝑛=3

|𝐶2𝑛|
⃒⃒⃒
Δ𝑧*

(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀𝑛−1
⃒⃒⃒
= Δ2,1 +Δ2,2.

Принимая во внимание закономерность оценок коэффициентов 𝐶𝑛 [14]:

|𝐶5𝑛| 6
25𝑛(𝑀 + 1)𝑛

(5𝑛+ 2)(5𝑛− 6)
, |𝐶5𝑛+1| 6

25𝑛+1(𝑀 + 1)𝑛

(5𝑛+ 3)(5𝑛− 5)
,

|𝐶5𝑛+2| 6
25𝑛+2(𝑀 + 1)𝑛

(5𝑛+ 4)(5𝑛− 4)
, |𝐶5𝑛+3| 6

25𝑛+3(𝑀 + 1)𝑛

(5𝑛+ 5)(5𝑛− 3)
,

|𝐶5𝑛+4| 6
25𝑛+4(𝑀 + 1)𝑛

(5𝑛+ 6)(5𝑛− 2)
,

получаем для Δ2,1:

Δ2,1 =

∞∑︁
𝑛=3

|𝐶2𝑛−1|
⃒⃒⃒
Δ𝑧*

(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀ 2𝑛−3
2

⃒⃒⃒
=

=
∞∑︁
𝑘=1

|𝐶10𝑘−5|
⃒⃒⃒
Δ𝑧*

(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀ 10𝑘−7
2

⃒⃒⃒
+

+

∞∑︁
𝑘=1

|𝐶10𝑘−3|
⃒⃒⃒
Δ𝑧*

(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀ 10𝑘−5
2

⃒⃒⃒
+

+

∞∑︁
𝑘=1

|𝐶10𝑘−1|
⃒⃒⃒
Δ𝑧*

(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀ 10𝑘−3
2

⃒⃒⃒
+

+

∞∑︁
𝑘=1

|𝐶10𝑘+1|
⃒⃒⃒
Δ𝑧*

(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀ 10𝑘−1
2

⃒⃒⃒
+
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+

∞∑︁
𝑘=1

|𝐶10𝑘+3|
⃒⃒⃒
Δ𝑧*

(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀ 10𝑘+1
2

⃒⃒⃒
=

=
4∑︁

𝑖=0

∞∑︁
𝑘=1

|𝐶10𝑘−5+2𝑖|
⃒⃒⃒
Δ𝑧*

(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀ 10𝑘−7+2𝑖
2

⃒⃒⃒
6

6
25Δ𝑧*𝑀(𝑀 + 1)|𝑧 − 𝑧*|

3
2

1− 210(𝑀 + 1)2|𝑧 − 𝑧*|5
4∑︁

𝑖=0

22𝑖(𝑀 + 1)𝑖|𝑧 − 𝑧*|𝑖

при условии |𝑧−𝑧*| < 𝜌2, 𝜌2 = 1/(4 5
√︀

(𝑀 + 1)2) из [14]. Аналогичным образом
получаем оценку для Δ2,2:

Δ2,2 6
25Δ𝑧*𝑀(𝑀 + 1)|𝑧 − 𝑧*|2

1− 210(𝑀 + 1)2|𝑧 − 𝑧*|5
4∑︁

𝑖=0

22𝑖(𝑀 + 1)𝑖|𝑧 − 𝑧*|𝑖.

Рассмотрим случай |𝑧 − 𝑧*| < Δ𝑧*, тогда

Δ2,1 6
25𝑀(𝑀 + 1)(Δ𝑧*)

5
2

1− 210(𝑀 + 1)2(Δ𝑧*)5

4∑︁
𝑖=0

22𝑖(𝑀 + 1)𝑖(Δ𝑧*)𝑖.

И для Δ2,2 получим соответственно оценку

Δ2,2 6
25𝑀(𝑀 + 1)(Δ𝑧*)3

1− 210(𝑀 + 1)2(Δ𝑧*)5

4∑︁
𝑖=0

22𝑖(𝑀 + 1)𝑖(Δ𝑧*)𝑖.

Перейдем к оценке Δ3. Из гипотез оценок для Δ𝐶𝑛:

Δ𝐶5𝑛 6
25𝑛Δ𝑀(𝑀 +Δ𝑀 + 1)𝑛

(5𝑛+ 2)(5𝑛− 6)
, Δ𝐶5𝑛+1 6

25𝑛+1Δ𝑀(𝑀 +Δ𝑀 + 1)𝑛

(5𝑛+ 3)(5𝑛− 4)
,

Δ𝐶5𝑛+2 6
25𝑛+2Δ𝑀(𝑀 +Δ𝑀 + 1)𝑛

(5𝑛+ 4)(5𝑛− 4)
, Δ𝐶5𝑛+3 6

25𝑛+3Δ𝑀(𝑀 +Δ𝑀 + 1)𝑛

(5𝑛+ 5)(5𝑛− 3)
,

Δ𝐶5𝑛+4 6
25𝑛+4Δ𝑀(𝑀 +Δ𝑀 + 1)𝑛

(5𝑛+ 6)(5𝑛− 2)
,

где

𝑀 = max
{︁
|�̃�|, sup

𝑛

|𝑟(𝑛)(𝑧*)|
𝑛!

}︁
, Δ𝑀 = max

{︁
sup
𝑛,𝐺

|𝑟(𝑛+1)(𝑧)|
𝑛!

Δ𝑧*,Δ𝑧*,Δ�̃�
}︁
,

𝐺 = {𝑧 : |𝑧 − 𝑧*| 6 Δ𝑧*}, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Докажем оценку для Δ𝐶5𝑛 в случае 𝑁 + 1 = 5(2𝑛+ 1):

Δ𝐶10𝑛+5 = |𝐶10𝑛+5 − 𝐶10𝑛+5| 6
1

(10𝑛+ 7)(10𝑛− 1)
×
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×

⃒⃒⃒⃒
⃒
10𝑛+3∑︁
𝑖=0

(︃
10𝑛+3−𝑖∑︁

𝑗=0

(︂10𝑛+3−𝑖−𝑗∑︁
𝑚=0

𝐶10𝑛+3−𝑖−𝑗−𝑚𝐶𝑚

)︂(︂ 𝑗∑︁
𝑙=0

𝐶𝑗−𝑙𝐶𝑙

)︂)︃
𝐶𝑖 +𝐵10𝑛+3−

−
10𝑛+3∑︁
𝑖=0

(︃
10𝑛+3−𝑖∑︁

𝑗=0

(︂10𝑛+3−𝑖−𝑗∑︁
𝑚=0

𝐶10𝑛+3−𝑖−𝑗−𝑚𝐶𝑚

)︂(︂ 𝑗∑︁
𝑙=0

𝐶𝑗−𝑙𝐶𝑙

)︂)︃
𝐶𝑖 −𝐵10𝑛+3

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

=
1

(10𝑛+ 7)(10𝑛− 1)
×

×

⃒⃒⃒⃒
⃒
10𝑛+3∑︁
𝑖=0

(︃
10𝑛+3−𝑖∑︁

𝑗=0

(︂10𝑛+3−𝑖−𝑗∑︁
𝑚=0

(𝐶10𝑛+3−𝑖−𝑗−𝑚 +Δ𝐶10𝑛+3−𝑖−𝑗−𝑚)(𝐶𝑚 +Δ𝐶𝑚)

)︂
×

×
(︂ 𝑗∑︁

𝑙=0

(𝐶𝑗−𝑙 +Δ𝐶𝑗−𝑙)(𝐶𝑙 +Δ𝐶𝑙)

)︂)︃
(𝐶𝑖 +Δ𝐶𝑖)−

−
10𝑛+3∑︁
𝑖=0

(︃
10𝑛+3−𝑖∑︁

𝑗=0

(︂10𝑛+3−𝑖−𝑗∑︁
𝑚=0

𝐶10𝑛+3−𝑖−𝑗−𝑚𝐶𝑚

)︂(︂ 𝑗∑︁
𝑙=0

𝐶𝑗−𝑙𝐶𝑙

)︂)︃
𝐶𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒.

Выполнив в последнем соотношении ряд преобразований, с учетом оценок
для коэффициентов 𝐶𝑛, полученных в работе [14], и предполагаемых оценок
для Δ𝐶𝑛 в конечном итоге получаем

Δ𝐶10𝑛+5 6
210𝑛+5Δ𝑀(𝑀 +Δ𝑀 + 1)2𝑛+1

|(10𝑛+ 7)(10𝑛− 1)|
.

Аналогичные выражения получим и в случаях 𝑁+1 = 5𝑛+1, 𝑁+1 = 5𝑛+2,
𝑁+1 = 5𝑛+3 и 𝑁+1 = 5𝑛+4. Таким образом, убеждаемся в справедливости
оценки

Δ𝐶𝑛+1 6
2𝑛+1Δ𝑀(𝑀 +Δ𝑀 + 1)[

𝑛+1
5 ]

(𝑛+ 3)(𝑛− 5)
.

В выражении Δ3 повторим суммирование по целым и дробным степеням:

Δ3 =

∞∑︁
𝑛=5

|Δ𝐶𝑛|
⃒⃒⃒(︀
(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*

)︀𝑛−1
2

⃒⃒⃒
=

=

∞∑︁
𝑛=3

Δ𝐶2𝑛−1|(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*|𝑛−1 +

∞∑︁
𝑛=3

Δ𝐶2𝑛|(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*|
2𝑛−1

2 =

=
4∑︁

𝑡=0

∞∑︁
𝑘=1

Δ𝐶10𝑘−5+2𝑡|(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*|5𝑘−3+𝑡+

+
4∑︁

𝑡=0

∞∑︁
𝑘=1

Δ𝐶10𝑘−4+2𝑡|(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*|
10𝑘−5+2𝑡

2 6

6
4∑︁

𝑡=0

∞∑︁
𝑘=1

210𝑘−5+2𝑡Δ𝑀(𝑀 +Δ𝑀 + 1)[
10𝑘−5+2𝑡

5 ]

(10𝑘 − 3 + 2𝑡)(10𝑘 − 11 + 2𝑡)
|(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*|5𝑘−3+𝑡+
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+
4∑︁

𝑡=0

∞∑︁
𝑘=1

210𝑘−4+2𝑡Δ𝑀(𝑀 +Δ𝑀 + 1)[
10𝑘−4+2𝑡

5 ]

(10𝑘 − 2 + 2𝑡)(10𝑘 − 10 + 2𝑡)
|(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*|

10𝑘−5+2𝑡
2 =

=
4∑︁

𝑡=0

22𝑡−5Δ𝑀

(︂ ∞∑︁
𝑘=1

210𝑘(𝑀 +Δ𝑀 + 1)[
10𝑘−5+2𝑡

5 ]

(10𝑘 − 3 + 2𝑡)(10𝑘 − 11 + 2𝑡)
|(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*|5𝑘−3+𝑡+

+
∞∑︁
𝑘=1

210𝑘+1(𝑀 +Δ𝑀 + 1)[
10𝑘−4+2𝑡

5 ]

(10𝑘 − 2 + 2𝑡)(10𝑘 − 10 + 2𝑡)
|(𝑧 − 𝑧*) + Δ𝑧*|

10𝑘−5+2𝑡
2

)︂
6

6
27Δ𝑀𝜇𝛽2

1− 215𝜇2𝛽5

(︂ 4∑︁
𝑖=0

23𝑖𝜇𝛾1𝛽𝑖 + 2(2𝛽)
1
2

4∑︁
𝑖=0

23𝑖𝜇𝛾2𝛽𝑖
)︂
,

где

𝛽 =

{︂
|𝑧 − 𝑧*|, 𝑧 ∈ (6),
Δ𝑧*, 𝑧 ∈ (7), 𝜇 =𝑀 +Δ𝑀 + 1,

𝛾1 =

{︂
0, 𝑖 = 0, 1, 2,
1, 𝑖 = 3, 4,

𝛾2 =

{︂
0, 𝑖 = 0, 1,
1, 𝑖 = 2, 3, 4.

Оценка для выражения Δ3 справедлива в области |𝑧−𝑧*| < 𝜌3, 𝜌3 = 1/[8(𝑀+
+Δ𝑀 + 1)2].

В ходе преобразований при получении оценки для погрешности прибли-
женного решения (5) получаем области

{𝑧 : |𝑧| > |𝑧*|+Δ𝑧*} ∩ {𝑧 : |𝑧 − 𝑧*| < 𝜌4},

{𝑧 : |𝑧*| < |𝑧| 6 |𝑧*|+Δ𝑧*} ∩ {𝑧 : |𝑧 − 𝑧*| < 𝜌4},
при этом |𝑧* − 𝑧*| 6 Δ𝑧* и 𝜌4 = min{𝜌1, 𝜌2, 𝜌3}. �

Следствие. Теорема справедлива в вещественной области, если комплекс-
ную переменную 𝑧 заменить на вещественную переменную 𝑥. В п. 1 изме-
нение на 𝑟(𝑥) ∈ 𝐶∞, в п. 3 — на 𝑥* < �̃�*. Область (6) будет иметь вид
�̃�* < 𝑥 < �̃�* +Δ�̃�*, а (7) — �̃�* +Δ�̃�* < 𝑥 < �̃�* + 𝜌4.

3. Пример. Найдем приближенное решение задачи (1), (2) в окрестности
подвижной особой точки 𝑧* в случае 𝑟(𝑧) = 0 при начальных данных

𝑦
(︁1
2
+

1

2
𝑖
)︁
= −1 + 𝑖, 𝑦′

(︁1
2
+

1

2
𝑖
)︁
= − 2√

3
+

2√
3
𝑖.

Величина возмущения не превышает 𝜀 = 0.5 · 10−5 и 𝛼 = �̃� = 0, Δ�̃� = 0, так
как в нашем случае точное решение совпадает по структуре с приближенным.
Точное решение

𝑦 =

⎯⎸⎸⎷ √
3

2𝑧 − 1−
(︀
1 +

√
3
2

)︀
𝑖
.

Найдем радиус окрестности подвижной особой точки: 𝜌4 ≈ 0.1247503745.
Точное значение подвижной особой точки

𝑧* =
1

2
+

2 +
√
3

4
𝑖, Δ𝑧* = 0.000003, 𝑧* = 0.5000021213 + 0.9330148232𝑖.
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Выберем значение аргумента

𝑧 = 0.5848549351 + 1.0178676370𝑖 ∈ |𝑧 − 𝑧*| < 𝜌4.

Применяя (5), 𝑁 = 9, вычислим приближенное значение решения при задан-
ном значении аргумента:

𝑧 = 0.5848549351 + 1.0178676370𝑖;
𝑦 = 2.4819018915− 1.0280374240𝑖;
𝑦9 = 2.4819310056− 1.0280456659𝑖;
Δ𝑦 = 3.0258 · 10−5;
Δ𝑦9 = 0.001366;
Δ1𝑦 = 0.00005.

Здесь 𝑦 — значение точного решения; 𝑦9 — приближенное решение (5); Δ𝑦 —
абсолютная погрешность приближенного решения 𝑦9; Δ𝑦9 — оценка погреш-
ности приближенного решения, полученная по теореме; Δ1𝑦 — апостериорная
оценка погрешности.

Решением обратной задачи теории погрешности для 𝜀 = 5 ·10−5 получаем
𝑁 = 19, но с учетом того, что для номеров 𝑛 = 10, 11, . . . , 19 коэффициенты
𝐶𝑛 = 0, в структуре приближенного решения можем ограничиться значе-
нием 𝑁 = 9, при котором приближенное решение будет иметь погрешность
𝜀 = 5 · 10−5.

Выводы. В статье сформулирована и доказана теорема, отражающая
влияние возмущения подвижной особой точки на приближенное решение од-
ного класса нелинейных дифференциальных уравнений второго порядка в ок-
рестности подвижной особой точки в комплексной области, определяемой со-
отношениями (6) и (7) при направлении движения по лучу к началу коор-
динат. Теорема справедлива и в вещественной области при соответствующих
изменениях, указанных в следствии. Для оптимизации структуры прибли-
женного решения была использована апостериорная оценка погрешности.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
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Abstract
In previous research the authors have implemented the investigation

of one class of nonlinear differential equations of the second order in the
neighborhood of variable exceptional point. The authors have proven the
following: the existence of variable exceptional point, theorem of the exis-
tence and uniqueness of solution in the neighborhood of variable exceptional
point. The analytical approximated solution in the neighborhood of vari-
able exceptional point was built. The authors researched the influence of
disturbance of variable exceptional point on an approximated solution. The
results obtained for the real domain have been extended to the complex
domain |𝑧| < |𝑧*| 6 |𝑧*|, where 𝑧* is precise value of variable exceptional
point, 𝑧* is approximate value of variable exceptional point. In the present
paper, the authors have carried out the investigation of analytical approxi-
mate solution of the influence of disturbance of variable exceptional point in
the domain |𝑧| > |𝑧*| > |𝑧*|, giving special attention to change of direction
of movement along the beam towards the origin of coordinates of a complex
domain. These researches are actual due to the variable exceptional point
pattern (even fractional degree of critical pole). The received results are ac-
companied by the numerical experiment and complete the investigation of
analytical approximated solution of the considered class of nonlinear differ-
ential equations in the neighborhood of variable exceptional point depending
on the direction of movement along the beam in a complex domain.

Keywords: movable singular point, nonlinear differential equation, analyt-
ical approximate solution, neighborhood of variable exceptional point, com-
plex domain, a posteriori estimate.
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