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Аннотация

Рассмотрена система с повторными вызовами (RQ-система), на вход
которой поступает простейший поток с заданной интенсивностью. Если
в момент обращения заявки прибор занят, то происходит вытеснение за-
явки, стоящей на приборе. Заявка, не успевшая успешно обслужиться,
переходит на орбиту, чтобы после случайной экспоненциальной задерж-
ки вновь обратиться к прибору для обслуживания. Дообслуживание за-
явки подразумевает, что в момент обращения с орбиты к прибору заявка
встает на ту фазу обслуживания, с которой была прервана. Показано,
что асимптотическая характеристическая функция числа заявок на ор-
бите и состояний прибора сходится к трехмерному гауссовскому распре-
делению. Для данного распределения получен вектор средних значений
и матрица ковариаций. Найдено стационарное распределение вероятно-
стей состояний прибора.
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На з а р о в А. А., И зм а й л о в а Я. Е.

Введение. В последние годы активно развивается изучение систем мас-
сового обслуживания с повторами (RQ-системы). Это связано с их широким
применением в различных областях: в системах телефонной коммутации, те-
лекоммуникационных и компьютерных сетях. Ярким примером является те-
лефонная связь. Телефонный абонент, требующий соединения и получивший
сигнал «занято», будет повторять попытки до тех пор, пока не получит со-
единения.

Системы с повторами характеризуются тем, что заявки, прибывшие в си-
стему и по каким-то причинам не получившие полного обслуживания, уходят
в зону ожидания, называемую орбитой, и через некоторое случайное время
повторяют попытку обслужиться. С целью изучения литературы по повтор-
ным очередям можно обратиться, например, к работам [1–3].

В [4] изучена система с повторными попытками, при которых прибор мо-
жет предоставить дополнительную вторую фазу обслуживания. Эта модель
обобщает как классическую систему с повторами, так и очередь с класси-
ческой линией ожидания. K. Deka [5] изучил ненадежный сервер с двумя
фазами обслуживания и повторными попытками. J.C. Ke и G. Choudhury [6]
рассматривали систему с повторами, двумя фазами обслуживания, поломкой
и ремонтом прибора. Также RQ-системы, в которых обслуживание осуществ-
лялось в несколько фаз, изучены в работах [7, 8].

Для того чтобы предложить различное качество обслуживания для раз-
личных клиентов, мы часто устанавливаем приоритеты (то есть каким-то об-
разом вытесняем клиентов) в системе массового обслуживания. Это явление
распространено на практике. В работе [9] рассматривается система с повтор-
ной очередью, в которой приоритетом обладают только первичные заявки, то
есть вытеснять в момент прихода они могут только вторичные заявки, кото-
рые обращались к прибору с орбиты. Были найдены стационарное состояние
и основные показатели работоспособности системы. В [10] также рассмат-
ривают приоритетную систему, но приоритетом обладают вторичные заявки;
в системе присутствует выталкивающий механизм для приоритетных заявок.
Работы [11–16] также посвящены приоритетным системам.

В указанных исследованиях не учитывается тот факт, что после прерыва-
ния обслуживания не запоминается момент, с которого было прервано обслу-
живание, и оно начинается заново. В работе [17] показано, что при некоторых
даже сколь угодно малых значениях интенсивности входящего потока стаци-
онарного режима не существует, в то время как при других параметрах этой
же RQ-системы стационарный режим существует всегда при конечных значе-
ниях интенсивности входящего потока. В данной работе рассмотрим систему
с повторами, где запоминается фаза, на которой прервали обслуживание,
и дообслуживание начинается именно с нее.

1. Математическая модель и постановка задачи. Рассмотрим си-
стему массового обслуживания с повторами (рис. 1). На вход поступает про-
стейший поток заявок с интенсивностью 𝜆. Пришедшая заявка начинает об-
служиваться на первой фазе обслуживания прибора. Время обслуживания
распределено экспоненциально с параметрами 𝜇1, 𝜇2, 𝜇3 для каждой из фаз
соответственно. После успешного окончания обслуживания на первой фазе
заявка мгновенно переходит для обслуживания на вторую, после второй —
на третью и затем покидает систему. Если в момент прихода заявка обнару-
живает прибор занятым, то она вытесняет заявку, стоящую на обслуживании,
и занимает его. Вытесненная заявка переходит на орбиту, разделенную на три
зоны. В первую зону переходят заявки с первой фазы обслуживания и воз-
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Рис. 1. Система с повторными вызова-
ми, вытеснением заявок и трехфазным

пофазовым дообслуживанием
[Figure 1. Retrial queueing system with
exclusion of customers and three-phase

phased by follow-up]

вращаются на дообслуживание на первую фазу, со второй зоны переходят
заявки со второй фазы обслуживания и возвращаются на дообслуживание
на вторую фазу, с третьей зоны — на третью. После экспоненциально рас-
пределенного времени задержки заявок на орбите с параметрами 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3
для соответствующих зон заявки вновь встают на прибор для обслуживания.
При обращении из орбиты происходит аналогичное вытеснение по тому же
закону, что и для вновь прибывших в систему заявок.

Обозначим состояния прибора в момент времени 𝑡 следующим образом:

𝑘(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, если прибор пуст,
1, если прибор занят обслуживанием заявки на первой фазе,
2, если прибор занят обслуживанием заявки на второй фазе,
3, если прибор занят обслуживанием заявки на третьей фазе.

Пусть 𝑃𝑘(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) = 𝑃{𝑘(𝑡) = 𝑘, 𝑖1(𝑡) = 𝑖1, 𝑖2(𝑡) = 𝑖2, 𝑖3(𝑡) = 𝑖3}, 𝑖𝑚 > 0,
𝑚 = 1, 3, 𝑘 = 0, 3— стационарное распределение вероятностей чисел заявок
на орбите, где 𝑖1(𝑡), 𝑖2(𝑡), 𝑖3(𝑡)— число заявок на орбите в первой, второй
и третьей зонах соответственно; 𝑅𝑘 = 𝑃{𝑘(𝑡) = 𝑘}— стационарное распреде-
ление вероятностей состояний прибора.

Ставится задача исследования системы с повторами, вытеснением заявок
и пофазовым трехфазным дообслуживанием, а именно задача нахождения
стационарного распределения вероятностей состояний прибора и нахождения
асимптотической характеристической функции числа заявок на орбите.

2. Система уравнений Колмогорова. Для распределения вероятно-
стей 𝑃𝑘(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3), 𝑘 = 0, 3, чисел заявок на орбите составим однородную си-
стему с бесконечным числом линейных алгебраических уравнений Колмого-
рова:

−(𝜆+ 𝑖1𝜎1 + 𝑖2𝜎2 + 𝑖3𝜎3)𝑃0(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) + 𝜇3𝑃3(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) = 0,

−(𝜆+ 𝜇1 + 𝑖2𝜎2 + 𝑖3𝜎3)𝑃1(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) + 𝜆𝑃0(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) + 𝜆𝑃1(𝑖1 − 1, 𝑖2, 𝑖3)+
+𝜆𝑃2(𝑖1, 𝑖2 − 1, 𝑖3) + 𝜆𝑃3(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 − 1) + (𝑖1 + 1)𝜎1𝑃0(𝑖1 + 1, 𝑖2, 𝑖3)+
+(𝑖1 + 1)𝜎1𝑃2(𝑖1 + 1, 𝑖2 − 1, 𝑖3) + (𝑖1 + 1)𝜎1𝑃3(𝑖1 + 1, 𝑖2, 𝑖3 − 1) = 0,

−(𝜆+ 𝜇2 + 𝑖1𝜎1 + 𝑖3𝜎3)𝑃2(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) + 𝜇1𝑃1(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3)+
+(𝑖2 + 1)𝜎2𝑃0(𝑖1, 𝑖2 + 1, 𝑖3) + (𝑖2 + 1)𝜎2𝑃1(𝑖1 − 1, 𝑖2 + 1, 𝑖3)+

+(𝑖2 + 1)𝜎2𝑃3(𝑖1, 𝑖2 + 1, 𝑖3 − 1) = 0,

−(𝜆+ 𝜇3 + 𝑖1𝜎1 + 𝑖2𝜎2)𝑃3(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3) + 𝜇2𝑃2(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3)+
+(𝑖3 + 1)𝜎3𝑃0(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3 + 1) + (𝑖3 + 1)𝜎3𝑃1(𝑖1 − 1, 𝑖2, 𝑖3 + 1)+

+(𝑖3 + 1)𝜎3𝑃2(𝑖1, 𝑖2 − 1, 𝑖3 + 1) = 0.

(1)

Домножим правую и левую части системы (1) на величину 𝑒𝑗𝑢1𝑖1+𝑗𝑢2𝑖2+𝑗𝑢3𝑖3

и просуммируем по всем 𝑖𝑚,𝑚 = 1, 3, где 𝑗 =
√
−1 – мнимая единица.
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Введем функции следующего вида:

𝐻𝑘 = 𝐻𝑘(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) =
∞∑︁

𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

∞∑︁
𝑖3=0

𝑒𝑗𝑢1𝑖1+𝑗𝑢2𝑖2+𝑗𝑢3𝑖3𝑃𝑘(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3), 𝑘 = 0, 3. (2)

Данная функция является частичной характеристической функцией.
Учитывая, что

𝜕𝐻𝑘

𝜕𝑢𝑚
=
𝜕𝐻𝑘(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)

𝜕𝑢𝑚
=

∞∑︁
𝑖1=0

∞∑︁
𝑖2=0

∞∑︁
𝑖3=0

𝑗𝑖𝑚𝑒
𝑗𝑢1𝑖1+𝑗𝑢2𝑖2+𝑗𝑢3𝑖3𝑃𝑘(𝑖1, 𝑖2, 𝑖3),

𝑘 = 0, 3,𝑚 = 1, 3, из системы (1) следует, что для функций вида (2) уравнения
Колмогорова имеют вид

𝑗𝜎1
𝜕𝐻0

𝜕𝑢1
+ 𝑗𝜎2

𝜕𝐻0

𝜕𝑢2
+ 𝑗𝜎3

𝜕𝐻0

𝜕𝑢3
+ 𝜇3𝐻3 − 𝜆𝐻0 = 0,

−𝜆𝐻1 − 𝜇1𝐻1 + 𝜆𝐻0 + 𝜆𝑒𝑗𝑢1𝐻1 + 𝜆𝑒𝑗𝑢2𝐻2 + 𝜆𝑒𝑗𝑢3𝐻3 + 𝑗𝜎3
𝜕𝐻1

𝜕𝑢3
−

−𝑗𝜎1𝑒−𝑗𝑢1
𝜕𝐻0

𝜕𝑢1
+ 𝑗𝜎2

𝜕𝐻1

𝜕𝑢2
− 𝑗𝜎1𝑒

−𝑗𝑢1+𝑗𝑢2
𝜕𝐻2

𝜕𝑢1
− 𝑗𝜎1𝑒

−𝑗𝑢1+𝑗𝑢3
𝜕𝐻3

𝜕𝑢1
= 0,

−𝜆𝐻2 − 𝜇2𝐻2 + 𝜇1𝐻1 + 𝑗𝜎1
𝜕𝐻2

𝜕𝑢1
− 𝑗𝜎2𝑒

−𝑗𝑢2
𝜕𝐻0

𝜕𝑢2
+ 𝑗𝜎3

𝜕𝐻2

𝜕𝑢3
−

−𝑗𝜎2𝑒−𝑗𝑢2+𝑗𝑢1
𝜕𝐻1

𝜕𝑢2
− 𝑗𝜎2𝑒

−𝑗𝑢2+𝑗𝑢3
𝜕𝐻3

𝜕𝑢2
= 0,

−𝜆𝐻3 − 𝜇3𝐻3 + 𝜇2𝐻2 + 𝑗𝜎1
𝜕𝐻3

𝜕𝑢1
− 𝑗𝜎3𝑒

−𝑗𝑢3
𝜕𝐻0

𝜕𝑢3
+ 𝑗𝜎2

𝜕𝐻3

𝜕𝑢2
−

−𝑗𝜎3𝑒−𝑗𝑢3+𝑗𝑢1
𝜕𝐻1

𝜕𝑢3
− 𝑗𝜎3𝑒

−𝑗𝑢3+𝑗𝑢2
𝜕𝐻2

𝜕𝑢3
= 0.

(3)

Так как прямое решение системы (3) не представляется возможным, вос-
пользуемся методом асимптотического анализа в предельном условии боль-
шой задержки заявок на орбите, полагая, что 𝜎𝑚 = 𝜎𝛾𝑚, 𝑚 = 1, 2, 3, 𝜎 → 0.

3. Асимптотический анализ. Асимптотический анализ проводится в
два этапа. На первом этапе находятся стационарное распределение вероят-
ностей состояний прибора и асимптотические средние значения числа заявок
в зонах на орбите. На втором этапе находится вид предельной характеристи-
ческой функции, а также параметры полученного распределения вероятно-
стей числа заявок на орбите.

3.1. Асимптотика первого порядка. Введем следующие обозначения: 𝑥1,
𝑥2, 𝑥3 — асимптотические средние значения числа заявок на орбите в первой,
второй, третьей зонах орбиты соответственно.

Теорема 1. Пусть 𝑖1(𝑡), 𝑖2(𝑡), 𝑖3(𝑡)— число заявок в зонах орбиты систе-
мы массового обслуживания с повторами, вытеснением заявок и трехфаз-
ным пофазовым дообслуживанием. Тогда выполняется предельное равенство

lim
𝜎→0

𝑀 [exp{𝑗𝑢1𝜎𝑖1(𝑡) + 𝑗𝑢2𝜎𝑖2(𝑡) + 𝑗𝑢3𝜎𝑖3(𝑡)}] = exp{𝑗𝑢1𝑥1 + 𝑗𝑢2𝑥2 + 𝑗𝑢3𝑥3},
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где 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 имеют вид

𝑥1 =
𝜆𝑅1

𝛾1𝑅0
, 𝑥2 =

𝜆𝑅2

𝛾2𝑅0
, 𝑥3 =

𝜆𝑅3

𝛾3𝑅0
, (4)

а 𝑅𝑘, 𝑘 = 0, 3, определяются равенствами

𝑅1 =
𝜆

𝜇1
, 𝑅2 =

𝜆

𝜇2
, 𝑅3 =

𝜆

𝜇3
, 𝑅0 = 1− 𝜆

𝜇1
− 𝜆

𝜇2
− 𝜆

𝜇3
. (5)

До к а з ат е л ь ств о. В системе уравнений (3) выполним замены

𝜎𝑚 = 𝜎𝛾𝑚, 𝑚 = 1, 2, 3, 𝜎 = 𝜖, 𝑢𝑚 = 𝜖𝑤𝑚;

𝐻𝑘 = 𝐻𝑘(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = 𝐹𝑘(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3, 𝜖) = 𝐹𝑘(𝜖), 𝑘 = 0, 3.

Тогда получаем следующую систему:

𝑗𝛾1
𝜕𝐹0(𝜖)

𝜕𝑤1
+ 𝑗𝛾2

𝜕𝐹0(𝜖)

𝜕𝑤2
+ 𝑗𝛾3

𝜕𝐹0(𝜖)

𝜕𝑤3
+ 𝜇3𝐹3(𝜖)− 𝜆𝐹0(𝜖) = 0,

𝜆𝐹0(𝜖) + (𝜆𝑒𝑗𝜖𝑤1 − 𝜆− 𝜇1)𝐹1(𝜖) + 𝜆𝑒𝑗𝜖𝑤2𝐹2(𝜖) + 𝜆𝑒𝑗𝜖𝑤3𝐹3(𝜖)−

−𝑗𝛾1𝑒−𝑗𝜖𝑤1
𝜕𝐹0(𝜖)

𝜕𝑤1
+ 𝑗𝛾2

𝜕𝐹1(𝜖)

𝜕𝑤2
+ 𝑗𝛾3

𝜕𝐹1(𝜖)

𝜕𝑤3
−

−𝑗𝛾1𝑒𝑗𝜖(𝑤2−𝑤1)𝜕𝐹2(𝜖)

𝜕𝑤1
− 𝑗𝛾1𝑒

𝑗𝜖(𝑤3−𝑤1)𝜕𝐹3(𝜖)

𝜕𝑤1
= 0,

𝜇1𝐹1(𝜖)− (𝜆+ 𝜇2)𝐹2(𝜖)− 𝑗𝛾2𝑒
−𝑗𝜖𝑤2

𝜕𝐹0(𝜖)

𝜕𝑤2
− 𝑗𝛾2𝑒

𝑗𝜖(𝑤1−𝑤2)𝜕𝐹1(𝜖)

𝜕𝑤2
+

+𝑗𝛾1
𝜕𝐹2(𝜖)

𝜕𝑤1
+ 𝑗𝛾3

𝜕𝐹2(𝜖)

𝜕𝑤3
− 𝑗𝛾2𝑒

𝑗𝜖(𝑤3−𝑤2)𝜕𝐹3(𝜖)

𝜕𝑤2
= 0,

𝜇2𝐹2(𝜖)− (𝜆+ 𝜇3)𝐹3(𝜖)− 𝑗𝛾3𝑒
−𝑗𝜖𝑤3

𝜕𝐹0(𝜖)

𝜕𝑤3
− 𝑗𝛾3𝑒

𝑗𝜖(𝑤1−𝑤3)𝜕𝐹1(𝜖)

𝜕𝑤3
+

+𝑗𝛾1
𝜕𝐹3(𝜖)

𝜕𝑤1
+ 𝑗𝛾2

𝜕𝐹3(𝜖)

𝜕𝑤2
− 𝑗𝛾3𝑒

𝑗𝜖(𝑤2−𝑤3)𝜕𝐹2(𝜖)

𝜕𝑤3
= 0.

(6)

В системе (6) выполним предельный переход при 𝜖→ 0 и обозначим

lim
𝜖→0

𝐹𝑘(𝜖) = 𝐹𝑘(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) = 𝐹𝑘. (7)

Функции 𝐹𝑘 будем искать в виде 𝐹𝑘 = 𝑅𝑘Φ(𝑤1, 𝑤2, 𝑤3) = 𝑅𝑘Φ. После всех
замен и предельного перехода из системы (6) получаем

(−𝜆𝑅0 + 𝜇3𝑅3)Φ + 𝑗𝑅0

(︁
𝛾1
𝜕Φ

𝜕𝑤1
+ 𝛾2

𝜕Φ

𝜕𝑤2
+ 𝛾3

𝜕Φ

𝜕𝑤3

)︁
= 0,(︀

𝜆(1−𝑅1)− 𝜇1𝑅1

)︀
Φ− 𝑗𝛾1(1−𝑅1)

𝜕Φ

𝜕𝑤1
+ 𝑗𝛾2𝑅1

𝜕Φ

𝜕𝑤2
+ 𝑗𝛾3𝑅1

𝜕Φ

𝜕𝑤3
= 0,(︀

(−𝜆+ 𝜇2)𝑅2 + 𝜇1𝑅1

)︀
Φ− 𝑗𝛾2(1−𝑅2)

𝜕Φ

𝜕𝑤2
+ 𝑗𝛾1𝑅2

𝜕Φ

𝜕𝑤1
+ 𝑗𝛾3𝑅2

𝜕Φ

𝜕𝑤3
= 0,(︀

(−𝜆+ 𝜇3)𝑅3 + 𝜇2𝑅2

)︀
Φ− 𝑗𝛾3(1−𝑅3)

𝜕Φ

𝜕𝑤3
+ 𝑗𝛾1𝑅3

𝜕Φ

𝜕𝑤1
+ 𝑗𝛾2𝑅3

𝜕Φ

𝜕𝑤2
= 0.
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Левые и правые части уравнений полученной системы разделим на Φ и эту
функцию будем искать в виде

Φ = exp(𝑗𝑤1𝑥1 + 𝑗𝑤2𝑥2 + 𝑗𝑤3𝑥3). (8)

Тогда получаем систему уравнений

−(𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑅0 + 𝜇3𝑅3 = 0,
(𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑅0 − (𝜇1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑅1 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1)(𝑅2 +𝑅3) = 0,

𝛾2𝑥2𝑅0 + (𝜇1 + 𝛾2𝑥2)𝑅1 − (𝜆+ 𝜇2 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3)𝑅2 + 𝛾2𝑥2𝑅3 = 0,
𝛾3𝑥3𝑅0 + 𝛾3𝑥3𝑅1 + (𝜇2 + 𝛾3𝑥3)𝑅2 − (𝜆+ 𝜇3 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2)𝑅3 = 0.

(9)

Просуммируем уравнения системы (6), выполним предельный переход при
𝜖→ 0 и, учитывая (7), (9), получим(︀

−𝛾1𝑥1𝑅0 + (𝜆+ 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑅1 − 𝛾1𝑥1(𝑅2 +𝑅3)
)︀
𝑤1+

+
(︀
−𝛾2𝑥2𝑅0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3)𝑅2 − 𝛾2𝑥2(𝑅1 +𝑅3)

)︀
𝑤2+

+
(︀
−𝛾3𝑥3𝑅0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2)𝑅3 − 𝛾3𝑥3(𝑅1 +𝑅2)

)︀
𝑤3 = 0.

Приравнивая коэффициенты при 𝑤𝑚,𝑚 = 1, 3, к нулю, получим систему

−𝛾1𝑥1𝑅0 + (𝜆+ 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑅1 − 𝛾1𝑥1(𝑅2 +𝑅3) = 0,
−𝛾2𝑥2𝑅0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3)𝑅2 − 𝛾2𝑥2(𝑅1 +𝑅3) = 0,
−𝛾3𝑥3𝑅0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2)𝑅3 − 𝛾3𝑥3(𝑅1 +𝑅2) = 0,

объединяя которую с системой (9) и используя условие нормировки
3∑︀

𝑘=0

𝑅𝑘 = 1,

получаем формулы (4) и (5). �
Таким образом, при малых значениях 𝜎 среднее число заявок на орбите

приближенно равно (𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3)/𝜎.
3.2. Асимптотика второго порядка. Построим гауссовскую аппроксима-

цию числа заявок на орбите.
Пусть

K =

[︃
𝐾11 𝐾12 𝐾13
𝐾21 𝐾22 𝐾23
𝐾31 𝐾32 𝐾33

]︃
— матрица ковариаций.

С учетом того, что 𝐾12 = 𝐾21, 𝐾13 = 𝐾31, 𝐾23 = 𝐾32, запишем вектор k:

k = [ 𝐾11 𝐾12 𝐾13 𝐾22 𝐾23 𝐾33 ] .

Теорема 2. Пусть 𝑖1(𝑡), 𝑖2(𝑡), 𝑖3(𝑡)— число заявок в зонах орбиты систе-
мы массового обслуживания с повторами, вытеснением заявок и трехфаз-
ным пофазовым дообслуживанием. Тогда выполняется предельное равенство

lim
𝜎→0

𝑀

[︂
exp

{︂ 3∑︁
𝜈=1

𝑗𝑢𝜈
√
𝜎
{︁
𝑖𝜈(𝑡)−

𝑥𝜈
𝜎

}︁}︂]︂
= exp

{︂
1

2

3∑︁
𝜈=1

3∑︁
𝜅=1

𝑗𝑢𝜅𝑗𝑢𝜈𝐾𝜅𝜈

}︂
,
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где 𝑥𝜈 , 𝜈 = 1, 3, имеют вид (4), а элементы матрицы ковариаций 𝐾𝜅𝜈 , 𝜈 =
= 1, 3, 𝜅 = 1, 3, находятся из матричного уравнения

kA = C,

в котором элементы матрицы 𝐴𝜅𝜈 , 𝜈 = 1, 6, 𝜅 = 1, 6, имеют вид

𝐴11 = −𝛾1(𝑅0𝑧0 +𝑅2𝑧2 +𝑅3𝑧3) + 𝛾1(1−𝑅1)(1 + 𝑧1),
𝐴21 = 𝛾2𝑅1 + 𝛾2𝑧2(1−𝑅2)− 𝛾2(𝑅0𝑧0 +𝑅1𝑧1 +𝑅3𝑧3),
𝐴31 = 𝛾3𝑧3(1−𝑅3)− 𝛾3(𝑅0𝑧0 +𝑅1𝑧1 +𝑅2𝑧2)− 𝛾3𝑅1,
𝐴22 = 𝛾1𝑅2 + 𝛾1𝑎1(1−𝑅1)− 𝛾1(𝑅0𝑎0 +𝑅2𝑎2 +𝑅3𝑎3),
𝐴42 = −𝛾2(𝑅0𝑎0 +𝑅1𝑎1 +𝑅3𝑎3) + 𝛾2(1−𝑅2)(1 + 𝑎2),
𝐴52 = 𝛾3𝑎3(1−𝑅3)− 𝛾3(𝑅0𝑎0 +𝑅1𝑎1 +𝑅2𝑎2)− 𝛾3𝑅2,
𝐴33 = 𝛾1𝑠1(1−𝑅1)− 𝛾1(𝑅0𝑠0 +𝑅2𝑠2 +𝑅3𝑠3)− 𝛾1𝑅3,
𝐴53 = 𝛾2𝑅3 + 𝛾2𝑠2(1−𝑅2)− 𝛾2(𝑅0𝑠0 +𝑅1𝑠1 +𝑅3𝑠3),
𝐴63 = −𝛾3(𝑅0𝑠0 +𝑅1𝑠1 +𝑅2𝑠2) + 𝛾3(1−𝑅3)(1 + 𝑠3),
𝐴14 = 𝛾1𝑎1(1−𝑅1)− 𝛾1(𝑅0𝑎0 +𝑅2𝑎2 +𝑅3𝑎3)− 𝛾1𝑅2,
𝐴24 = −𝛾1(𝑅0𝑧0 +𝑅2𝑧2 +𝑅3𝑧3) + 𝛾1(1−𝑅1)(1 + 𝑧1)−

−𝛾2(𝑅0𝑎0 +𝑅1𝑎1 +𝑅3𝑎3) + 𝛾2(1−𝑅2)(1 + 𝑎2),
𝐴34 = 𝛾3𝑎3(1−𝑅3)− 𝛾3(𝑅0𝑎0 +𝑅1𝑎1 +𝑅2𝑎2)− 𝛾3𝑅2,
𝐴44 = 𝛾2𝑧2(1−𝑅2)− 𝛾2(𝑅0𝑧0 +𝑅1𝑧1 +𝑅3𝑧3)− 𝛾2𝑅1,
𝐴54 = 𝛾3𝑧3(1−𝑅3)− 𝛾3(𝑅0𝑧0 +𝑅1𝑧1 +𝑅2𝑧2)− 𝛾3𝑅1,
𝐴15 = 𝛾1𝑠1(1−𝑅1)− 𝛾1(𝑅0𝑠0 +𝑅2𝑠2 +𝑅3𝑠3)− 𝛾1𝑅3,
𝐴25 = 𝛾2𝑠2(1−𝑅2)− 𝛾2(𝑅0𝑠0 +𝑅1𝑠1 +𝑅3𝑠3)− 𝛾2𝑅3,
𝐴35 = −𝛾1(𝑅0𝑧0 +𝑅2𝑧2 +𝑅3𝑧3) + 𝛾1(1−𝑅1)(1 + 𝑧1)−

−𝛾3(𝑅0𝑠0 +𝑅1𝑠1 +𝑅2𝑠2) + 𝛾3(1−𝑅3)(1 + 𝑠3),
𝐴55 = 𝛾2𝑧2(1−𝑅2)− 𝛾2(𝑅0𝑧0 +𝑅1𝑧1 +𝑅3𝑧3)− 𝛾2𝑅1,
𝐴65 = 𝛾3𝑧3(1−𝑅3)− 𝛾3(𝑅0𝑧0 +𝑅1𝑧1 +𝑅2𝑧2)− 𝛾3𝑅1,
𝐴26 = 𝛾1𝑠1(1−𝑅1)− 𝛾1(𝑅0𝑠0 +𝑅2𝑠2 +𝑅3𝑠3)− 𝛾1𝑅3,
𝐴36 = 𝛾1𝑎1(1−𝑅1)− 𝛾1(𝑅0𝑎0 +𝑅2𝑎2 +𝑅3𝑎3)− 𝛾1𝑅2,
𝐴46 = 𝛾2𝑠2(1−𝑅2)− 𝛾2(𝑅0𝑠0 +𝑅1𝑠1 +𝑅3𝑠3)− 𝛾2𝑅3,
𝐴56 = −𝛾2(𝑅0𝑎0 +𝑅1𝑎1 +𝑅3𝑎3) + 𝛾2(1−𝑅2)(1 + 𝑎2)−

−𝛾3(𝑅0𝑠0 +𝑅1𝑠1 +𝑅2𝑠2) + 𝛾3(1−𝑅3)(1 + 𝑠3),
𝐴66 = 𝛾3𝑎3(1−𝑅3)− 𝛾3(𝑅0𝑎0 +𝑅1𝑎1 +𝑅2𝑎2)− 𝛾3𝑅2,

𝐴13 = 0, 𝐴12 = 0, 𝐴23 = 0, 𝐴43 = 0, 𝐴41 = 0, 𝐴51 = 0,
𝐴61 = 0, 𝐴32 = 0, 𝐴62 = 0, 𝐴64 = 0, 𝐴45 = 0, 𝐴16 = 0,

а элементы вектора C имеют следующий вид:

𝐶1 =
𝛾1𝑥1
2

(1−𝑅1) + (𝜆+ 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)
𝑅1

2
−

−𝜆𝑅1𝑧1 + 𝛾1𝑥1𝑧1(1−𝑅1)− 𝛾2𝑥2𝑧2𝑅1 − 𝛾3𝑥3𝑧3𝑅1,

𝐶2 =
𝛾2𝑥2
2

(1−𝑅2) + (𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3)
𝑅2

2
−

−𝜆𝑅2𝑎1 + 𝛾2𝑥2𝑎2(1−𝑅2)− 𝛾1𝑥1𝑎1𝑅2 − 𝛾3𝑥3𝑎3𝑅2,

𝐶3 =
𝛾3𝑥3
2

(1−𝑅3) + (𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2)
𝑅3

2
−

−𝜆𝑅3𝑠1 + 𝛾3𝑥3𝑠3(1−𝑅3)− 𝛾1𝑥1𝑠1𝑅3 − 𝛾2𝑥2𝑠2𝑅3,

𝐶4 = −𝛾1𝑥1𝑅2 − 𝛾2𝑥2𝑅1 − 𝜆𝑅1𝑎1 + 𝛾1𝑥1𝑎1(1−𝑅1)− 𝛾2𝑥2𝑅1𝑎2−
−𝛾3𝑥3𝑅1𝑎3 − 𝜆𝑅2𝑧1 − 𝛾1𝑥1𝑅2𝑧1 + 𝛾2𝑥2𝑧2(1−𝑅2)− 𝛾3𝑥3𝑅2𝑧3,
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𝐶5 = −𝛾1𝑥1𝑅3 − 𝛾3𝑥3𝑅1 − 𝜆𝑅1𝑠1 + 𝛾1𝑥1𝑠1(1−𝑅1)− 𝛾2𝑥2𝑅1𝑠2−
−𝛾3𝑥3𝑅1𝑠3 − 𝜆𝑅3𝑧1 − 𝛾1𝑥1𝑅3𝑧1 + 𝛾3𝑥3𝑧3(1−𝑅3)− 𝛾2𝑥2𝑅3𝑧2,

𝐶6 = −𝛾2𝑥2𝑅3 − 𝛾3𝑥3𝑅2 − 𝜆𝑅2𝑠1 + 𝛾2𝑥2𝑠2(1−𝑅2)− 𝛾1𝑥1𝑅2𝑠1−
−𝛾3𝑥3𝑅2𝑠3 − 𝜆𝑅3𝑎1 − 𝛾1𝑥1𝑅3𝑎1 + 𝛾3𝑥3𝑎3(1−𝑅3)− 𝛾2𝑥2𝑅3𝑎2.

Величины 𝑧𝑘, 𝑎𝑘, 𝑠𝑘, 𝑘 = 0, 3, находятся из следующих систем уравнений:
– система для нахождения значений 𝑧𝑘:

−(𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑧0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑧1 + 𝛾2𝑥2𝑧2 + 𝛾3𝑥3𝑧3 = −𝛾1𝑥1,
−(𝜇1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑧1 + (𝜇1 + 𝛾2𝑥2)𝑧2 + 𝛾3𝑥3𝑧3 = 𝜆+ 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3,
(𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑧1 − (𝜆+ 𝜇2 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3)𝑧2 + (𝜇2 + 𝛾3𝑥3)𝑧3 = −𝛾1𝑥1,
𝜇3𝑧0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑧1 + 𝛾2𝑥2𝑧2 − (𝜆+ 𝜇3 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2)𝑧3 = −𝛾1𝑥1;

– система для нахождения значений 𝑎𝑘:

−(𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑎0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑎1 + 𝛾2𝑥2𝑎2 + 𝛾3𝑥3𝑎3 = −𝛾2𝑥2,
−(𝜇1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑎1 + (𝜇1 + 𝛾2𝑥2)𝑎2 + 𝛾3𝑥3𝑎3 = −𝛾2𝑥2,
(𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑎1 − (𝜆+ 𝜇2 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3)𝑎2 + (𝜇2 + 𝛾3𝑥3)𝑎3 = 𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3,
𝜇3𝑎0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑎1 + 𝛾2𝑥2𝑎2 − (𝜆+ 𝜇3 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2)𝑎3 = −𝛾2𝑥2;
– система для нахождения значений 𝑠𝑘:

−(𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑠0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑠1 + 𝛾2𝑥2𝑠2 + 𝛾3𝑥3𝑠3 = −𝛾3𝑥3,
−(𝜇1 + 𝛾2𝑥2 + 𝛾3𝑥3)𝑠1 + (𝜇1 + 𝛾2𝑥2)𝑠2 + 𝛾3𝑥3𝑠3 = −𝛾3𝑥3,
(𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑠1 − (𝜆+ 𝜇2 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾3𝑥3)𝑠2 + (𝜇2 + 𝛾3𝑥3)𝑠3 = −𝛾3𝑥3,
𝜇3𝑠0 + (𝜆+ 𝛾1𝑥1)𝑠1 + 𝛾2𝑥2𝑠2 − (𝜆+ 𝜇3 + 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2)𝑠3 = 𝜆+ 𝛾1𝑥1 + 𝛾2𝑥2.

До к а з ат е л ь ств о этой теоремы проводится аналогично доказатель-
ству теоремы 11 из [18].

Таким образом, асимптотическая характеристическая функция числа за-
явок на орбите в исследуемой RQ-системе является гауссовской:

ℎ(𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) = exp

{︂ 3∑︁
𝜈=1

𝑗𝑢𝜈𝑥𝜈 −
1

2

3∑︁
𝜈=1

3∑︁
𝜅=1

𝑢𝜅𝑢𝜈𝐾𝜅𝜈

}︂
.

4. Численная реализация. Используя формулы, полученные выше для
нахождения параметров гауссовского распределения, построим аппроксима-
цию распределения вероятности суммарного числа заявок на орбите.

Пусть 𝜎1 = 𝜎2 = 𝜎3. Из полученных параметров для трехмерного рас-
пределения вероятностей числа заявок на орбите перейдем к одномерному
нормальному распределению с параметрами

𝑎 =
𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3

𝜎
, 𝑑 =

𝐾11 +𝐾22 +𝐾33 + 2𝐾12 + 2𝐾13 + 2𝐾23

𝜎
.

Положим значения параметров системы следующими:

𝛾1 = 𝛾2 = 𝛾3 = 2, 𝜎 = 0.01, 𝜇1 = 2, 𝜇2 = 3, 𝜇3 = 4, 𝜆 = 0.5.

Отсюда

𝑅0 = 0.458, 𝑅1 = 0.25, 𝑅2 = 0.167, 𝑅3 = 0.125;
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𝑥1 = 0.136, 𝑥2 = 0.091, 𝑥3 = 0.068;

𝐾11 = 0.167, 𝐾12 = 0.035, 𝐾13 = 0.027,

𝐾22 = 0.1, 𝐾23 = 0.017, 𝐾33 = 0.077.

Тогда 𝑎 = 29.5— математическое ожидание, 𝑑 = 50.2— дисперсия.
На рис. 2 представлена аппроксимация распределения вероятностей 𝑃 (𝑖)

числа заявок на орбите, полученная из гауссовского распределения с пара-
метрами 𝑎,

√
𝑑.

Рис. 2. Гауссовская аппроксимация рас-
пределения вероятностей 𝑃 (𝑖) числа за-

явок на орбите
[Figure 2. Gaussian approximation of the
probability distribution 𝑃 (𝑖) of the number

of customers in the orbit]

Заключение. В работе исследована RQ-система с вытеснением заявок
и трехфазным пофазовым дообслуживанием. Для нее получено стационарное
распределение вероятностей состояний прибора. Показано, что характеристи-
ческую функцию числа заявок на орбите можно аппроксимировать нормаль-
ным распределением. Найдены параметры этого распределения.

Вызывает интерес задача более общего плана, то есть система с повторами
и дообслуживанием с произвольным распределением времени обслуживания.
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Abstract

In this paper, we consider a retrial queueing system (RQ-system) which
receives to the input a Poisson flow with a given intensity. If at the time of
customer the server is busy, the displacement of customer standing on the
server takes place. Customers that do not have time to be successfully ser-
viced go into orbit, in order to, after an accidental exponential delay, again
turn to the server for maintenance. It is shown that the limiting charac-
teristic function of the number of customers in the orbit and the states of
the server converges to a three-dimensional Gaussian distribution. The mean
vector and covariance matrix are obtained for this distribution. A stationary
probability distribution of the server states is also found.
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