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Аннотация

Предложены математические модели стохастической динамики раз-
вития однофакторных производственных предприятий за счет внутрен-
них и внешних инвестиций. Сформулированы уравнения баланса для
таких предприятий, описывающие случайные процессы непрерывного
увеличения выпуска продукции и роста факторов производства. Иссле-
довано взаимодействие пропорциональных, прогрессивных и дигрессив-
ных амортизационных отчислений с внутренними и внешними инвести-
циями. Получены уравнения для определения равновесного состояния
работы предприятия и вычислены предельные значения факторов про-
изводства. Рассмотрены случаи стабильного поступательного развития
предприятия, приостановки его работы во время переоснащения произ-
водства и временного кризисного сворачивания производства при замене
оборудования.

Алгоритм численного решения стохастических дифференциальных
уравнений развития предприятий построен в соответствии с методом
Эйлера–Маруямы. Для каждой реализации этого алгоритма строятся
соответствующие стохастические траектории для случайной функции
фактора производства. Разработан вариант метода расчета математиче-
ского ожидания случайной функции фактора производства и получено
для него соответствующее дифференциальное уравнение. Показано, что
численное решение этого уравнения и среднее значение функции факто-
ра производства вычисленное по двумстам реализациям стохастических
траекторий, дают практически одинаковые результаты. Численный ана-
лиз разработанных моделей показал хорошее соответствие известным
статистическим данным работы производственного предприятия.
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Введение. Развитие математических методов расчета и моделирование
показателей стохастической динамики экономического развития производ-
ственных предприятий является одной из актуальных проблем современ-
ной экономической теории, успешное решение которой позволяет адекватно
выполнять экономический анализ деятельности предприятий, вычислять их
предельные производительности ресурсов, прогнозировать выпуск продук-
ции, прибыль и затраты, оценивать эффекты замещения производственных
факторов и т.д.

Применение методов теории случайных функций для построения матема-
тических моделей динамики экономических показателей предприятия позво-
ляет учесть стохастический характер формирования производственных фак-
торов и волатильность выпуска продукции. Кроме того, подобное стохасти-
ческое моделирование помогает учесть особенности нестабильной работы ре-
альных предприятий и существенно обогатить и уточнить имеющиеся анало-
гичные детерминистские модели.

Для построения недетерминированных моделей экономического развития
предприятий широко применяются стохастические дифференциальные урав-
нения, содержащие члены, представляющие собой стандартные винеровские
процессы, отражающие случайные внешние воздействия.

Очевидно, что построение уравнений балансов для процессов роста фак-
торов производства и выпуска продукции производственных предприятий,
учитывающих внешние случайные возмущающие факторы, будет приводить
к существенным отклонениям от аналогичных детерминированных моделей
развития предприятия [1–7].

Основные положения теории стохастических дифференциальных уравне-
ний и методы их исследования подробно изложены в работах [8–12].

Следует отметить, что на практике для исследования стохастических мо-
делей помимо их качественного анализа применяются численные методы ре-
шения стохастических дифференциальных уравнений, с помощью которых
можно рассчитывать реализации случайных процессов, устанавливать диф-
ференциальные уравнения для математических ожиданий рассматриваемых
величин и в некоторых случаях получать точные решения [13–21].

Целью публикуемой работы является разработка новых экономико-мате-
матических моделей стохастической динамики развития производственных
предприятий за счет внутренних и внешних инвестиций.

Особенность этих моделей и их научная новизна заключаются в том, что
они учитывают взаимодействие пропорциональных, прогрессивных и дигрес-
сивных амортизационных отчислений с внутренними и внешними инвестици-
ями и позволяют найти предельные значения факторов производства.

Рассмотрены случаи стабильного поступательного развития предприятия,
приостановки его работы во время переоснащения производства и временного
кризисного сворачивания производства при замене оборудования.
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1. Математическая модель развития предприятия за счет внут-
ренних инвестиций. Рассмотрим некоторое производственное предприя-
тие, выпуск готовой продукции которого обеспечивается одним ресурсом в ви-
де некоторого объема фактора производства 𝑄. Этот объем может составлять
основной капитал, производственные фонды, привлекаемые трудовые ресур-
сы, используемые материалы, применяемые технологии, различного рода ин-
новации и т.д.

Выпуск продукции предприятия описывается однофакторной производ-
ственной функцией Кобба—Дугласа

𝑉 = 𝑃𝑄𝑎. (1)

Здесь показатель степени 𝑎 представляет собой эластичность выпуска про-
дукции, 0 < 𝑎 < 1; 𝑃 — стоимость продукции, произведенной на единичный
объем ресурса.

Величина объема фактора производства 𝑄 = 𝑄(𝑡) предполагается непре-
рывной и непрерывно дифференцируемой на числовой полуоси (0 6 𝑡 < ∞)
функцией непрерывного аргумента времени 𝑡. Единицей измерения времени
служит соответствующий обстоятельствам рыночный период (месяц, квар-
тал, год).

Начальное значение фактора производства 𝑄0 = 𝑄(0) считается извест-
ным, его предельное значение 𝑄∞ = lim

𝑡→∞
𝑄(𝑡) подлежит вычислению.

Для наблюдения за динамикой развития предприятия следует составить
уравнение баланса для объема фактора производства 𝑄 = 𝑄(𝑡).

Приращение объема фактора производства Δ𝑄 = 𝑄(𝑡 + Δ𝑡) − 𝑄(𝑡) за
некоторый промежуток времени Δ𝑡 может быть представлено в виде суммы
трех слагаемых:

Δ𝑄 = Δ𝑄𝐴 +Δ𝑄𝐼 +Δ𝑄𝑊 . (2)

Здесь Δ𝑄𝐴 — приращение амортизации фактора производства, Δ𝑄𝐼 — прира-
щение частичного восстановления фактора производства за счет внутренних
инвестиций, Δ𝑄𝑊 — случайные колебания приращения объема фактора про-
изводства, обусловленные определенной волатильностью процесса выпуска
продукции.

Приращение амортизации Δ𝑄𝐴 за промежуток времени Δ𝑡 можно пред-
ставить в виде

Δ𝑄𝐴(𝑡) = −𝐴𝜃(𝑡)𝑄𝑢(𝑡) ·Δ𝑡. (3)

Здесь 𝐴— коэффициент амортизации, доля выбывшего за единицу времени
объема фактора производства, 𝑢— показатель интенсивности амортизации.
При 𝑢 = 1 имеет место обычная пропорциональная амортизация, при 𝑢 > 1
амортизационные отчисления увеличиваются и становятся прогрессивными,
при 𝑢 < 1, наоборот, амортизационные отчисления снижаются и становятся
дигрессивными.

Приращение восстановления фактора производства Δ𝑄𝐼 за счет внутрен-
них инвестиций за промежуток времени Δ𝑡 определяется формулой

Δ𝑄𝐼(𝑡) = 𝜃(𝑡) 𝐼(𝑡) ·Δ𝑡. (4)
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Здесь 𝐼(𝑡)— внутренние инвестиции, сделанные в момент времени 𝑡. Они свя-
заны с объемом выпуска продукции 𝑉 (𝑡):

𝐼(𝑡) = 𝐵 𝑉 (𝑡), (5)

где 𝐵 — норма накопления внутренних инвестиций.
Подстановка (1) и (5) в формулу (4) окончательно дает

Δ𝑄𝐼(𝑡) = 𝐵 𝑃 𝜃(𝑡)𝑄𝑎(𝑡) ·Δ𝑡. (6)

Случайные изменения приращения объема фактора производства Δ𝑄𝑊 (𝑡),
обусловленные волатильностью процесса выпуска продукции, могут быть пред-
ставлены в виде стохастического стандартного винеровского процесса:

Δ𝑄𝑊 (𝑡) = 𝜌 𝜃(𝑡)
(︀
𝑄(𝑡)−𝑄0

)︀ (︁
1− 𝑄(𝑡)

𝑄∞

)︁
·Δ𝑤. (7)

Здесь 𝑤— стандартный винеровский процесс, Δ𝑤 = 𝜀(𝑡)
√
Δ𝑡, 𝜌— волатиль-

ность фактора производства 𝑄(𝑡), при каждом 𝑡 функция 𝜀(𝑡) ∼ 𝒩 (0, 1)—
случайная величина с нормальным законом распределения, нулевым средним
значением ⟨𝜀⟩ = 0 и единичной дисперсией

⟨︀
𝜀2
⟩︀
= 1.

Структура формулы (7) показывает, что в начале процесса развития пред-
приятия в окрестности точки 𝑄0 и в его финале в окрестности точки 𝑄∞
случайный процесс становится почти детерминированным.

Подстановка (3), (6) и (7) в формулу (2) приводит к соотношению баланса

Δ𝑄(𝑡) = 𝜃(𝑡)
(︀
−𝐴𝑄𝑢(𝑡) +𝐵 𝑃 𝑄𝑎(𝑡)

)︀
·Δ𝑡+

+ 𝜌 𝜃(𝑡)
(︀
𝑄−𝑄0

)︀ (︁
1− 𝑄(𝑡)

𝑄∞

)︁
·Δ𝑤. (8)

Предельный переход в уравнении (8) при Δ𝑡 → 0 и Δ𝑤 → 0 приводит к сто-
хастическому дифференциальному уравнению диффузии Ито [22]:

𝑑𝑄 = 𝜃(𝑡)𝑆(𝑄, 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝜃(𝑡)𝑍(𝑄, 𝑡) 𝑑𝑤. (9)

Здесь
𝑆(𝑄) = −𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎 (10)

— коэффициент сноса уравнения (9),

𝑍(𝑄) = 𝜌 (𝑄−𝑄0)
(︁
1− 𝑄

𝑄∞

)︁
(11)

— коэффициент волатильности уравнения (9).
Начальное условие для уравнения (9) с коэффициентами (10) и (11) имеет

вид
𝑄(0) = 𝑄0. (12)
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Структура уравнения баланса (9) показывает, что предприятие будет ус-
пешно развиваться до тех пор, пока объем внутренних инвестиций 𝐼𝑄 =
= 𝐵 𝑃 𝑄𝑎 будет превосходить амортизационные отчисления 𝐴𝑄 = 𝐴𝑄𝑢. По-
скольку вблизи точки 𝑄∞ случайный процесс становится практически детер-
минированным, предельное значение 𝑄∞ объема производственного фактора
𝑄(𝑡) находится из уравнения

𝐼𝑄 −𝐴𝑄 = −𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎 = 0 (13)

и равно

𝑄∞ =
(︁ 𝐴

𝐵 𝑃

)︁1/(𝑎−𝑢)
. (14)

Здесь предполагается, что 𝑎 ̸= 𝑢, поскольку показатель интенсивности
амортизации 𝑢 незначительно отклоняется от единицы, соответствующей про-
порциональной амортизации, а эластичность 𝑎 всегда меньше единицы.

Функция 𝜃 = 𝜃(𝑡) описывает варианты развития рассматриваемого пред-
приятия. Для постоянной и единичной скорости 𝜃(𝑡) ≡ 1 развитие предпри-
ятия будет стабильным. Различные размеры отклонения значения функции
𝜃(𝑡) от единицы в сторону уменьшения будут соответствовать замедлению
процесса развития предприятия, его временной остановке во время смены
технологий производства, частичному сворачиванию производства.

Формы интегральных кривых уравнения (9) существенно зависят от ви-
да функции 𝜃(𝑡), определяющей центр временного интервала, его протяжен-
ность и величину отклонения от единичного значения, при котором предпри-
ятие работает стабильно. Если в некоторой временной окрестности с центром
𝑡 = 𝑡* на предприятии производится полная или частичная замена техноло-
гического оборудования, то функция 𝜃(𝑡) будет иметь вид [23]

𝜃(𝑡) = 1− 𝜔 exp
(︁
−(𝑡− 𝑡*)2

2𝜎2

)︁
. (15)

Здесь 𝜔— максимальный размер отклонения функции от единицы, 𝜎— ради-
ус временного интервала, на котором происходит основное замедление произ-
водственного процесса. Если 𝜔 = 0, то предприятие будет работать стабильно;
если 𝜔 = 1, то в момент времени 𝑡 = 𝑡* рост функции 𝑄(𝑡) прекращается и на
интервале времени (𝑡* − 𝜎, 𝑡* + 𝜎) происходит переоснащение производства;
если 𝜔 > 1, то на интервале времени (𝑡*−𝜎, 𝑡*+𝜎) происходит переоснащение
производства, сопровождаемое его некоторым сворачиванием.

Численное решение уравнения (9) с начальным условием (12) представ-
ляется в виде алгоритма, построенного в соответствии с методом Эйлера—
Маруямы [24]:

𝑄𝑠+1 = 𝜃(𝑡𝑠)𝑆(𝑄𝑠)Δ𝑡𝑠 + 𝜀𝑠 𝜃(𝑡𝑠)𝑍(𝑄𝑠)
√︀
Δ𝑡𝑠. (16)

Для каждой реализации алгоритма (16) на малом временном шаге Δ𝑡𝑠> 0
начиная с начального значения 𝑄0 генерируется случайное число 𝜀𝑠 и вычис-
ляется последующее значение 𝑄𝑠+1. В результате применения этого алгорит-
ма образуются последовательности {𝑡𝑠} и {𝑄𝑠}, которые на координатной
плоскости образуют случайную систему точек {𝑡𝑠, 𝑄𝑠} и соответствующую
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ей случайную траекторию. Очевидно, что всякий раз при повторении алго-
ритма (16) образуется новая случайная траектория, поскольку каждый раз
случайная величина 𝜀 генерирует новые случайные значения.

При численной реализации алгоритма (16) временной промежуток
𝑡 ∈ [0, 40] был разбит на 𝑛 = 200 одинаковых частей с постоянной величи-
ной шага Δ𝑡𝑠 = Δ𝑡 = 0.2. Число реализаций случайного процесса динамики
предприятия было принято 𝑚 = 200.

Следует отметить, что в начальной точке {𝑡 = 0, 𝑄 = 𝑄0} и в точках
{𝑡 ≈ 40, 𝑄 ≈ 𝑄∞} стохастический процесс становится почти детерминиро-
ванным, что является вполне ожидаемым и определяется видом функции
коэффициента волатильности (11).

Вид этой функции 𝑍(𝑄) не позволяет найти точное решение для матема-
тического ожидания функции 𝑄(𝑡) с помощью формулы Ито.

Статистическое осреднение стохастического уравнения (9)

𝑑⟨𝑄⟩ = 𝜃(𝑡) ⟨𝑆(𝑄)⟩ · 𝑑𝑡 = 𝜃(𝑡) ⟨−𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎⟩ · 𝑑𝑡 (17)

приводит к уравнению, содержащему статистические моменты:

𝑑⟨𝑄⟩
𝑑𝑡

= 𝜃(𝑡)
(︀
−𝐴 ⟨𝑄𝑢⟩+𝐵 𝑃 ⟨𝑄𝑎⟩

)︀
. (18)

Процесс последовательного вычисления статистических моментов вида
⟨𝑄ℎ(𝑡)⟩ приводит к появлению моментов более высоких порядков, образу-
ющих бесконечную цепочку статистических уравнений, которую можно обо-
рвать, сделав определенные допущения.

В качестве такого допущения предположим здесь, что флуктуации вели-
чины 𝑄(𝑡) относительно ее среднего значения ⟨𝑄(𝑡)⟩ пропорциональны слу-
чайной величине 𝜀(𝑡):

𝑄− ⟨𝑄⟩ = 𝜉 · 𝜀. (19)

Здесь 𝜉 = 𝜌
(︀
⟨𝑄⟩ −𝑄0

)︀ (︀
1− ⟨𝑄⟩

𝑄∞

)︀
— коэффициент пропорциональности.

Тогда выражение для величины 𝑄ℎ, с учетом формулы (19) принимает
вид

𝑄ℎ =
(︀
⟨𝑄⟩+ 𝜉 · 𝜀

)︀ℎ
= ⟨𝑄⟩ℎ

(︁
1 +

𝜉

⟨𝑄⟩
· 𝜀
)︁ℎ
. (20)

Ограничиваясь в формуле (20) малыми флуктуациями
⃒⃒

𝜉
⟨𝑄⟩ · 𝜀

⃒⃒
< 1, рас-

смотрим три слагаемых сходящегося биномиального ряда:

𝑄ℎ = ⟨𝑄⟩ℎ
(︁
1 + ℎ

𝜉

⟨𝑄⟩
· 𝜀+ ℎ(ℎ− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
· 𝜀2 + · · ·

)︁
. (21)

Вычисляя по формуле (21) средние величины

⟨𝑄𝑢⟩ ≈ ⟨𝑄⟩𝑢
(︁
1 +

𝑢(𝑢− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
, ⟨𝑄𝑎⟩ ≈ ⟨𝑄⟩𝑎

(︁
1 +

𝑎(𝑎− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
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и подставляя их в уравнения (17), (18), находим дифференциальное уравне-
ние для математического ожидания ⟨𝑄(𝑡)⟩ функции производственного фак-
тора 𝑄(𝑡):

𝑑⟨𝑄⟩
𝑑𝑡

= −𝐴𝜃 ⟨𝑄⟩𝑢
(︁
1 +

𝑢(𝑢− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
+𝐵 𝑃 𝜃 ⟨𝑄⟩𝑎

(︁
1 +

𝑎(𝑎− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
. (22)

Начальное условие для уравнения (22) записывается в виде

⟨𝑄(0)⟩ = 𝑄0. (23)

Сравнение результатов численного решения задачи Коши (22), (23) с чис-
ленными значениями статистического среднего, вычисленного по всем двум-
стам реализациям алгоритма (16), показывает их почти полное совпадение.

На рис. 1 представлены численные реализации решений алгоритма (16)
в виде семейства стохастических траекторий и кривая математического ожи-
дания, построенная в соответствии с численным решением задачи Коши (22),
(23), для случая стабильной работы предприятия, при котором функция (15)
тождественно равна единице (𝜃(𝑡) ≡ 1), а размер отклонения равен нулю
(𝜔 = 0). Для наглядности на рис. 1 показаны только пять стохастических
кривых из двухсот.

Значение величины 𝑄∞ = 34.551 вычислено по формуле (14) в соответ-
ствии с приведенными расчетными значениями параметров.

На рис. 2 представлены численные реализации решений алгоритма (16) в
виде семейства стохастических траекторий и кривая математического ожи-
дания, построенная в соответствии с численным решением задачи Коши (22),
(23), для случая переоснащения процесса производства на временном интер-
вале (𝑡* − 𝜎, 𝑡* + 𝜎) с центром в точке 𝑡* = 15 и радиусом интервала 𝜎 = 5.
Размер отклонения функции (15) в этом случае принимается 𝜔 = 1.

На рис. 3 представлены численные реализации решений алгоритма (16) в
виде семейства стохастических траекторий и кривая математического ожи-
дания, построенная в соответствии с численным решением задачи Коши (22),
(23), для случая переоснащения процесса производства на временном интер-
вале (𝑡* − 𝜎, 𝑡* + 𝜎) с центром в точке 𝑡* = 15 и радиусом интервала 𝜎 = 5,
сопровождаемого частичным сворачиванием производства. Размер отклоне-
ния функции (15) в этом случае принимается 𝜔 = 1.5.

В случае если волатильность 𝜌 обращается в нуль и процесс становит-
ся детерминированным, полученные результаты совпадают с результатами
работы [23].

Применим построенную стохастическую модель для расчета показателей
развития ПАО «Челябинский трубопрокатный завод». Статистические дан-
ные по выпуску продукции этим предприятием приведены в табл. 1 [25]. Здесь
переменная времени 𝑡 изменяется на отрезке [0, 10], а ее целые значения со-
ответствуют годам от 2008 до 2017.

Производственная функция (1), аппроксимирующая данные табл. 1, при-
нимает вид

𝑉 = 0.914 ·𝑄0.9843. (24)

На рис. 4 приведен график функции выпуска предприятия, построенный
по формуле (24).
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Рис. 1. Семейство стохастических траекто-
рий, построенных в соответствии с числен-
ными реализациями алгоритма (16), и кри-
вая математического ожидания ⟨𝑄(𝑡)⟩, по-
строенная по результатам численного реше-
ния задачи Коши (22), (23). Расчетные зна-
чения: 𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.2, 𝑚 = 200, 𝑄0 = 10,
𝑃 = 10, 𝑎 = 0.35, 𝑢 = 1, 𝐴 = 0.2. 𝐵 = 0.2,

𝜌 = 0.25, 𝜔 = 0

[Figure 1. The family of stochastic trajectories
constructed in accordance with the numerical
implementations of the algorithm (16) and the
expectation curve ⟨𝑄(𝑡)⟩ constructed from the
results of a numerical solution of the Cauchy
problem (22), (23). Parameters for calculating:
𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.2, 𝑚 = 200, 𝑄0 = 10,
𝑃 = 10, 𝑎 = 0.35, 𝑢 = 1, 𝐴 = 0.2, 𝐵 = 0.2,

𝜌 = 0.25, 𝜔 = 0]

Рис. 2. Семейство стохастических траекто-
рий, построенных в соответствии с числен-
ными реализациями алгоритма (16), и кри-
вая математического ожидания ⟨𝑄(𝑡)⟩, по-
строенная по результатам численного реше-
ния задачи Коши (22), (23). Расчетные зна-
чения: 𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.2, 𝑚 = 200, 𝑄0 = 10,
𝑃 = 10, 𝑎 = 0.35, 𝑢 = 1, 𝐴 = 0.2, 𝐵 = 0.2,

𝜌 = 0.25, 𝜔 = 1, 𝑡* = 15, 𝜎 = 5

[Figure 2. The family of stochastic trajectories
constructed in accordance with the numerical
implementations of the algorithm (16) and the
expectation curve ⟨𝑄(𝑡)⟩ constructed from the
results of a numerical solution of the Cauchy
problem (22), (23). Parameters for calculating:
𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.2, 𝑚 = 200, 𝑄0 = 10, 𝑃 = 10,
𝑎 = 0.35, 𝑢 = 1, 𝐴 = 0.2, 𝐵 = 0.2, 𝜌 = 0.25,

𝜔 = 1, 𝑡* = 15, 𝜎 = 5]

Рис. 3. Семейство стохастических траекто-
рий, построенных в соответствии с числен-
ными реализациями алгоритма (16), и кри-
вая математического ожидания ⟨𝑄(𝑡)⟩, по-
строенная по результатам численного реше-
ния задачи Коши (22), (23). Расчетные зна-
чения: 𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.2, 𝑚 = 200, 𝑄0 = 10,
𝑃 = 10, 𝑎 = 0.35, 𝑢 = 1, 𝐴 = 0.2, 𝐵 = 0.2,

𝜌 = 0.25, 𝜔 = 1.5, 𝑡* = 15, 𝜎 = 5

[Figure 3. The family of stochastic trajectories
constructed in accordance with the numerical
implementations of the algorithm (16) and the
expectation curve ⟨𝑄(𝑡)⟩ constructed from the
results of a numerical solution of the Cauchy
problem (22), (23). Parameters for calculating:
𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.2, 𝑚 = 200, 𝑄0 = 10, 𝑃 = 10,
𝑎 = 0.35, 𝑢 = 1, 𝐴 = 0.2, 𝐵 = 0.2, 𝜌 = 0.25,

𝜔 = 1.5, 𝑡* = 15, 𝜎 = 5]
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Таблица 1
Статистические данные по выпуску продукции ПАО «Челябинс-
кий трубопрокатный завод» [25] [Factors of Production and Total

Production for PJSC Chelyabinsk Tube Rolling Plant [25]]

Years Time, 𝑡
Factors of Production, Total Production,

𝑄 (mln rubles) 𝑉 (mln rubles)

2008 0 72.698296 63.721902
2009 1 77.103839 66.246199
2010 2 87.578960 72.564189
2011 3 92.435837 76.645429
2012 4 97.656699 84.048139
2013 5 100.399083 82.721179
2014 6 115.118761 97.184656
2015 7 123.270175 112.285286
2016 8 128.353653 109.806604
2017 9 142.265642 116.090570

На рис. 5 представлено сравнение графиков пяти стохастических кри-
вых численной реализации случайного процесса, описываемого алгоритмом
(16), и графика математического ожидания ⟨𝑄(𝑡)⟩ функции производствен-
ного фактора 𝑄(𝑡), построенного в результате численного решения задачи
Коши (22), (23) с расчетными коэффициентами, c соответствующими стати-
стическими данными для ПАО «Челябинский трубопрокатный завод».

2. Математическая модель развития предприятия за счет внут-
ренних и внешних инвестиций. Обобщим теперь рассмотренные выше
уравнения стохастической модели развития предприятия на тот случай, ко-
гда помимо внутренних инвестиций в структуру производства привлекаются
внешние инвестиции.

Cоставим уравнения баланса для объема фактора производства 𝑄(𝑡) та-
кого предприятия. Очевидно, что приращение объема фактора производства
Δ𝑄(𝑡) за некоторый малый промежуток времени Δ𝑡 будет образовано суммой
четырех слагаемых:

Δ𝑄 = Δ𝑄𝐴 +Δ𝑄𝐼 +Δ𝑄𝐺 +Δ𝑄𝑊 . (25)

Здесь приращение амортизации фактора производства Δ𝑄𝐴, приращение ча-
стичного восстановления фактора производства за счет внутренних инве-
стиций Δ𝑄𝐼 , случайные колебания приращения объема фактора производ-
ства, обусловленные волатильностью процесса выпуска продукции Δ𝑄𝑊 , по-
прежнему задаются формулами (3), (6) и (7).

Приращение внешних инвестиций за промежуток времени определим со-
отношением

Δ𝑄𝐺(𝑡) = 𝜃(𝑡)𝐺(𝑡) ·Δ𝑡. (26)

Здесь 𝐺(𝑡)— объем внешних инвестиций.
Моделирование функции объема внешних инвестиций существенно зави-

сит от условий инвестирования. Если уровень объема внешних инвестиций
определяется уровнем объема производственного фактора, то функция 𝐺(𝑡)
и функция фактора производства 𝑄(𝑡) будут связаны между собой неко-
торым соотношением. Ограничимся здесь степенной зависимостью функций
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Рис. 4. График функции выпуска (24) и
статистические данные для ПАО «Челя-
бинский трубопрокатный завод». Расчет-
ные значения: 𝑃 = 0.914, 𝑎 = 0.9843; точки

соответствуют данным табл. 1
[Figure 4. The production function (24) and
statistical data for PJSC Chelyabinsk Tube
Rolling Plant. Calculated values: 𝑃 = 0.914,
𝑎 = 0.9843; the points correspond to the data

in Table 1]

Рис. 5. Семейство стохастических траекто-
рий, построенных в соответствии с числен-
ными реализациями алгоритма (16), стати-
стические данные (точки) и кривая мате-
матического ожидания ⟨𝑄(𝑡)⟩, построенные
по результатам численного решения зада-
чи Коши (22), (23) для ПАО «Челябинский
трубопрокатный завод». Расчетные значе-
ния: 𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.05, 𝑚 = 200, 𝑄0 =
72.698296, 𝑃 = 0.914, 𝑎 = 0.9843, 𝐴 = 0.12,
𝑢 = 0.94, 𝐵 = 0.2, 𝜌 = 0.1, 𝜔 = 1, 𝑡* = 5, 𝜎 =
0.35; точки соответствуют данным табл. 1

[Figure 5. The family of stochastic trajectories constructed in accordance with the numerical
implementations of the algorithm (16), statistical data, and the expectation curve ⟨𝑄(𝑡)⟩
constructed from the results of a numerical solution of the Cauchy problem (22), (23) for PJSC
Chelyabinsk Tube Rolling Plant. Parameters for calculating: 𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.05, 𝑚 = 200,
𝑄0 = 72.698296, 𝑃 = 0.914, 𝑎 = 0.9843, 𝐴 = 0.12, 𝑢 = 0.94, 𝐵 = 0.2, 𝜌 = 0.1, 𝜔 = 1, 𝑡* = 5,

𝜎 = 0.35; the points correspond to the data in Table 1]

𝐺(𝑡) и 𝑄(𝑡) [27]:
𝐺(𝑡) = 𝐶 𝑄𝑣(𝑡). (27)

Константа 𝐶 в формуле (27) представляет собой стоимость привлеченных
внешних инвестиций на единичный объем ресурса 𝑄(𝑡), а показатель степе-
ни 𝑣 описывает интенсивность внедрения внешних инвестиций в предприятие
(0 < 𝑣 6 1).

Таким образом, приращение объема внешних инвестиций (27) примет вид

Δ𝑄𝐺(𝑡) = 𝐶 𝜃(𝑡)𝑄𝑣(𝑡) ·Δ𝑡. (28)

С помощью соотношения (28) уравнение баланса (25) сводится к стохасти-
ческому дифференциальному уравнению (9), в котором коэффициент сноса
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определяется выражением

𝑆(𝑄) = −𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎 + 𝐶 𝑄𝑣, (29)

коэффициент волатильности по-прежнему определяется формулой (11), а на-
чальное условие задается соотношением (12).

Структура уравнения (9) с коэффициентами (29) и (11) показывает, что
предприятие будет стабильно развиваться до тех пор, пока объем внутренних
и внешних инвестиций 𝐼𝑄 = 𝐵 𝑃 𝑄𝑎 + 𝐶 𝑄𝑣 будет превосходить амортизаци-
онные отчисления 𝐴𝑄 = 𝐴𝑄𝑢.

Случайный процесс вблизи значения 𝑄∞ становится почти детерминиро-
ванным, поэтому предельное значение 𝑄∞ объема производственного факто-
ра 𝑄(𝑡) является решением уравнения

𝐼𝑄 −𝐴𝑄 = −𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎 + 𝐶 𝑄𝑣 = 0. (30)

Очевидно, что уравнение (30) в отличие от уравнения (13) может быть
решено только численно. Численное решение уравнения (9) с коэффициентом
сноса (29), коэффициентом волатильности (11) и начальным условием (12)
выполняется методом Эйлера–Маруямы в соответствии с алгоритмом (16).

Статистическое осреднение стохастического уравнения (9) с коэффициен-
тами (29) и (11) приводит к уравнению, содержащему статистические момен-
ты ⟨𝑄𝑢(𝑡)⟩, ⟨𝑄𝑎(𝑡)⟩ и ⟨𝑄𝑣(𝑡)⟩:

𝑑⟨𝑄⟩
𝑑𝑡

= 𝜃(𝑡)
(︀
−𝐴 ⟨𝑄𝑢⟩+𝐵 𝑃 ⟨𝑄𝑎⟩+ 𝐶 ⟨𝑄𝑣⟩

)︀
. (31)

Вычисляя эти моменты по формуле (21), находим

⟨𝑄𝑢⟩ ≈ ⟨𝑄⟩𝑢
(︁
1 +

𝑢(𝑢− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
,

⟨𝑄𝑎⟩ ≈ ⟨𝑄⟩𝑎
(︁
1 +

𝑎(𝑎− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
,

⟨𝑄𝑣⟩ ≈ ⟨𝑄⟩𝑣
(︁
1 +

𝑣(𝑣 − 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
.

Подставляя эти статистические моменты в уравнение (31), находим диф-
ференциальное уравнение для математического ожидания ⟨𝑄(𝑡)⟩ функции
производственного фактора 𝑄(𝑡):

𝑑⟨𝑄⟩
𝑑𝑡

= −𝐴𝜃 ⟨𝑄⟩𝑢
(︁
1 +

𝑢(𝑢− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
+

+𝐵 𝑃 𝜃 ⟨𝑄⟩𝑎
(︁
1 +

𝑎(𝑎− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
+

+ 𝐶 𝜃 ⟨𝑄⟩𝑣
(︁
1 +

𝑣(𝑣 − 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
. (32)

Начальным условием для уравнения (32) по-прежнему является условие (23).
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Если уровень объема внешних инвестиций никак не связан с уровнем объ-
ема производственного фактора, то функция 𝐺(𝑡) задается непосредственно
исходя из наблюдаемых статистических данных.

В этом случае уравнение баланса (26) сводится к стохастическому диф-
ференциальному уравнению (9), в котором коэффициент сноса определяется
выражением

𝑆(𝑄(𝑡), 𝑡) = −𝐴𝑄𝑢(𝑡) +𝐵 𝑃 𝑄𝑎(𝑡) +𝐺(𝑡), (33)

коэффициент волатильности по-прежнему вычисляется по формуле (11), а на-
чальное условие задается соотношением (12).

Из уравнения (9) с коэффициентами (33) и (11) следует, что предприятие
будет развиваться до тех пор, пока объем внутренних и внешних инвестиций
𝐼𝑄 = 𝐵 𝑃 𝑄𝑎 + 𝐺(𝑡) будет превосходить амортизационные отчисления 𝐴𝑄 =
= 𝐴𝑄𝑢.

Вблизи значения 𝑄∞ развитие предприятия становится почти детермини-
рованным, поэтому предельное значение 𝑄∞ объема производственного фак-
тора 𝑄(𝑡) является решением уравнения

𝐼𝑄 −𝐴𝑄 = −𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎 +𝐺∞ = 0. (34)

В уравнении (34) величина 𝐺∞ = lim
𝑡→∞

𝐺(𝑡) представляет собой предельное
значение внешних инвестиций.

Численное решение уравнения (9) с коэффициентом сноса (33), коэффи-
циентом волатильности (11) и начальным условием (12) реализуется методом
Эйлера–Маруямы в соответствии с алгоритмом (16).

Статистическое осреднение стохастического уравнения (9) с коэффициен-
тами (33) и (11) приводит к уравнению

𝑑⟨𝑄⟩
𝑑𝑡

= 𝜃(𝑡)
(︀
−𝐴 ⟨𝑄𝑢⟩+𝐵 𝑃 ⟨𝑄𝑎⟩+𝐺

)︀
. (35)

Подстановка статистических моментов ⟨𝑄(𝑡)𝑢⟩ и ⟨𝑄(𝑡)𝑎⟩ в уравнение (35)
приводит к дифференциальному уравнению для математического ожидания
⟨𝑄(𝑡)⟩ функции производственного фактора 𝑄(𝑡):

𝑑⟨𝑄⟩
𝑑𝑡

= −𝐴𝜃 ⟨𝑄⟩𝑢
(︁
1 +

𝑢(𝑢− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
+

+𝐵 𝑃 𝜃 ⟨𝑄⟩𝑎
(︁
1 +

𝑎(𝑎− 1)

2

𝜉2

⟨𝑄⟩2
)︁
+ 𝜃 𝐺. (36)

Начальным условием для уравнения (36) по-прежнему является условие (23).
Рассмотрим вариант развития предприятия, при котором наибольший

размер внешних инвестиций вкладывается в производство в начальный мо-
мент времени, а затем уровень этих внешних инвестиций постепенно снижа-
ется до определенного предела.

Пусть снижение объема внешних инвестиций Δ𝐺(𝑡) за время Δ𝑡 будет
пропорционально отклонению функции 𝐺(𝑡) от минимального значения этих
инвестиций 𝐺min:

Δ𝐺(𝑡) = −𝜆
(︀
𝐺(𝑡)−𝐺min

)︀
·Δ𝑡.
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Переход к пределу при условии Δ𝑡 → 0 приводит к дифференциальному
уравнению для функции 𝐺(𝑡):

𝑑𝐺(𝑡)

𝑑𝑡
= −𝜆

(︀
𝐺(𝑡)−𝐺min

)︀
,

решение которого с начальным условием 𝐺(0) = 𝐺max дает объемы внешних
вложений в предприятие в виде

𝐺(𝑡) = 𝐺min + (𝐺max −𝐺min) exp(−𝜆𝑡). (37)

Здесь константа 𝐺max представляет собой максимальную стоимость при-
влеченных внешних инвестиций, 𝜆— параметр, характеризующий скорость
снижения объемов внешних инвестиций.

Если для всех значений аргумента 𝑡 функция внешних инвестиций 𝐺(𝑡) =
= 𝐺max, то предельное значение объема производственного фактора 𝑄max

∞
находится из уравнения

𝐼𝑄 −𝐴𝑄 = −𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎 +𝐺max = 0. (38)

Если для всех значений аргумента 𝑡 функция внешних инвестиций 𝐺(𝑡) =
= 𝐺min, то предельное значение объема производственного фактора 𝑄min

∞ на-
ходится из уравнения

𝐼𝑄 −𝐴𝑄 = −𝐴𝑄𝑢 +𝐵 𝑃 𝑄𝑎 +𝐺min = 0. (39)

В уравнениях (38) и (39) предполагается, что 𝐴 ̸= 𝐵 𝑃 . Такое предполо-
жение экономически вполне оправдано, поскольку норма накопления инве-
стиций и норма амортизации всегда близки друг другу и лежат в пределах
0.1÷ 0.2.

На рис. 6 представлены численные реализации решений алгоритма (16)
с коэффициентом сноса (33) в виде семейства стохастических траекторий и
трех кривых для математических ожиданий ⟨𝑄(𝑡)⟩, полученных в результате
численных решений задачи Коши (36), (23), для случая стабильной работы
рассматриваемого предприятия, при котором функция 𝜃(𝑡) ≡ 1, размер от-
клонения 𝜔 = 0.

Верхняя кривая соответствует максимальным инвестициям 𝐺(𝑡) ≡ 𝐺max,
нижняя кривая соответствует минимальным инвестициям 𝐺(𝑡) ≡ 𝐺min, сред-
няя кривая соответствует убывающим инвестициям 𝐺(𝑡), вычисленным по
формуле (37). Значения величин 𝑄∞

max = 69.0189 и 𝑄∞
min = 38.3290 являются

численными решениями уравнений (38) и (39) соответственно.
Рассмотрим еще один вариант развития предприятия, при котором внеш-

ние инвестиции вкладываются в производство на небольшом временном ин-
тервале. При этом эти инвестиции сначала увеличиваются до своего макси-
мального значения, а затем уменьшаются.

Пример таких объемов внешних вложений в предприятие можно описать
формулой

𝐺(𝑡) = 𝐺max exp
(︁
−(𝑡− 𝑡𝐺)

2

2𝜎2𝐺

)︁
. (40)
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Здесь 𝐺max — максимальная стоимость привлеченных внешних инвестиций;
𝑡𝐺 — момент времени, отвечающий максимальному значению внешних инве-
стиций; 𝜎𝐺 — радиус временного интервала значимого вложения внешних ин-
вестиций.

На рис. 7 представлены численные реализации решений алгоритма (16)
с коэффициентом сноса (33) в виде семейства пяти стохастических траек-
торий и трех кривых для математических ожиданий ⟨𝑄(𝑡)⟩, полученных в
результате численных решений задачи Коши (36), (23), для случая стабиль-
ной работы рассматриваемого предприятия, при котором функция 𝜃(𝑡) ≡ 1,
размер отклонения 𝜔 = 0.

Верхняя кривая соответствует максимальным инвестициям 𝐺(𝑡) ≡ 𝐺max,
нижняя кривая соответствует минимальным инвестициям 𝐺(𝑡) ≡ 𝐺min = 0,
средняя кривая соответствует убыающим инвестициям 𝐺(𝑡), вычисленным по
формуле (37). Значения величин 𝑄∞

max = 55.8837 и 𝑄∞
min = 34.5511 являются

численными решениями уравнений (38) и (39) соответственно.
Применим построенную модель для расчета показателей развития ООО

«ЛАДА Ижевский автомобильный завод». Статистические данные по выпус-
ку продукции этим предприятием приведены в табл. 2 [26].

Рис. 6. Семейство стохастических траекто-
рий, построенных в соответствии с числен-
ной реализацией алгоритма (16), и кривые
математических ожиданий ⟨𝑄(𝑡)⟩, постро-
енные по результатам численного решения
задачи Коши (32), (23). Расчетные значе-
ния: 𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.2, 𝑚 = 200, 𝑄0 = 10,
𝑃 = 10, 𝑎 = 0.35, 𝑢 = 1, 𝐴 = 0.2, 𝐵 = 0.2,

𝜌 = 0.25, 𝜔 = 0

[Figure 6. The family of stochastic trajectories
constructed in accordance with the numerical
implementation of the (16) algorithm and
⟨𝑄(𝑡)⟩ mathematical expectation curves
constructed from the results of a numerical
solution of the Cauchy problem (32), (23).
Parameters for calculating: 𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.2,
𝑚 = 200, 𝑄0 = 10, 𝑃 = 10, 𝑎 = 0.35, 𝑢 = 1,

𝐴 = 0.2, 𝐵 = 0.2, 𝜌 = 0.25, 𝜔 = 0]

Рис. 7. Семейство стохастических траекто-
рий, построенных в соответствии с числен-
ной реализацией алгоритма (16), и кривые
математических ожиданий ⟨𝑄(𝑡)⟩, постро-
енные по результатам численных решений
задачи Коши (32), (23). Расчетные значе-
ния: 𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.2, 𝑚 = 200, 𝑄0 = 10,
𝑃 = 10, 𝑎 = 0.35, 𝑢 = 1, 𝐴 = 0.2, 𝐵 = 0.2,

𝜌 = 0.25, 𝜔 = 0

[Figure 7. The family of stochastic trajectories
constructed in accordance with the numerical
implementation of the (16) algorithm and
⟨𝑄(𝑡)⟩ mathematical expectation curves
constructed from the results of numerical
solutions of the Cauchy problem (32), (23).
Parameters for calculating: 𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.2,
𝑚 = 200, 𝑄0 = 10, 𝑃 = 10, 𝑎 = 0.35, 𝑢 = 1,

𝐴 = 0.2, 𝐵 = 0.2, 𝜌 = 0.25, 𝜔 = 0]

356



Математические модели стохастической динамики развития предприятий

Таблица 2
Статистические данные по выпуску продукции ООО «ЛАДА
Ижевский автомобильный завод» [26] [Factors of Production and
Total Production for LADA Izhevsk Automobile Plant LLC [26]]

Years Time, 𝑡
Factors of Production, Total Production,

𝑄 (mln rubles) 𝑉 (mln rubles)

2008 0 13.217574 8.456392
2009 1 14.207309 8.931730
2010 2 14.955581 9.372198
2011 3 17.083839 10.683700
2012 4 17.801323 11.779749
2013 5 21.029907 13.996108
2014 6 40.349890 22.646566
2015 7 47.985065 29.901182
2016 8 59.579269 45.173967
2017 9 72.758050 52.328860

Переменная времени 𝑡 по-прежнему изменяется на отрезке [0, 10], а ее
целые значения соответствуют годам от 2008 до 2017.

Анализ статистических данных табл. 2 показывает, что до 2013 года пред-
приятие развивалось монотонно за счет внутренних инвестиций, а после 2013
года на развитие предприятия стали существенно влиять внешние инвести-
ции.

Данные табл. 2 до 2013 года могут быть хорошо аппроксимированы тео-
ретической кривой

𝑄(𝑡) = 13.217574 + 0.26 𝑡0.21. (41)

На рис. 8 представлено сравнение графиков функции объема фактора
производства 𝑄(𝑡), построенного по данным табл. 2 (сплошная ломаная ли-
ния), и функции (41) (штриховая линия).

Сравнение этих графиков показывает, что на развитие предприятия после
2013 года существенно влияют внешние инвестиции. Статистический график
функции этих инвестиций представляет собой ломаную линию, полученную
в результате разности графиков функций, изображенных на рис. 8. Такой
график функции объема внешних инвестиций может быть достаточно точно
аппроксимирован с помощью функции (40).

На рис. 9 показано сравнение графика функции объема внешних инвести-
ций, построенного по статистическим данным табл. 2, и графика функции,
построенного по формуле (40).

Построенная по данным табл. 2 производственная функция (1) записыва-
ется в виде

𝑉 = 0.75 ·𝑄0.951. (42)

На рис. 10 представлено сравнение графиков пяти стохастических кри-
вых численной реализации случайного процесса, описываемого алгоритмом
(16), и графика математического ожидания ⟨𝑄(𝑡)⟩ функции производствен-
ного фактора 𝑄(𝑡), построенного в результате численного решения задачи
Коши (36), (23) с производственной функцией (42) и расчетными коэффи-
циентами, соответствующими статистическим данным работы ООО «ЛАДА
Ижевский автомобильный завод».
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Рис. 8. Объем факторов производства 𝑄(𝑡)
для ООО «ЛАДА Ижевский автомобиль-
ный завод» по данным табл. 2 (сплошная
ломаная линия) и функция (41) (штриховая

линия)
[Figure 8. The volume of factors of production
𝑄(𝑡) for LADA Izhevsk Automobile Plant
LLC by data of Table 2 (solid broken line) and

the function (41) (dashed line)]

Рис. 9. Объем внешних инвестиций 𝐺(𝑡)
для ООО «ЛАДА Ижевский автомобиль-
ный завод» на основании данных табл. 2
(сплошная ломаная линия) и функция (40)
(штриховая линия). Расчетные значения:

𝐺max = 33.25, 𝑡𝐺 = 9, 𝜎𝐺 = 1.85

[Figure 9. The volume of external investments
𝐺(𝑡) for LADA Izhevsk Automobile Plant
LLC based on data from Table 2 (solid broken
line) and the function (40) (dashed line).
Parameters for calculating: 𝐺max = 33.25,

𝑡𝐺 = 9, 𝜎𝐺 = 1.85]

Рис. 10. Семейство стохастических тра-
екторий, построенных в соответствии с
численными реализациями алгоритма (16),
статистические данные (точки) и кривая
математического ожидания ⟨𝑄(𝑡)⟩, постро-
енная по результатам численного решения
задачи Коши (36), (23) для ООО «ЛАДА
Ижевский автомобильный завод». Расчет-
ные значения: 𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.05, 𝑚 = 200,
𝑄0 = 13.217574, 𝑃 = 0.75, 𝑎 = 0.95, 𝐴 =
0.12, 𝑢 = 1.0, 𝐵 = 0.2, 𝜌 = 0.25, 𝜔 = 0;

точки соответствуют данным табл. 2

[Figure 10. The family of stochastic trajectories constructed in accordance with the numerical
implementations of the algorithm (16), statistical data, and the expectation curve ⟨𝑄(𝑡)⟩
constructed from the results of a numerical solution of the Cauchy problem (36), (23) for LADA
Izhevsk Automobile Plant LLC. Parameters for calculating: 𝑛 = 200, Δ𝑡 = 0.05, 𝑚 = 200,
𝑄0 = 13.217574, 𝑃 = 0.75, 𝑎 = 0.95, 𝐴 = 0.12, 𝑢 = 1.0, 𝐵 = 0.2, 𝜌 = 0.25, 𝜔 = 0; the points

correspond to the data in Table 2]
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Заключение. Разработаны новые стохастические модели динамического
развития однофакторных производственных предприятий за счет внутренних
и внешних инвестиций.

Построены стохастические дифференциальные уравнения баланса для та-
ких предприятий, описывающие случайные процессы увеличения выпуска
продукции и роста факторов производства.

Исследовано взаимодействие пропорциональных, прогрессивных и дигрес-
сивных амортизационных отчислений с внутренними и внешними инвестици-
ями.

Сформулированы условия равновесного состояния работы предприятия
и получены уравнения для определения предельных значений факторов про-
изводства, при достижении которых дальнейший рост выпуска продукции
предприятием прекращается.

Рассмотрены три варианта развития предприятий. В первом случае пред-
приятие развивается стабильно и поступательно. Во втором случае предпри-
ятие временно приостанавливает рост выпуска продукции, переоснащая про-
изводство и заменяя технологическое оборудование. В третьем случае пред-
приятие вынуждено временно сворачивать производство при смене техноло-
гического уклада.

Представлен алгоритм построения стохастических траекторий для слу-
чайной функции фактора производства на основе численного решения сто-
хастических дифференциальных уравнений развития предприятий.

Разработан вариант метода статистического осреднения стохастических
дифференциальных уравнений баланса предприятий, с помощью которого
установлены дифференциальные уравнения для определения математиче-
ских ожиданий случайных функций факторов производства.

Показано, что численные решения этих уравнений и статистическое сред-
нее значение функции фактора производства, вычисленное по двумстам ре-
ализациям стохастических траекторий, дают почти одинаковые результаты.

Численный анализ разработанных моделей показал хорошее соответствие
известным статистическим данным работы производственного предприятия.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
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Stochastic calculation of curves dynamics of enterprise
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Abstract
The article proposes mathematical models of the stochastic dynamics

of the single-factor manufacturing enterprises development through inter-
nal and external investments. Balance equations for such enterprises are
formulated, describing random processes of continuous increase in output
and growth of production factors. The interaction of proportional, progres-
sive and digressive depreciation with internal and external investments is
investigated. Equations are obtained to determine the equilibrium state of
the enterprise and the limiting values of the factors of production are cal-
culated. The cases of the stable progressive development of the enterprise,
the suspension of its work during the re-equipment of production and the
temporary crisis of production shutdown during equipment replacement are
considered.

The algorithm for the numerical solution of stochastic differential equa-
tions of enterprise development is constructed in accordance with the Euler–
Maruyama method. For each implementation of this algorithm, the corre-
sponding stochastic trajectories are constructed for the random function of
the production factor. A variant of the method for calculating the expec-
tation of a random function of a factor of production is developed and the
corresponding differential equation is obtained for it. It is shown that the
numerical solution of this equation and the average value of the function of
the production factor calculated from two hundred realizations of stochastic
trajectories give almost identical results. Numerical analysis of the devel-
oped models showed good compliance with the known statistical data of the
production enterprise.

Keywords: production factors, production function, stochastic equations,
Wiener process, drift coefficient, volatility factor, Euler–Maruyama method.
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