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Аннотация

Найдено новое точное решение уравнений движения вязкого газа для
плоского стационарного сдвигового течения горячего (800–1500 K) газа
между движущимися с разными скоростями параллельными пластина-
ми (аналог несжимаемого течения Куэтта). Одна из пластин считалась
теплоизолированной. Для зависимости коэффициента вязкости от тем-
пературы принята формула Сазерленда. В отличие от других известных
точных решений, вместо аналогии Рейнольдса (предположение о линей-
ной связи между коэффициентами вязкости и теплопроводности) для
вычисления коэффициента теплопроводности использована более точ-
ная формула, имеющая в рассматриваемом диапазоне температур ту же
точность, что и формула Сазерленда (2 %). С использованием получен-
ного точного решения исследовано качественное влияние сжимаемости
на напряжение трения и на профили температуры и скорости. Пока-
зано, что (если одна из пластин теплоизолирована) сжимаемость газа
приводит к увеличению напряжения трения. Проведено сравнение но-
вого точного решения с известным точным решением (V. N. Golubkin,
G. B. Sizykh, 2018), полученным с использованием формулы Сазерленда
для коэффициента вязкости и аналогии Рейнольдса для коэффициента
теплопроводности. Обнаружено, что оба решения приводят к одинако-
вым выводам о качественном влиянии сжимаемости на напряжение тре-
ния и на профили температуры и скорости. Однако прирост напряжения
трения, вызванный сжимаемостью, при использовании аналогии Рей-
нольдса оказался недооцененным в два раза. Это показывает, что пред-
положение о линейной связи между коэффициентами вязкости и тепло-
проводности может приводить к заметным количественным ошибкам.

Ключевые слова: вязкий газ, горячий газ, точные решения, формула
Сазерленда, формула для теплопроводности, аналогия Рейнольдса.
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Введение. Одним из первых точных решений, описывающих течения
вязкой жидкости, было решение задачи о движении вязкой несжимаемой
жидкости между двумя параллельными пластинами, движущимися в своих
плоскостях с разными скоростями (течение Куэтта [1]). Уравнения движения
вязкого (сжимаемого) газа значительно сложней уравнений Навье—Стокса
для вязкой несжимаемой жидкости [2–5]. Поэтому первое точное решение [6]
для течения Куэтта вязкого газа удалось получить только при двух упроща-
ющих предположениях. Во-первых, предполагалась линейная связь между
коэффициентами вязкости 𝜇 и теплопроводности 𝜆. Во-вторых, для коэффи-
циента вязкости была принята степенная зависимость от температуры:

𝜇 = 𝜇0(𝑇/𝑇0)
𝑛, (1)

где 𝑛 = 0.76. Позже было получено точное решение [7], в котором оба предпо-
ложения оставались в силе, но показатель степени 𝑛 мог быть равен любому
числу от 0.5 до 1. Однако более близкой к реальности является не степенная
зависимость (1), а формула Сазерленда [2–4]:

𝜇 = 𝜇*
(︁ 𝑇
𝑇 *

)︁3/2𝑇 * + 𝑇𝑆
𝑇 + 𝑇𝑆

, (2)

где для воздуха 𝑇 * = 273 K, 𝑇𝑆 = 111 K, 𝜇* = 1.715 · 10−5 кг/(м · с). Срав-
нение с экспериментальными данными, приведенными в таблицах [8], пока-
зывает, что точность этой формулы не хуже 2 % для диапазона температур
170–1900 K при давлении менее 10 атм (предполагалось, что воздух сухой
и в нем отсутствует диссоциация).

Недавно в статье [9] получено точное решение для течения Куэтта вяз-
кого газа с использованием для вычисления 𝜇 более точной (по сравнению
со степенной зависимостью) формулы Сазерленда (2). Однако в [9] осталось
в силе предположение о линейной связи между коэффициентами вязкости
и теплопроводности. Это предположение считается общепринятым [3,5] и ис-
пользуется до сих пор для различных течений вязкого газа (не только для те-
чения Куэтта) как в теоретических исследованиях [10,11], так и в численных
расчетах [12–15]. Однако в недавней статье [16] на основе эксперименталь-
ных данных [8] было показано, что отношение 𝜆/𝜇 для воздуха не постоянно
и меняется на 3.5 % только в диапазоне 275 K 6 𝑇 6 375 K, а вне этого
диапазона отношение 𝜆/𝜇 меняется еще больше. Следовательно, использова-
ние линейной связи коэффициентов 𝜆 и 𝜇 приводит к ошибке вычисления 𝜆,
превосходящей ошибку вычисления 𝜇 по формуле Сазерленда (2 %). Таким
образом, в решении [9] точность вычисления 𝜆 была хуже точности вычисле-
ния 𝜇. В данной статье предпринята попытка улучшить результат [9] путем
использования для вычисления 𝜆 более точной формулы, ошибка которой не
превышает 2 %.

В настоящее время известны две такие формулы. Одна формула имеет
точность 2 % для температур 𝑇 < 1000 K. Она предложена в монографии [4]
и имеет вид

𝜆 = 𝜆*
(︁ 𝑇
𝑇 *

)︁3/2𝑇 * + 𝑇𝜆
𝑇 + 𝑇𝜆

, (3)

где для воздуха 𝑇 * = 273 K, 𝑇𝜆 = 194 K, 𝜆* = 2.412 · 10−2 Вт/(м · K). Другая
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формула

𝜆 = 𝛽
𝑇 − 𝑇𝑆√

𝑇
, (4)

где для сухого воздуха 𝛽 = 0.2415 · 10−2 Вт/(м · K3/2), предложена в [16]
и имеет точность 2 % для горячего (800 K 6 𝑇 6 1500 K) вязкого газа.

Использование (3) привело авторов данной статьи к дифференциальному
уравнению, точное решение которого получить не удалось. Точное решение,
которое приведено ниже, удалось получить с помощью формулы (4).

Таким образом, данная статья посвящена получению точного решения
для течения Куэтта вязкого газа с использованием формул (2) и (4), имеющих
точность 2 % для горячего (800 K 6 𝑇 6 1500 K) газа. Новизна исследования
состоит в использовании для вычисления 𝜆 более точной формулы (4) вместо
предположения о линейной связи 𝜆 и 𝜇.

1. Постановка задачи. Рассмотрим стационарное плоское сдвиговое те-
чение совершенного вязкого газа между двумя движущимися в своих плоско-
стях параллельными пластинами, расположенными горизонтально на рассто-
янии 𝐻 друг от друга (аналог несжимаемого течения Куэтта). Введем пря-
моугольную декартову систему координат 𝑂𝑥𝑦, в которой ось 𝑂𝑥 направлена
вдоль нижней пластины, а ось 𝑂𝑦 перпендикулярна пластинам. Будем счи-
тать, что нижняя пластина неподвижна, а верхняя пластина перемещается со
скоростью 𝑢1 (рис. 1). Обозначим: 𝑢— скорость одномерного течения вдоль
оси 𝑥, 𝜌— плотность, 𝑇 — температура, 𝜇 = 𝜇(𝑇 ), 𝜆 = 𝜆(𝑇 )— коэффициенты
динамической вязкости и теплопроводности газа, определяемые формулами
(2) и (4) соответственно.

Рис. 1. Сдвиговое течение газа между неподвижной (нижней) и движущейся (верхней)
пластинами

[Figure 1. Shear gas flow between the stationary (bottom) and moving (top) plates]

Течение вязкого газа описывается уравнением неразрывности, уравне-
нием импульсов и уравнением баланса энергии [3, 4]. Давление, плотность
и температура совершенного газа связаны уравнением состояния Менделе-
ева—Клапейрона. Будем считать, что движение газа вызвано только сила-
ми вязкости за счет перемещения верхней пластины, а продольный гради-
ент давления отсутствует, т. е. давление постоянно 𝑝 = 𝑝0 = const. В рас-
сматриваемой одномерной задаче скорость, плотность, температура и дав-
ление зависят только от координаты 𝑦. Поэтому уравнение неразрывности
выполняется тождественно. Остальные уравнения движения газа приводят
к следующей системе:
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(𝜇𝑢′𝑦)
′
𝑦 = 0, (5)

(𝜆𝑇 ′
𝑦)

′
𝑦 + 𝜇(𝑢′𝑦)

2 = 0, (6)
𝑝 = 𝑅𝜌𝑇 = 𝑝0 > 0. (7)

Здесь и далее нижними индексами «0» и «1» обозначаются значения величин
на поверхности нижней (𝑦 = 0) и верхней (𝑦 = 𝐻) пластин соответственно.
𝑅— отношение универсальной газовой постоянной к молярной массе.

Задача состоит в нахождении решения 𝑢, 𝜌 и 𝑇 системы (2), (4)–(7) при
заданных значениях 𝑢1, 𝜌0 и 𝑇0.

Как сказано во введении, эта задача отличается от задачи, решенной в [9],
формулой для коэффициента теплопроводности. В [9] использована линейная
зависимость: 𝜆(𝑇 ) = 𝜇(𝑇 )𝜆0/𝜇0, а в данной работе — формула (4).

2. Точное решение. Из (5) следует, что напряжение трения 𝜏 = 𝜇𝑢′𝑦
одинаково во всех точках течения, то есть 𝜇𝑢′𝑦 = 𝜏0. Возьмем в качестве ха-
рактерных значений плотности, вязкости, теплопроводности и температуры
их значения при 𝑦 = 0, в качестве характерного значения скорости — скорость
верхней пластины 𝑢1, а в качестве характерной длины — расстояние между
пластинами 𝐻. Перейдем к безразмерным переменным: 𝜌 = 𝜌/𝜌0, 𝜇 = 𝜇/𝜇0,
𝜆 = 𝜆/𝜆0, 𝑇 = 𝑇/𝑇0, 𝑇𝑆 = 𝑇𝑆/𝑇0, 𝑢 = 𝑢/𝑢1, 𝑦 = 𝑦/𝐻, где 𝜇0 и 𝜆0 вычислены
по формулам (2) и (4) для 𝑇 = 𝑇0. Тогда для безразмерных коэффициентов
вязкости и теплопроводности имеем

𝜇 = 𝑇 3/2 1 + 𝑇𝑆

𝑇 + 𝑇𝑆

и 𝜆 =
𝑇 − 𝑇𝑆

(1− 𝑇𝑆)
√
𝑇
. (8)

Введем вместо координаты 𝑦 новую безразмерную переменную 𝜂, выпол-
няя преобразование

𝜂 =

∫︁ 𝑦

0

𝑑𝜉

𝑇 (𝜉)
,

предложенное в [16]. В рассматриваемом случае (постоянное давление) это
преобразование совпадает с преобразованием Дородницына [5]. Тогда

𝑑

𝑑𝑦
=

1

𝑇

𝑑

𝑑𝜂
,

и уравнения (5), (6) примут вид (далее всюду штрих будет обозначать диф-
ференцирование по новой безразмерной координате 𝜂)

𝑢 ′ =
𝜏0𝐻

𝑢1𝜇0

𝑇

𝜇
, (9)(︁ 𝜆

𝑇
𝑇 ′

)︁′
+
𝜇0𝑢

2
1

𝜆0𝑇0

𝜇

𝑇
(𝑢′)2 = 0.

С помощью (9) исключим 𝑢 ′ из последнего уравнения:(︁ 𝜆
𝑇
𝑇 ′

)︁′
+

𝜏20𝐻
2

𝜇0𝜆0𝑇0

𝑇

𝜇
= 0. (10)
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Подстановка выражений (8) в формулу (10) дает(︁𝑇 − 𝑇𝑆√
𝑇

1

𝑇
𝑇 ′

)︁′
+ 2

𝑇 + 𝑇𝑆√
𝑇

𝐵2 = 0, (11)

где 𝐵 = 𝜏0𝐻
⧸︁√︁

2(1 + 𝑇𝑆)𝜇0𝛽𝑇0
√
𝑇0. Уравнение (11) нелинейно относительно

𝑇 = 𝑇 (𝜂). Однако замена

𝑓(𝜂) =
𝑇 (𝜂) + 𝑇𝑆√︁

𝑇 (𝜂)
(12)

сводит его к уравнению колебаний

𝑓 ′′ +𝐵2𝑓 = 0.

Поэтому функция 𝑓(𝜂) представляется в виде 𝑓(𝜂) = 𝐴 cos(𝐵𝜂 + 𝜙), где
𝐴 > 0 и 𝜙 ∈ (−𝜋, 𝜋]— некоторые константы, которые будут определены ниже.
Из условия 𝑇 (0) = 1 и из уравнения (12) вытекает связь констант 𝐴 и 𝜙:

𝐴 cos𝜙 = 1 + 𝑇𝑆 . (13)

Искомая зависимость 𝑇 (𝜂) выражается через функцию 𝑓(𝜂) из уравнения
(12), которое имеет два решения:√︁

𝑇 (𝜂) = 0.5
(︁
𝑓(𝜂)±

√︁
𝑓2(𝜂)− 4𝑇𝑆

)︁
.

Однако условию 𝑇 (0) = 1 с учетом (13) удовлетворяет только одно из них
(при 𝑇0 > 𝑇𝑆 = 111 K):√︁

𝑇 (𝜂) = 0.5
(︁
𝑓(𝜂) +

√︁
𝑓2(𝜂)− 4𝑇𝑆

)︁
=

= 0.5
(︁
𝐴 cos(𝐵𝜂 + 𝜙) +

√︁
𝐴2 cos2(𝐵𝜂 + 𝜙)− 4𝑇𝑆

)︁
, (14)

т.е.
𝑇 (𝜂) = 0.25𝐴2

(︁
cos(𝐵𝜂 + 𝜙) +

√︁
cos2(𝐵𝜂 + 𝜙)− 4𝑇𝑆/𝐴2

)︁2
. (15)

Из уравнения состояния (7) —

𝜌(𝜂) = 1/𝑇 (𝜂).

При заданном распределении температуры 𝑇 (𝜂) плотность определяется
по формуле (7), а координата 𝑦— как интеграл с переменным верхним пре-
делом:

𝑦(𝜂) =

∫︁ 𝜂

0
𝑇 (𝜉)𝑑𝜉 = 𝑌 (𝜂)− 𝑌 (0), (16)

где для точного решения существенно, что этот интеграл берется и первооб-
разная 𝑌 имеет явную форму:
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𝑌 (𝜂) = 0.25𝐴2𝐵−1
(︁
cos(𝐵𝜂 + 𝜙) +

√︀
cos2(𝐵𝜂 + 𝜙)− 𝛼2

)︁
sin(𝐵𝜂 + 𝜙)+

+ 0.25𝐴2𝐵−1(1− 𝛼2)
(︁
(𝐵𝜂 + 𝜙) + arcsin

(︁sin(𝐵𝜂 + 𝜙)√
1− 𝛼2

)︁)︁
, 𝛼2 = 4𝑇𝑆/𝐴

2.

Поскольку рассматривается только такой диапазон изменения координа-
ты 𝜂, в котором температура 𝑇 > 0, формула (16) всегда задает взаимно
однозначное соответствие координат 𝜂 и 𝑦.

Из (9) следует, что скорость 𝑢 определяется как интеграл с переменным
верхним пределом:

𝑢(𝜂) =
𝜏0𝐻

𝑢1𝜇0

∫︁ 𝜂

0

𝑇 (𝜉)

𝜇(𝜉)
𝑑𝜉.

Подынтегральное выражение, согласно (10), имеет представление

𝑇

𝜇
= −𝜇0𝜆0𝑇0

𝜏20𝐻
2

(︁ 𝜆
𝑇
𝑇 ′

)︁′
.

Поэтому

𝑢(𝜂) = − 𝜆0𝑇0
𝑢1𝜏0𝐻

∫︁ 𝜂

0

(︁ 𝜆
𝑇
𝑇 ′

)︁′
𝑑𝜉 = − 𝜆0𝑇0

𝑢1𝜏0𝐻

(︁ 𝜆
𝑇
𝑇 ′

)︁⃒⃒⃒𝜂
0
. (17)

Далее рассмотрим случай теплоизолированной верхней (подвижной) пла-
стины. Это значит, что 𝑇 ′(𝜂1) = 0, где 𝜂1 — значение координаты 𝜂 на верхней
пластине. Дифференцируя (15), получим

𝑇 ′(𝜂) = − 2𝐵𝑇 (𝜂)√︀
cos2(𝐵𝜂 + 𝜙)− 𝛼2

sin(𝐵𝜂 + 𝜙). (18)

Поэтому равенство 𝑇 ′(𝜂1) = 0 означает, что

sin(𝐵𝜂1 + 𝜙) = 0. (19)

На верхней пластине 𝑢(𝜂1) = 1, и уравнение (17) для теплоизолированной
верхней пластины после применения (18) дает

1 = − 𝜆0𝑇0
𝑢1𝜏0𝐻

(︁ 𝜆
𝑇
𝑇 ′

)︁⃒⃒⃒𝜂1
0

= 0 +
𝜆0𝑇0
𝑢1𝜏0𝐻

𝜆(0)

𝑇 (0)
𝑇 ′(0) = − 𝜆0𝑇0

𝑢1𝜏0𝐻

2𝐵√︀
cos2 𝜙− 𝛼2

sin𝜙.

Поскольку из (13) следует

√︀
cos2 𝜙− 𝛼2 =

√︁
cos2 𝜙− 4𝑇𝑆/𝐴2 = cos𝜙

√︁
1− 4𝑇𝑆/(1 + 𝑇𝑆)2 =

= cos𝜙(1− 𝑇𝑆)/(1 + 𝑇𝑆),

имеем

1 = − 𝜆0𝑇0
𝑢1𝜏0𝐻

2𝐵(1 + 𝑇𝑆) sin𝜙

(1− 𝑇𝑆) cos𝜙
,

что позволяет явно выразить 𝜙 через параметры задачи:
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tg𝜙 = − 𝑢1
2𝜆0𝑇0

(1− 𝑇𝑆)

(1 + 𝑇𝑆)

(︁𝜏0𝐻
𝐵

)︁
=

= − 𝑢1
2𝜆0𝑇0

(1− 𝑇𝑆)

(1 + 𝑇𝑆)

√︁
2(1 + 𝑇𝑆)𝜇0𝛽𝑇0

√︀
𝑇0 =

= −𝑢1(1− 𝑇𝑆)

𝜆0
4
√
𝑇0

√︃
𝜇0𝛽

2(1 + 𝑇𝑆)
.

После этого константы 𝐴 > 0 и 𝛼2 = 4𝑇𝑆/𝐴
2 определяются формулой (13).

Для окончательного решения задачи осталось определить константу 𝐵.

Поскольку
√︁
𝑇 (𝜂) > 0 и 𝐴 > 0, из (14) заключаем, что cos(𝐵𝜂 + 𝜙) > |𝛼| при

всех 𝜂 ∈ [0, 𝜂1]. В частности, при 𝜂 = 0 имеем cos𝜙 > |𝛼|. Вместе с условием
𝜙 ∈ (−𝜋, 𝜋] это означает, что 𝜙 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2], и, следовательно, (𝐵𝜂 + 𝜙) ∈
(−𝜋/2, 𝜋/2] при всех 𝜂 ∈ [0, 𝜂1]. Поэтому из (19) следует, что

𝐵𝜂1 + 𝜙 = 0. (20)

Учитывая (20) и (13), из (16) и из условия 𝑦(𝜂1) = 1 получим

1 = 𝑌 (𝜂1)− 𝑌 (0) = 0− 𝑌 (0) =

= −0.25𝐴2𝐵−1
(︀
cos𝜙+

√︀
cos2 𝜙− 𝛼2

)︀
sin𝜙−

− 0.25𝐴2𝐵−1(1− 𝛼2)
(︁
𝜙+ arcsin

(︁ sin𝜙√
1− 𝛼2

)︁)︁
=

= −0.5𝐴𝐵−1 sin𝜙− 0.25𝐴2𝐵−1(1− 𝛼2)
(︁
𝜙+ arcsin

(︁ sin𝜙√
1− 𝛼2

)︁)︁
.

Отсюда получается явное выражение для константы 𝐵 через другие констан-
ты, найденные ранее:

𝐵 = −0.5𝐴 sin𝜙− 0.25𝐴2(1− 𝛼2)
(︁
𝜙+ arcsin

(︁ sin𝜙√
1− 𝛼2

)︁)︁
.

Таким образом, приходим к следующему результату. Для любых положи-
тельных значений скорости верхней пластины 𝑢1, расстояния между пласти-
нами 𝐻, значений вязкости 𝜇0 и теплопроводности 𝜆0 на нижней пластине,
относительной температуры Сазерленда 𝑇𝑆 и значений температуры ниж-
ней пластины 𝑇0 из заданного диапазона 800 K 6 𝑇 6 1500 K формулы (15)
и (17) дают точное решение уравнений движения вязкого сжимаемого газа
в зависимости от переменной 𝜂. Переход к исходной переменной 𝑦 осуществ-
ляется по формуле (16). Это решение описывает вязкое сжимаемое течение
Куэтта между нижней неподвижной пластиной и параллельной ей верхней
пластиной, движущейся со скоростью 𝑢1, для общего случая, когда коэф-
фициент вязкости и температура связаны формулой Сазерленда (2), коэф-
фициент теплопроводности и температура связаны формулой (4), а верхняя
подвижная пластина теплоизолирована.

В связи со сложностью полученных формул для демонстрации свойств
решения в следующих разделах будут приведены профили безразмерных ско-
рости, температуры и напряжения трения 𝑢, 𝑇 и 𝜏 .
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3. Профили скорости и температуры. На рис. 2 представлена функ-
ция зависимости безразмерного значения температуры 𝑇 от безразмерного
значения поперечной координаты 𝑦 при различных значениях параметров 𝑇0
и 𝑢1. Как можно видеть из графика, при увеличении скорости верхней пла-
стины 𝑢1 температура верхней (теплоизолированной) пластины 𝑇 |𝑦=1 воз-
растает. Однако при постоянном значении 𝑢1 чем выше значение температу-
ры нижней пластины 𝑇0, тем незначительнее отличается от нее температура
верхней пластины 𝑇 |𝑦=1.

При различных значениях параметров 𝑇0 и 𝑢1 профиль скорости бли-
зок к прямолинейному отрезку, соединяющему начальную и конечную точки
профиля, так что визуально на графике это незаметно. При значительном
приближении к центральной части профиля (рис. 3) можно заметить, что
по мере увеличения скорости верхней стенки 𝑢1 и уменьшения температуры
нижней стенки 𝑇0 растет отличие профиля скорости от отрезка прямой.

4. О применимости аналогии Рейнольдса. Как было упомянуто вы-
ше, в статье [9] получено точное решение для течения Куэтта вязкого га-
за с использованием формулы Сазерленда (2). Однако в [9] осталось в силе
предположение о линейной связи между коэффициентами вязкости и теп-
лопроводности (аналогия Рейнольдса). Полученное в данной статье точное
решение вместе с решением [9] позволило оценить влияние упрощающего
предположения о линейной связи коэффициентов вязкости и теплопровод-
ности на результаты расчетов для течения Куэтта. Для этого расчеты про-
филей температур и зависимостей напряжения трения от числа Маха M1 при
теплоизолированной верхней пластине были проведены как по полученным
в данной статье формулам, так и по формулам [9].

Сравнение профилей температур проведено при 𝑢1 = 150 м/с. Как можно
видеть из рис. 4, все выводы, сделанные в предыдущем разделе относительно
профилей температуры, справедливы и в случае линейной зависимости. Од-
нако для одинаковых значений температуры нижней пластины 𝑇0 температу-
ра верхней пластины 𝑇 |𝑦=1 в предположении о линейной связи оказывается
больше.

5. Напряжение трения. Как показывает уравнение (5), напряжение
трения 𝜏 = 𝜇𝑢′𝑦 одинаково во всех точках течения и может быть вычисле-
но, например, на нижней пластине. Для исследования влияния сжимаемо-
сти введем безразмерный коэффициент напряжения трения 𝜏0 = 𝜏0/𝜏00, где
𝜏00 = (𝜇0𝑢1)/𝐻 — коэффициент напряжения трения для несжимаемого тече-
ния Куэтта с постоянным коэффициентом динамической вязкости 𝜇0. А так-
же введем безразмерный коэффициент — число Маха: M1 = 𝑢1/𝑎0, где 𝑢1 —
скорость верхней пластины, а 𝑎0 — скорость звука на нижней пластине, кото-
рая вычисляется по формуле 𝑎0 =

√
𝑘𝑅𝑇0, 𝑘 = 𝐶𝑝/𝐶𝑣 (для рассматриваемого

диапазона температур принималось значение 𝑘 = 1.365). На рис. 5 пред-
ставлены зависимости безразмерного коэффициента напряжения трения 𝜏0
от числа Маха M1, которые вычислены при разных значениях температуры
нижней пластины 𝑇0. Из графиков на рис. 5 следует, что при теплоизолиро-
ванной верхней пластине сжимаемость газа приводит только к увеличению
напряжения трения. Однако при линейной зависимости между коэффициен-
тами вязкости и теплопроводности прирост напряжения трения оказывается
недооцененным примерно в два раза.

Заключение. Найдено точное решение уравнений движения горячего
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Рис. 2. Профили температур для различных значений 𝑇0 и 𝑢1

[Figure 2. The temperature profiles for various values of 𝑇0 and 𝑢1]

Рис. 3. Центральная часть профилей скорости при значительном приближении для раз-
личных значений 𝑇0 и 𝑢1

[Figure 3. Central part of velocity profiles with a significant increase for various values
of 𝑇0 and 𝑢1]
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Рис. 4. Профили температур при теплоизолированной верхней пластине для различных
значений 𝑇0 и 𝑢1 = 150 м/c; сплошные линии — по теории авторов; штриховые линии — по

данным работы [9]
[Figure 4. The temperature profiles in the presence of thermal insulation on the top plate for
various values of 𝑇0 and 𝑢1 = 150 m/s; solid lines are consistent with this study; dashed lines

correspond to data from [9]]

Рис. 5. Зависимость напряжения трения от числа Маха M1 при теплоизолированной верх-
ней пластине для различных значений 𝑇0; сплошные линии — по теории авторов; штрихо-

вые линии — по данным работы [9]
[Figure 5. The dependence of the friction stress on the Mach number M1 in the presence of

thermal insulation on the top plate for various values of 𝑇0; solid lines are consistent with this
study; dashed lines correspond to data from [9]]
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вязкого газа, в которых формулы для вязкости и теплопроводности имеют
точность не хуже 2 %. Вязкость зависит от температуры по формуле Сазер-
ленда (2), а теплопроводность — по формуле (4). Решение описывает плоское
стационарное сдвиговое течение горячего (800 K 6 𝑇 6 1500 K) газа меж-
ду двумя параллельными пластинами, вызванное движением одной из них
(сжимаемое течение Куэтта). Полученное точное решение позволило исследо-
вать качественное влияние сжимаемости на напряжение трения и на профили
температуры и скорости. Несмотря на то, что расчеты, проведенные с ис-
пользованием аналогии Рейнольдса, показывают аналогичные качественные
эффекты, в полной мере количественное влияние сжимаемости для течения
Куэтта исследовано именно в данной работе.
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Abstract

A new exact solution is found for the equations of motion of a viscous
gas for a stationary shear flow of hot (800–1500 K) gas between two parallel
plates moving at different speeds (an analog of the incompressible Couette
flow). One of the plates was considered thermally insulated. For the depen-
dence of the coefficient of viscosity on temperature, the Sutherland formula
is adopted. Unlike other known exact solutions, instead of a linear associ-
ation between the viscosity and thermal conductivity coefficients, a more
accurate formula was used to calculate the thermal conductivity coefficient,
having the same accuracy in the temperature range under consideration as
the Sutherland formula (2%). Using the obtained exact solution, the qual-
itative effect of compressibility on the friction stress and the temperature,
and velocity profiles were investigated. It is shown that the compressibility of
the gas leads to an increase in the friction stress, if one of the plates is ther-
mally insulated. The new exact solution was compared with the known exact
solution (Golubkin, V.N. & Sizykh, G.B., 2018) obtained using the Suther-
land formula for the viscosity coefficient and the Reynolds analogy for the
thermal conductivity coefficient. It was found that both solutions lead to
the same conclusions about the qualitative effect of compressibility on the
friction stress and on the temperature and velocity profiles. However, the
increase in friction stress caused by compressibility of the gas turned out to
be underestimated twice when using the Reynolds analogy. This shows that
the assumption of a linear relationship between the coefficients of viscosity
and thermal conductivity can lead to noticeable quantitative errors.

Keywords: viscous gas, hot gas, exact solutions, Sutherland formula, ther-
mal conductivity formula.
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