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Аннотация
Изучена видоизмененная задача Коши для неоднородного уравнения

вырождающегося гиперболического типа второго рода в характеристи-
ческом треугольнике. Известно, что вырождающиеся гиперболические
уравнения обладают той особенностью, что для них не всегда имеет
место корректность задачи Коши с начальными данными на линии па-
раболического вырождения. Поэтому в таких случаях необходимо рас-
смотреть задачу с начальными условиями в видоизмененной форме.

Сформулированы видоизмененные задачи Коши с начальными усло-
виями на линии параболического вырождения для неоднородного урав-
нения вырождающегося гиперболического типа второго рода. Постав-
ленная задача сводится к видоизмененной задаче Коши для однород-
ного уравнения и к задаче Коши для неоднородного уравнения с нуле-
выми начальными условиями. Решения видоизмененной задачи Коши
для однородного уравнения получено из общего решения рассмотренно-
го уравнения, а решения видоизмененной задачи Коши с однородными
условиями для уравнения неоднородного уравнения найдены с помощью
метода Римана в явном виде.

Доказано, что найденные решения действительно удовлетворяют урав-
нению и начальным условиям.

Ключевые слова: вырождающееся уравнение гиперболического типа,
видоизмененная задача Коши, существование и единственность реше-
ния, функция Римана.
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Введение. Известно, что задача Коши для вырождающихся гиперболи-
ческих уравнений с начальными данными на линии параболического вырож-
дения не всегда бывает корректно поставленной. В том случае, когда задача
Коши поставлена некорректно, необходимо рассмотреть видоизмененную за-
дачу Коши (см., напр., [1–3]). На корректность таких задач существенно вли-
яют коэффициенты и показатель вырождения рассматриваемого уравнения.
Естественно, что эта проблема связана и с вопросом о корректной постановке
и исследовании краевых задач для уравнений смешанного типа, содержащих
такие уравнения (см., напр., [4–12]).

В конечной односвязной области 𝐷, ограниченной его характеристиками
𝑂𝐵 : 𝑥 − 2

√
−𝑦 = 0, 𝐴𝐵 : 𝑥 + 2

√
−𝑦 = 1 и 𝑂𝐴 : 𝑦 = 0, рассматривается

вырождающееся гиперболическое уравнение второго рода

𝐿𝛼,𝜆(𝑢) ≡ 𝑢𝑥𝑥 + 𝑦𝑢𝑦𝑦 + 𝛼𝑢𝑦 − 𝜆2𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑦 < 0, (1)

где 𝛼 и 𝜆— заданные числа, причем 𝛼 < 1, 𝜆 ∈ R или 𝑖𝜆 ∈ R, 𝑓(𝑥, 𝑦)—
заданная функция.

Отметим, что М. Чибрарио одним из первых провела углубленный анализ
уравнения (1) при 𝛼 = 0 и 𝜆 = 0 [13]. С. А. Терсенов [2], И. Л. Кароль [14],
М. С. Салахитдинов, С. С. Исамухаммедов [6], В. А. Елеев [3], J. W. Reyn [15],
Ю. М. Крикунов [16], Р. С. Хайруллин [4], Н. К. Мамадалиев [5] и многие дру-
гие исследовали различные задачи для уравнения (1) при различных значе-
ниях 𝛼, когда 𝜆 = 0 и 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0. Следует отметить, что М. В. Капилевич
исследовал задачу Коши для уравнения (1) при 𝛼 ∈ (1/2, 1) и 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 [17].
При 𝛼 = 1/2 и 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 уравнение (1) сводится к телеграфному уравне-
нию задачи Коши, которая была изучена в [18]. Задачу Коши для уравнения
(1) при 𝛼 ∈ (0, 1/2) и 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 исследовал Ф. Ф. Евдокимов [19]. В ра-
боте [20] для уравнения (1) при 𝛼 ∈ R∖(0, 1) и 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 сформулирована
видоизмененная задача Коши, аналогичная предложенной задаче в [2], и по-
лучена формула единственного решения поставленной задачи. В работе [21]
поставлена и изучена задача типа Коши с производными высокого порядка
в начальных условиях для уравнения (1) при 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 в характеристиче-
ском треугольнике.

В этой работе исследуется следующая видоизмененная задача Коши для
уравнения (1).

Задача Коши. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷) ∩ 𝐶2(𝐷), удовлетворяю-
щую в области 𝐷 уравнению (1) и следующим начальным условиям:{︃

𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1];

lim
𝑦→−0

(−𝑦)𝛼(𝜕/𝜕𝑦)[𝑢−𝐴−
𝛼 (𝜏, 𝜆)] = 𝜈(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1), (2)

где 𝜏(𝑥), 𝜈(𝑥) и 𝑓(𝑥, 𝑦)— заданные функции, 𝐴−
𝛼 (𝜏, 𝜆)— оператор вида
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𝐴−
𝛼 (𝜏, 𝜆) =

𝑛∑︁
𝑘=0

Γ(2𝑛+ 2𝛽)(4𝑦)𝑘𝐶𝑘
𝑛

Γ2(𝑛+ 𝛽)(𝛽 + 1/2)𝑘(𝛽 + 𝑛)𝑘
×

×
∫︁ 1

0
Ψ𝑘(𝜏, 𝜆)[𝑧(1− 𝑧)]𝑘+𝑛+𝛽−1𝐽𝑘+𝑛+𝛽−1(𝜎)𝑑𝑧 (3)

при 𝛼 ̸= −𝑛, 𝛼 ̸= 1/2− 𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ; вида

𝐴−
−𝑛+1/2(𝜏, 𝜆) =

𝑛+1∑︁
𝑘=0

𝐶𝑘
𝑛+1(4𝑦)

𝑘

𝑘!(−𝑛+ 1/2)𝑘

∫︁ 1

0
Ψ𝑘(𝜏, 𝜆)[𝑧(1− 𝑧)]𝑘𝐽𝑘(𝜎)𝑑𝑧 (4)

при 𝛼 = 1/2− 𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ; вида

𝐴−
−𝑛(𝜏, 𝜆) =

1

𝜋

𝑛∑︁
𝑘=0

(4𝑦)𝑘𝐶𝑘
𝑛+1

(−𝑛)𝑘(1/2)𝑘

∫︁ 1

0
Ψ𝑘(𝜏, 𝜆)[𝑧(1− 𝑧)]𝑘−1/2𝐽𝑘−1/2(𝜎)𝑑𝑧 +

+
4(4𝑦)𝑛+1

𝜋(−𝑛)𝑛(3/2)𝑛

∫︁ 1

0
Ψ𝑛+1(𝜏, 𝜆)[𝑧(1− 𝑧)]𝑛+1/2 ×

× {ln[
√
−𝑦𝑧(1− 𝑧)]𝐽𝑛+1/2(𝜎)− Ω𝑛+1/2(𝜎)}𝑑𝑧 (5)

при 𝛼 = −𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ;

Ω𝛾(𝜎) =
∞∑︁

𝑚=1

(−1)𝑚(𝜎/2)2𝑚

𝑚!(𝛾 + 1)𝑚

𝑚∑︁
𝑗=1

1

𝛾 + 𝑗
;

Ψ𝑘(𝜏, 𝜆) =
(︀
𝜆2−𝑑2/𝑑𝑥2

)︀𝑘
𝜏(𝑥), 𝜎 = 4𝜆

√︀
−𝑦𝑧(1− 𝑧), 𝛽 = 𝛼−1/2, Γ(𝛿)— гамма-

функция Эйлера, (𝑎)𝑚 = 𝑎(𝑎+1) · · · (𝑎+𝑚−1)— символ Похгаммера, 𝐽𝛾(𝑧)—
функция Бесселя первого рода, 𝐽𝛾(𝑧) = Γ(𝛾 + 1)(𝑧/2)−𝛾𝐽𝛾(𝑧), т.е.

𝐽𝛾(𝑧) = Γ(𝛾 + 1)

∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚(𝑧/2)2𝑚

𝑚!Γ(𝑚+ 𝛾 + 1)
, 𝛾 ̸= −1,−2,−3, . . . .

1. Исследование видоизмененной задачи Коши. Решение задачи
(1), (2) будем искать в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑣(𝑥, 𝑦) + 𝜔(𝑥, 𝑦), (6)

где 𝑣(𝑥, 𝑦)— решение задачи

𝐿𝛼,𝜆(𝑣) ≡ 𝑣𝑥𝑥 + 𝑦𝑣𝑦𝑦 + 𝛼𝑣𝑦 − 𝜆2𝑣 = 0, 𝑦 < 0;{︃
𝑣(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 1];

lim
𝑦→−0

(−𝑦)𝛼(𝜕/𝜕𝑦)[𝑣 −𝐴−
𝛼 (𝜏, 𝜆)] = 𝜈(𝑥), 𝑥 ∈ (0, 1),

которое определяется формулой [20]
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𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝐴−
𝛼 (𝜏, 𝜆)−

− 𝛾1(−𝑦)1−𝛼

∫︁ 1

0
𝜈
(︀
𝑥− 2

√
−𝑦(1− 2𝑧)

)︀
[𝑧(1− 𝑧)]−𝛽𝐽−𝛽(𝜎)𝑑𝑧. (7)

Здесь 𝛾1 = Γ(2− 2𝛽)/[(1− 𝛼)Γ2(1− 𝛽)], 𝜎 = 4𝜆
√︀
−𝑦𝑧(1− 𝑧), 𝐴−

𝛼 (𝜏, 𝜆)— опре-
деляется по формулам (3)–(5), 𝜔(𝑥, 𝑦)— решение задачи

𝐿𝛼,𝜆(𝜔) = 𝑓(𝑥, 𝑦), 𝑦 < 0; (8){︃
𝜔(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ [0, 1];

lim
𝑦→−0

(−𝑦)𝛼(𝜕/𝜕𝑦)𝜔(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑥 ∈ (0, 1). (9)

Из (9) вытекает, что [21]

lim
𝑦→−0

(−𝑦)𝛼−1𝜔(𝑥, 𝑦) = 0. (10)

Исследуем задачу (8), (9) методом Римана. Уравнение (8) и условия (9)
в характеристических координатах 𝜉 = 𝑥− 2

√
−𝑦, 𝜂 = 𝑥+ 2

√
−𝑦 имеют вид

𝐸𝜆(𝑊 ) ≡𝑊𝜉𝜂 +
𝛽

𝜂 − 𝜉
(𝑊𝜉 −𝑊𝜂)−

𝜆2

4
𝑊 = 𝐹 (𝜉, 𝜂),

𝑊 (𝜉, 𝜉) = 0, lim
𝜂−𝜉→0

(𝜂 − 𝜉)2𝛽

4𝛽−1/2
[𝑊𝜉(𝜉, 𝜂)−𝑊𝜂(𝜉, 𝜂)] = 0, (11)

где 𝑊 (𝜉, 𝜂) = 𝜔(𝑥, 𝑦), 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝜉, 𝜂)/4. В координатах 𝜉, 𝜂 равенство (10)
имеет вид

lim
𝜂−𝜉→0

(︁𝜂 − 𝜉

4

)︁2𝛽−1
𝑊 (𝜉, 𝜂) = 0. (12)

В характеристическом треугольнике Δ0, ограниченном прямыми 𝜉 = 𝜂,
𝜉 = 𝜉0, 𝜂 = 𝜂0, рассмотрим функцию Римана [22]:

𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0) =
(𝜂 − 𝜉)2𝛽

(𝜂 − 𝜉0)𝛽(𝜂0 − 𝜉)𝛽

∞∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘

(𝑘!)2
𝐹 (𝛽, 𝛽 + 𝑘, 1 + 𝑘; 𝜃),

где 𝜌 = 𝜆2(𝜂0−𝜂)(𝜉−𝜉0)/4, 𝜃 = (𝜂0−𝜂)(𝜉−𝜉0)/[(𝜂−𝜉0)(𝜂0−𝜉)]. Легко видеть,
что

𝐸*
𝜆(𝑅) ≡ 𝑅𝜉𝜂 −

𝛽

𝜂 − 𝜉
(𝑅𝜉 −𝑅𝜂)−

2𝛽

(𝜂 − 𝜉)2
𝑅− 𝜆2

4
𝑅 = 0;

𝜕

𝜕𝜉
𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)

⃒⃒⃒
𝜂=𝜂0

+
𝛽

𝜂 − 𝜉
𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)

⃒⃒⃒
𝜂=𝜂0

= 0; (13)

𝜕

𝜕𝜂
𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)

⃒⃒⃒
𝜉=𝜉0

− 𝛽

𝜂 − 𝜉
𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)

⃒⃒⃒
𝜉=𝜉0

= 0; (14)

𝜕

𝜕𝜉0
𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)

⃒⃒⃒
𝜂=𝜂0

− 𝛽

𝜂0 − 𝜉0
𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)

⃒⃒⃒
𝜂=𝜂0

= 0; (15)
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𝜕

𝜕𝜂0
𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)

⃒⃒⃒
𝜉=𝜉0

+
𝛽

𝜂0 − 𝜉0
𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)

⃒⃒⃒
𝜉=𝜉0

= 0; (16)

𝑅(𝜉0, 𝜂0; 𝜉0, 𝜂0) = 1. (17)

Имеет место тождество

2𝑅𝐸𝜆(𝑊 )− 2𝑊𝐸*
𝜆(𝑅) = 2𝑅𝐹 (𝜉, 𝜂) =

𝜕

𝜕𝜂
𝑀 +

𝜕

𝜕𝜉
𝑁, (18)

где

𝑀 =
(︁𝜕𝑊
𝜕𝜉

𝑅−𝑊
𝜕𝑅

𝜕𝜉
− 2𝛽

𝜂 − 𝜉
𝑊𝑅

)︁
, 𝑁 =

(︁𝜕𝑊
𝜕𝜂

𝑅−𝑊
𝜕𝑅

𝜕𝜂
+

2𝛽

𝜂 − 𝜉
𝑊𝑅

)︁
.

Проинтегрируем тождество (18) по треугольнику, ограниченному прямыми
𝜉 = 𝜉0, 𝜂 = 𝜂0, 𝜂 − 𝜉 = 𝜀, 𝜀 > 0:

2

∫︁ 𝜂0−𝜀

𝜉0

𝑑𝜉

∫︁ 𝜂0

𝜉+𝜀
𝐹 (𝜉, 𝜂)𝑅𝑑𝜂 =

∫︁ 𝜂0−𝜀

𝜉0

𝑑𝜉

∫︁ 𝜂0

𝜉+𝜀

𝜕

𝜕𝜂
𝑀𝑑𝜂+

∫︁ 𝜂0

𝜉0+𝜀
𝑑𝜂

∫︁ 𝜂−𝜀

𝜉0

𝜕

𝜕𝜉
𝑁𝑑𝜉. (19)

Вычислив внутренние интегралы, имеем

2

∫︁ 𝜂0−𝜀

𝜉0

𝑑𝜉

∫︁ 𝜂0

𝜉+𝜀
𝐹 (𝜉, 𝜂)𝑅𝑑𝜂 =

∫︁ 𝜂0−𝜀

𝜉0

𝑀
⃒⃒⃒𝜂=𝜂0

𝜂=𝜉+𝜀
𝑑𝜉 +

∫︁ 𝜂0

𝜉0+𝜀
𝑁
⃒⃒⃒𝜉=𝜂−𝜀

𝜉=𝜉0
𝑑𝜂.

Отсюда, принимая во внимание свойства (13), (14) и (17), получим∫︁ 𝜂0−𝜀

𝜉0

𝑀
⃒⃒⃒𝜂=𝜂0

𝜂=𝜉+𝜀
𝑑𝜉 =𝑊 (𝜂0 − 𝜀, 𝜂0)𝑅(𝜂0 − 𝜀, 𝜂0; 𝜉0, 𝜂0)−𝑊 (𝜉0, 𝜂0)− 𝐽1, (20)∫︁ 𝜂0

𝜉0+𝜀
𝑁
⃒⃒⃒𝜉=𝜂−𝜀

𝜉=𝜉0
𝑑𝜂 = 𝐽2 −𝑊 (𝜉0, 𝜂0) +𝑊 (𝜉0, 𝜉0 + 𝜀)𝑅(𝜉0, 𝜉0 + 𝜀; 𝜉0, 𝜂0), (21)

где

𝐽1 =

∫︁ 𝜂0−𝜀

𝜉0

(︁𝜕𝑊
𝜕𝜉

𝑅−𝑊
𝜕𝑅

𝜕𝜉
− 2𝛽

𝜂 − 𝜉
𝑊𝑅

)︁⃒⃒⃒
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉, (22)

𝐽2 =

∫︁ 𝜂0

𝜉0+𝜀

(︁𝜕𝑊
𝜕𝜂

𝑅−𝑊
𝜕𝑅

𝜕𝜂
+

2𝛽

𝜂 − 𝜉
𝑊𝑅

)︁⃒⃒⃒
𝜉=𝜂−𝜀

𝑑𝜂. (23)

Теперь, вычисляем

𝐽2 − 𝐽1 =

∫︁ 𝜂0−𝜀

𝜉0

(︁𝜕𝑊
𝜕𝜂

− 𝜕𝑊

𝜕𝜉

)︁
𝑅
⃒⃒⃒
𝜂=𝜉+𝜀

𝑑𝜉 +

+

∫︁ 𝜂0−𝜀

𝜉0

𝑊
(︁𝜕𝑅
𝜕𝜉

− 𝜕𝑅

𝜕𝜂
+

4𝛽

𝜂 − 𝜉
𝑅
)︁⃒⃒⃒

𝜂=𝜉+𝜀
𝑑𝜉. (24)

Учитывая (11) и (12), имеем

lim
𝜀→0

(︁𝜕𝑊
𝜕𝜂

− 𝜕𝑊

𝜕𝜉

)︁
𝑅
⃒⃒⃒
𝜂=𝜉+𝜀

= 0, lim
𝜀→0

𝑊
(︁𝜕𝑅
𝜕𝜉

− 𝜕𝑅

𝜕𝜂
+

4𝛽

𝜂 − 𝜉
𝑅
)︁⃒⃒⃒

𝜂=𝜉+𝜀
= 0.
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Принимая во внимание (20)–(24), из формулы (19) в пределе при 𝜀 → 0 по-
лучаем

𝑊 (𝜉0, 𝜂0) =

∫︁ 𝜂0

𝜉0

𝑑𝜉

∫︁ 𝜂0

𝜉
𝐹 (𝜉, 𝜂)𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)𝑑𝜂.

Возвращаясь к переменным 𝑥 и 𝑦, получим

𝜔(𝑥, 𝑦) =
1

4

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑑𝜉

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝜉
𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
×

×𝑅(𝜉, 𝜂;𝑥− 2
√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)𝑑𝜂. (25)

Теорема 1. Если 𝑓(𝑥, 𝑦) = (−𝑦)𝛼𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(�̄�), то функция
(25) является единственным решением задачи (8), (9).

До к а з ат е л ь ств о. Сначала докажем, что функция (25) удовлетворяет
уравнению (1). Для этого вычислим следующие производные:

𝜔𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) =
1

2
𝑓(𝑥, 𝑦) +

+
1

4

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝜕

𝜕𝑥
𝑓
(︁𝑥− 2

√
−𝑦 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝑥+ 2

√
−𝑦)2

16

)︁
×

×𝑅(𝑥− 2
√
−𝑦, 𝜂;𝑥− 2

√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)𝑑𝜂 +

+
1

4

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝑥− 2

√
−𝑦 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝑥+ 2

√
−𝑦)2

16

)︁
×

× 𝜕

𝜕𝑥
𝑅(𝑥− 2

√
−𝑦, 𝜂;𝑥− 2

√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)𝑑𝜂 −

− 1

4

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝜕

𝜕𝑥
𝑓
(︁𝜉 + 𝑥+ 2

√
−𝑦

2
,−(𝑥+ 2

√
−𝑦 − 𝜉)2

16

)︁
×

×𝑅(𝜉, 𝑥+ 2
√
−𝑦;𝑥− 2

√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)𝑑𝜉 −

− 1

4

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝜉 + 𝑥+ 2

√
−𝑦

2
,−(𝑥+ 2

√
−𝑦 − 𝜉)2

16

)︁
×

× 𝜕

𝜕𝑥
𝑅(𝜉, 𝑥+ 2

√
−𝑦;𝑥− 2

√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)𝑑𝜉 −

− 1

4

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
×

× 𝜕

𝜕𝑥
𝑅(𝜉, 𝜂;𝑥− 2

√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑥−2

√
−𝑦
𝑑𝜂 −

− 1

4

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
×

× 𝜕

𝜕𝑥
𝑅(𝜉, 𝜂;𝑥− 2

√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)

⃒⃒⃒
𝜂=𝑥+2

√
−𝑦
𝑑𝜉 −

− 1

4

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑑𝜉

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝜉
𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
− (𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
×
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× 𝜕2

𝜕𝑥2
𝑅(𝜉, 𝜂;𝑥− 2

√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)𝑑𝜂;

𝜔𝑦(𝑥, 𝑦) =
1

4
√
−𝑦

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
×

×𝑅(𝜉, 𝜂;𝑥− 2
√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑥−2

√
−𝑦
𝑑𝜂 +

+
1

4
√
−𝑦

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
×

×𝑅(𝜉, 𝜂;𝑥− 2
√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)

⃒⃒⃒
𝜂=𝑥+2

√
−𝑦
𝑑𝜉 −

− 1

4

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑑𝜉

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝜉
𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
×

× 𝜕

𝜕𝑦
𝑅(𝜉, 𝜂;𝑥− 2

√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)𝑑𝜂. (26)

𝜔𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) =
1

8
√︀
−𝑦3

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
×

×𝑅(𝜉, 𝜂;𝑥− 2
√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑥−2

√
−𝑦
𝑑𝜂 +

+
1

2𝑦
𝑓(𝑥, 𝑦) +

1

4
√
−𝑦

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝜕

𝜕𝑦
𝑓
(︁𝑥− 2

√
−𝑦 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝑥+ 2

√
−𝑦)2

16

)︁
×

×𝑅(𝑥− 2
√
−𝑦, 𝜂;𝑥− 2

√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)𝑑𝜂 +

+
1

4
√
−𝑦

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝑥− 2

√
−𝑦 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝑥+ 2

√
−𝑦)2

16

)︁
×

× 𝜕

𝜕𝑦
𝑅(𝑥− 2

√
−𝑦, 𝜂;𝑥− 2

√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)𝑑𝜂 +

+
1

8
√︀
−𝑦3

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
×

×𝑅(𝜉, 𝜂;𝑥− 2
√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)𝑑𝜉

⃒⃒⃒
𝜂=𝑥+2

√
−𝑦

+

+
1

4
√
−𝑦

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝜕

𝜕𝑦
𝑓
(︁𝜉 + 𝑥+ 2

√
−𝑦

2
,−(𝑥+ 2

√
−𝑦 − 𝜉)2

16

)︁
×

×𝑅(𝜉, 𝑥+ 2
√
−𝑦;𝑥− 2

√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)𝑑𝜉 +

+
1

4
√
−𝑦

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝜉 + 𝑥+ 2

√
−𝑦

2
,−(𝑥+ 2

√
−𝑦 − 𝜉)2

16

)︁
×

× 𝜕

𝜕𝑦
𝑅(𝜉, 𝑥+ 2

√
−𝑦;𝑥− 2

√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)𝑑𝜉 +
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+
1

4
√
−𝑦

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
×

× 𝜕

𝜕𝑦
𝑅(𝜉, 𝜂;𝑥− 2

√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑥−2

√
−𝑦
𝑑𝜂 +

+
1

4
√
−𝑦

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
×

× 𝜕

𝜕𝑦
𝑅(𝜉, 𝜂;𝑥− 2

√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)

⃒⃒⃒
𝜂=𝑥+2

√
−𝑦
𝑑𝜉 −

− 1

4

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑑𝜉

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝜉
𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
×

× 𝜕2

𝜕𝑦2
𝑅
(︁
𝜉, 𝜂;𝑥− 2

√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦
)︁
𝑑𝜂.

Подставляя 𝜔(𝑥, 𝑦), 𝜔𝑥𝑥(𝑥, 𝑦), 𝜔𝑦𝑦(𝑥, 𝑦), 𝜔𝑦(𝑥, 𝑦) в 𝐿𝛼,𝜆(𝜔), имеем

𝐿𝛼,𝜆(𝜔) =
6∑︁

𝑗=1

𝑝𝑗 ,

где 𝑝1 = 𝑓(𝑥, 𝑦),

𝑝2 =

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁ 𝜕

𝜕𝜂0
𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑥−2

√
−𝑦
𝑑𝜂,

𝑝3 = −
∫︁ 𝑥+2

√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁ 𝜕

𝜕𝜉0
𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)

⃒⃒⃒
𝜂=𝑥+2

√
−𝑦
𝑑𝜉,

𝑝4 =
𝛽

𝜂0 − 𝜉0

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)

⃒⃒⃒
𝜂=𝑥+2

√
−𝑦
𝑑𝜉,

𝑝5 =
𝛽

𝜂0 − 𝜉0

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)

⃒⃒⃒
𝜉=𝑥−2

√
−𝑦
𝑑𝜂,

𝑝6 = −
∫︁ 𝑥+2

√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑑𝜉

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝜉
𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
×

×
[︁ 𝜕2

𝜕𝜉0𝜕𝜂0
+

𝛽

𝜂0 − 𝜉0

(︁ 𝜕

𝜕𝜉0
− 𝜕

𝜕𝜂0

)︁
− 𝜆2

4

]︁
𝑅(𝜉, 𝜂; 𝜉0, 𝜂0)𝑑𝜂,

𝜉0 = 𝑥− 2
√
−𝑦, 𝜂0 = 𝑥+ 2

√
−𝑦.

Принимая во внимание (15) и (16), имеем 𝑝3 + 𝑝4 = 0, 𝑝2 + 𝑝5 = 0, 𝑝6 = 0.
Из полученных равенств вытекает, что 𝐿𝛼,𝜆(𝜔) = 𝑓(𝑥, 𝑦). Теперь проверим,
удовлетворяет ли функция 𝜔(𝑥, 𝑦) первому из условий (2). Для этого запишем
𝜔(𝑥, 𝑦) в виде

𝜔(𝑥, 𝑦) = 4𝑦

∫︁ 1

0
(1− 𝑡)𝑑𝑡×
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×
∫︁ 1

0
𝑓
(︀
𝑥− 2

√
−𝑦 + 4

√
−𝑦𝑡+ 2

√
−𝑦(1− 𝑡)𝑧, 𝑦(1− 𝑡)2𝑧2

)︀
×

×𝑅
(︀
𝜉0 + 4

√
−𝑦𝑡, 𝜉0 + 4

√
−𝑦(𝑡+ (1− 𝑡)𝑧); 𝜉0, 𝜂0

)︀
𝑑𝑧.

Отсюда 𝜔(𝑥, 0) = 0. Проверим, удовлетворяет ли функция 𝜔(𝑥, 𝑦) второму
из условий (2). Для этого запишем функцию (26) в виде

𝜔𝑦(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 1

0
𝑓
(︀
𝑥− 2

√
−𝑦(1− 𝑠), 𝑦𝑠2)𝑅(𝜉0, 𝜉0 + 4

√
−𝑦𝑠; 𝜉0, 𝜂0

)︀
𝑑𝑠+

+

∫︁ 1

0
𝑓(𝑥+ 2

√
−𝑦𝑠, 𝑦(1− 𝑠)2)𝑅

(︀
𝜉0 + 4

√
−𝑦𝑠, 𝜂0; 𝜉0, 𝜂0

)︀
𝑑𝑠−

−
∫︁ 1

0
(1− 𝑡)𝑑𝑡

∫︁ 1

0
𝑓
(︀
𝜉0 + 4

√
−𝑦𝑡+ 2

√
−𝑦(1− 𝑡)𝑠, 𝑦(1− 𝑡)2𝑠2

)︀
𝐺(𝜉0, 𝜂0; 𝑡, 𝑠)𝑑𝑠,

где

𝐺(𝜉0, 𝜂0; 𝑡, 𝑠) =
𝛽(1− 𝑡)𝛽𝑠2𝛽

[𝑡+ (1− 𝑡)𝑠]𝛽

∞∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘

(𝑘!)2
𝐹 (𝛽, 𝛽 + 𝑘; 1 + 𝑘; 𝜃) +

+
4𝜆2(1− 𝑡)𝛽+1𝑠2𝛽(1− 𝑠)𝑦

[𝑡+ (1− 𝑡)𝑠]𝛽

∞∑︁
𝑘=0

𝑘𝜌𝑘−1

(𝑘!)2
𝐹 (𝛽, 𝛽 + 𝑘; 1 + 𝑘; 𝜃)−

− (1− 𝑡)𝛽+1𝑠2𝛽+1(1− 𝑠)

[𝑡+ (1− 𝑡)𝑠]𝛽+2

∞∑︁
𝑘=0

𝛽(𝛽 + 1)𝜌𝑘

(𝑘!)2(𝑘 + 1)
𝐹 (1 + 𝛽, 1 + 𝛽 + 𝑘; 2 + 𝑘; 𝜃) +

+
𝛽(1− 𝑡)𝛽−1𝑠2𝛽

[𝑡+ (1− 𝑡)𝑠]𝛽

∞∑︁
𝑘=0

𝜌𝑘

(𝑘!)2
𝐹 (𝛽, 𝛽 + 𝑘; 1 + 𝑘; 𝜃) +

+
4𝑦𝜆2(1− 𝑡)𝛽𝑠2𝛽𝑡

[𝑡+ (1− 𝑡)𝑠]𝛽+1

∞∑︁
𝑘=0

𝑘𝜌𝑘−1

(𝑘!)2
𝐹 (𝛽, 𝛽 + 𝑘; 1 + 𝑘; 𝜃) +

+
64𝑦

√
−𝑦(1− 𝑡)𝛽+1𝑠2𝛽+1𝑡

[𝑡+ (1− 𝑡)𝑠]𝛽+1

∞∑︁
𝑘=0

𝛽(𝛽 + 𝑘)𝜌𝑘

(𝑘!)2(1 + 𝑘)
𝐹 (1 + 𝛽, 1 + 𝛽 + 𝑘; 2 + 𝑘; 𝜃),

𝜌 = −4𝜆2(1 − 𝑡)𝑠𝑡𝑦, 𝜃 = 𝑡(1− 𝑠)/[𝑡+ (1− 𝑡)𝑠]. Отсюда из условий 𝑓(𝑥, 𝑦) =
= (−𝑦)𝛼𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(𝐷) легко вытекает, что

lim
𝑦→−0

(−𝑦)𝛼(𝜕/𝜕𝑦)𝜔(𝑥, 𝑦) = 0.

Единственность решения задачи (8), (9) следует из метода получения ре-
шения (25). �

Подставляя (7) и (25) в (6), имеем

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐴−
𝛼 (𝜏, 𝜆)−

− 𝛾1(−𝑦)1−𝛼

∫︁ 1

0
𝜈
(︀
𝑥− 2

√
−𝑦(1− 2𝑧)

)︀
[𝑧(1− 𝑧)]−𝛽𝐽−𝛽(4𝜆

√︀
−𝑦𝑧(−𝑧))𝑑𝑧 +
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+
1

4

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝑥−2
√
−𝑦

𝑑𝜉

∫︁ 𝑥+2
√
−𝑦

𝜉
𝑓
(︁𝜉 + 𝜂

2
,−(𝜂 − 𝜉)2

16

)︁
×

×𝑅(𝜉, 𝜂;𝑥− 2
√
−𝑦, 𝑥+ 2

√
−𝑦)𝑑𝜂. (27)

Таким образом, мы доказали следующие теоремы.
Теорема 2. Если 𝜏(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑛+1)[0, 1], 𝜈(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 1] и 𝑓(𝑥, 𝑦) = (−𝑦)1−𝛼 ×

×𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(�̄�), то функция 𝑣(𝑥, 𝑦), определяемая формулой (27),
является решением задачи (1), (2) при 𝛼 ̸= −𝑛, 𝛼 ̸= 1/2 − 𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ,
𝛼 < 1, где 𝐴−

𝛼 (𝜏, 𝜆)— определяется по (3).

Теорема 3. Если 𝜏(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑛+2)[0, 1], 𝜈(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 1] и 𝑓(𝑥, 𝑦) = (−𝑦)1−𝛼 ×
×𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(�̄�), то функция 𝑢(𝑥, 𝑦), определяемая формулой (27),
является решением задачи (1), (2) при 𝛼 = 1/2 − 𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , где
𝐴−

𝛼 (𝜏, 𝜆)— определяется по (4).

Теорема 4. Если 𝜏(𝑥) ∈ 𝐶2(𝑛+2)[0, 1], 𝜈(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 1] и 𝑓(𝑥, 𝑦) = (−𝑦)1−𝛼 ×
×𝑓1(𝑥, 𝑦), 𝑓1(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(�̄�), то функция 𝑢(𝑥, 𝑦), определяемая формулой (27),
является решением задачи (1), (2) при 𝛼 = −𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , где 𝐴−

𝛼 (𝜏, 𝜆)—
определяется по (5).

Заключение. Полученное решение рассматриваемой задачи позволяет
исследовать различные задачи для уравнений смешанного типа, включающие
в себя уравнение (1).
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Abstract
In this study, a modified Cauchy problem was examined for an inho-

mogeneous equation of degenerate hyperbolic type of the second kind in
a characteristic triangle. It is known that degenerate hyperbolic equations
have a singularity, meaning that the well-posedness of the Cauchy problem
with initial data on the line of parabolic degeneracy does not always hold
for them. Therefore, in such cases, it is necessary to consider the problem
with initial conditions in a modified form.

In present paper, modified Cauchy problems with initial conditions were
formulated on the line of parabolic degeneracy for an inhomogeneous equa-
tion of degenerate hyperbolic type of the second kind. The considered prob-
lem is reduced to a modified Cauchy problem for a homogeneous equation
and to a Cauchy problem for an inhomogeneous equation with zero initial
conditions. The solutions of the modified Cauchy problem for a homogeneous
equation are derived from the general solution of the considered equation.
The explicit solutions of the modified Cauchy problem with homogeneous
conditions for the inhomogeneous equation are found using the Riemann
method.

It is proven that the discovered solutions indeed satisfy the equation and
the initial conditions.

Keywords: degenerate equation of hyperbolic type, modified Cauchy prob-
lem, existence and uniqueness of solution, Riemann function.
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