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Аннотация
В прямоугольной области рассматривается вторая краевая задача

для неоднородного дифференциального уравнения в частных производ-
ных третьего порядка с кратными характеристиками и с переменными
коэффициентами. Единственность решения поставленной задачи дока-
зана методом интегралов энергии. Для случая нарушения условий тео-
ремы единственности построен контрпример.

Решение задачи ищется в виде произведения двух функций 𝑋(𝑥) и
𝑌 (𝑦) с использованием метода разделения переменных. Для определе-
ния 𝑌 (𝑦) получено обыкновенное дифференциальное уравнение второго
порядка с двумя граничными условиями на границах сегмента [0, 𝑞]. Для
этой задачи найдены собственные значения и соответствующие им соб-
ственные функции при 𝑛 = 0 и 𝑛 ∈ N. Для определения 𝑋(𝑥) получено
обыкновенное дифференциальное уравнение третьего порядка с тремя
граничными условиями на границах сегмента [0, 𝑝]. Решение указанной
задачи построено методом функции Грина. Отдельная функция Грина
была построена для 𝑛 = 0 и отдельная функция Грина для случая, когда
𝑛 натуральное. Проверено, что найденные функции Грина удовлетворя-
ют граничным условиям и свойствам функции Грина. Решение для𝑋(𝑥)
выписано через построенную функцию Грина.

После некоторых преобразований получено интегральное уравнение
Фредгольма второго рода, решение которого выписано через резольвен-
ту. Получены оценки резольвенты и функции Грина. Доказана равно-
мерная сходимость решения и возможность его почленного дифферен-
цирования при некоторых условиях на заданные функции. Сходимость
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производной третьего порядка решения по переменной 𝑥 доказывается
с помощью неравенств Коши–Буняковского и Бесселя. При обоснова-
нии равномерной сходимости решения доказывается отсутствие “малого
знаменателя”.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение, третий порядок, крат-
ные характеристики, вторая краевая задача, регулярное решение, един-
ственность, существование, функция Грина.
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Принятие: 4 марта 2024 г. / Публикация онлайн: 6 августа 2024 г.

По аналогии с работами [1,2] в области 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 𝑝, 0 < 𝑦 < 𝑞}
рассмотрим уравнение третьего порядка вида

𝑈𝑥𝑥𝑥 − 𝑈𝑦𝑦 +𝐴1(𝑥)𝑈𝑥𝑥 +𝐴2(𝑥)𝑈𝑥 +𝐴3(𝑥)𝑈 +𝐴4𝑈𝑦 = 𝑔1(𝑥, 𝑦), (1)

где 𝑝, 𝑞, 𝐴4 ∈ R; 𝐴1(𝑥), 𝐴2(𝑥), 𝐴3(𝑥), 𝑔1(𝑥, 𝑦)— заданные достаточно гладкие
функции.

Заменой

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑢(𝑥, 𝑦) exp

(︂
−1

3

∫︁ 𝑥

0
𝐴1(𝜉)𝑑𝜉 +

𝐴4

2
𝑦

)︂
уравнение (1) можно привести к виду

𝐿[𝑢] = 𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑎1(𝑥)𝑢𝑥 + 𝑎2(𝑥)𝑢 = 𝑔(𝑥, 𝑦), (2)

где

𝑎1(𝑥) = −𝐴′
1(𝑥)−

1

3
𝐴2

1(𝑥) +𝐴2(𝑥),

𝑎2(𝑥) = −1

3
𝐴′′

1(𝑥) +
2

27
𝐴3

1(𝑥)−
1

3
𝐴1(𝑥)𝐴2(𝑥) +𝐴3(𝑥) +

𝐴2
4

4
,

𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑔1(𝑥, 𝑦) exp

(︂
1

3

∫︁ 𝑥

0
𝐴1(𝜉)𝑑𝜉 −

𝐴4

2
𝑦

)︂
.

Задача 𝐵2. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑦) из класса 𝐶3,2
𝑥,𝑦(𝐷)∩𝐶2,1

𝑥,𝑦(𝐷), удовлет-
воряющую уравнению (2) и следующим краевым условиям:

𝑢𝑦(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑦(𝑥, 𝑞) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝, (3)
𝑢(0, 𝑦) = 𝜓1(𝑦), 𝑢𝑥(𝑝, 𝑦) = 𝜓2(𝑦), 𝑢𝑥𝑥(𝑝, 𝑦) = 𝜓3(𝑦), 0 6 𝑦 6 𝑞, (4)

где 𝜓1(𝑦), 𝜓2(𝑦), 𝜓3(𝑦), 𝑔(𝑥, 𝑦)— достаточно гладкие заданные функции.
Теорема 1. Если задача 𝐵2 имеет решение, то при выполнении условий

𝑎1(𝑝) > 0, 𝑎2(𝑥)− 1
2𝑎

′
1(𝑥) > 0, 𝑎′1(𝑥), 𝑎2(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝑝], 𝑥 ∈ [0, 𝑝], оно единственно.

До к а з ат е л ь ств о. Предположим обратное. Пусть задача 𝐵2 имеет
два решения 𝑢1(𝑥, 𝑦) и 𝑢2(𝑥, 𝑦). Тогда функция 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢1(𝑥, 𝑦) − 𝑢2(𝑥, 𝑦)
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удовлетворяет однородному уравнению (2) с однородными краевыми услови-
ями. Докажем, что 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в 𝐷.

В области 𝐷 справедливо тождество

𝑢𝐿[𝑢] = 𝑢𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝑢𝑢𝑦𝑦 + 𝑎1(𝑥)𝑢𝑢𝑥 + 𝑎2(𝑥)𝑢
2 ≡ 0.

Интегрируя это тождество по области 𝐷 и учитывая однородные краевые
условия, получим

1

2

∫︁ 𝑞

0
𝑎1(𝑝)𝑢

2(𝑝, 𝑦)𝑑𝑦 +
1

2

∫︁ 𝑞

0
𝑢2𝑥(0, 𝑦)𝑑𝑦 +

+
x

𝐷

𝑢2𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 +
x

𝐷

(︁
𝑎2(𝑥)−

1

2
𝑎′1(𝑥)

)︁
𝑢2𝑑𝑥𝑑𝑦 ≡ 0.

Если 𝑎2(𝑥)− 1
2𝑎

′
1(𝑥) > 0, то из четвертого слагаемого получим, что 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0,

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. Если 𝑎2(𝑥) − 1
2𝑎

′
1(𝑥) > 0, 𝑎1(𝑝) > 0, то из первого и третьего

слагаемых имеем 𝑢(𝑝, 𝑦) = 0, 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 0. Отсюда следует, что 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥),
𝑓(𝑝) = 0.

Подставив полученное в уравнение (2) и учитывая краевые условия (4),
имеем задачу {︃

𝑓 ′′′(𝑥) + 𝑎1(𝑥)𝑓
′(𝑥) + 𝑎2(𝑥)𝑓(𝑥) = 0,

𝑓(𝑝) = 𝑓 ′(𝑝) = 𝑓 ′′(𝑝) = 0.

Линейное однородное уравнение имеет общее решение в виде

𝑓(𝑥) = 𝐶1𝑋1(𝑥) + 𝐶2𝑋2(𝑥) + 𝐶3𝑋3(𝑥),

где 𝑋1(𝑥), 𝑋2(𝑥), 𝑋3(𝑥)— линейно независимые решения. Для нахождения
𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 воспользуемся краевыми условиями и получим следующую систе-
му уравнений: ⎧⎪⎨⎪⎩

𝐶1𝑋1(𝑝) + 𝐶2𝑋2(𝑝) + 𝐶3𝑋3(𝑝) = 0,

𝐶1𝑋
′
1(𝑝) + 𝐶2𝑋

′
2(𝑝) + 𝐶3𝑋

′
3(𝑝) = 0,

𝐶1𝑋
′′
1 (𝑝) + 𝐶2𝑋

′′
2 (𝑝) + 𝐶3𝑋

′′
3 (𝑝) = 0.

Определитель этой системы есть определитель Вронского и поэтому от-
личен от нуля. Значит 𝐶1 = 𝐶2 = 𝐶3 = 0 и отсюда 𝑓(𝑥) ≡ 0, тогда 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0.

При 𝑎1(𝑥) ≡ 0, 𝑎2(𝑥) ≡ 0, 𝑥 ∈ [0, 𝑝] легко можно показать, что 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0.
Теорема 1 доказана. �

Замечание. Отметим, что при нарушении условия теоремы 1 однородная
задача 𝐵2 для однородного уравнения (2) может иметь нетривиальные ре-
шения. Например, можно легко убедиться, что при 𝑝 = 1, 𝑞 = 𝜋, 𝑎1(𝑥) = 0,
𝑎2(𝑥) = −(𝜇3 + 1) < 0, где 𝜇 > 0— решение уравнения

𝑒−3𝜇/2 − 2 sin
(︁√3

2
𝜇− 𝜋

2

)︁
= 0,

задача {︃
𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)− (𝜇3 + 1)𝑢(𝑥, 𝑦)− 𝑢𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = 0,

𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝑢𝑦(𝑥, 𝜋) = 0, 𝑢(0, 𝑦) = 𝑢𝑥(1, 𝑦) = 𝑢𝑥𝑥(1, 𝑦) = 0
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имеет нетривиальное решение вида

𝑢(𝑥, 𝑦) =
[︁
𝑒𝜇𝑥 sin

(︁√3

2
𝜇− 𝜋

3

)︁
− 𝑒−𝜇𝑥/2 sin

(︁√3

2
𝜇(1− 𝑥)− 𝜋

3

)︁
+

+ 𝑒𝜇(3−𝑥)/2 sin

√
3

2
𝜇𝑥
]︁
cos 𝑦.

Отсюда следует, что если 𝑎2 является параметром разделения, то при 𝑎2 >
0 задача корректно поставлена, а при 𝑎2 < 0 задача поставлена некорректно,
т.е. существует спектр.

Теорема 2. Пусть выполняются следующие условия:
1) 𝑎1(𝑝) = 0, 𝑎1(𝑥), 𝑎2(𝑥) ∈ 𝐶2[0, 𝑝];

2) 𝐶 < min
{︁ 𝜆21
𝐾𝑝(1 + 𝜆1)

,
2

𝑝3 + 2𝑝2

}︁
;

3) 𝜓𝑖(𝑦) ∈ 𝐶3[0, 𝑞], 𝜓′
𝑖(0) = 𝜓′

𝑖(𝑞) = 0, 𝑖 = 1, 3;

4)
𝜕3𝑔(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦2
∈ 𝐶[𝐷], 𝑔𝑦(𝑥, 0) = 𝑔𝑦(𝑥, 𝑞) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝.

Тогда решение задачи 𝐵2 существует. Здесь

𝐶 = max
{︀
|𝑎1(𝑥)|, |𝑎′1(𝑥)− 𝑎2(𝑥)|, 𝑥 ∈ [0, 𝑝]

}︀
,

𝜆1 =
3

√︂(︁𝜋
𝑞

)︁2
, 𝐾 =

4

3

[︁
1− exp

(︁
−2

√
3𝜋

3

)︁]︁−1
.

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим следующую задачу Штурма—Лиувил-
ля: {︃

𝑌 ′′(𝑦) + 𝜆3𝑌 (𝑦) = 0,

𝑌 ′(0) = 𝑌 ′(𝑞) = 0.
(5)

Известно, что нетривиальное решение задачи (5) существует только при

𝜆3 = 𝜆3𝑛 =
(︁𝜋𝑛
𝑞

)︁2
, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

Числа 𝜆𝑛 являются собственными значениями задачи (5), а соответству-
ющие им собственные функции имеют вид

𝑌0(𝑦) =
1
√
𝑞
, 𝑛 = 0; 𝑌𝑛(𝑦) =

√︂
2

𝑞
cos

𝜋𝑛𝑦

𝑞
, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . .

Собственные функции 𝑌𝑛(𝑦), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , образуют полную ортонор-
мированную систему в 𝐿2(0, 𝑞), поэтому функцию 𝑔(𝑥, 𝑦) можно разложить
в ряд Фурье:

𝑔(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑔𝑛(𝑥)𝑌𝑛(𝑦),

где 𝑔𝑛(𝑥) =
∫︁ 𝑞

0
𝑔(𝑥, 𝜂)𝑌𝑛(𝜂)𝑑𝜂.
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Решение задачи 𝐵2 ищем в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑋𝑛(𝑥)𝑌𝑛(𝑦). (6)

Формально считая, что (6) удовлетворяет уравнению (2), и подставляя (6)
в (2), с учетом граничных условий (4) получим задачу{︃

𝑋 ′′′
𝑛 + 𝑎1(𝑥)𝑋

′
𝑛 + 𝑎2(𝑥)𝑋𝑛 + 𝜆3𝑛𝑋𝑛 = 𝑔𝑛(𝑥),

𝑋𝑛(0) = 𝜓1𝑛, 𝑋 ′
𝑛(𝑝) = 𝜓2𝑛, 𝑋 ′′

𝑛(𝑝) = 𝜓3𝑛,
(7)

где 𝜓𝑖𝑛 =

∫︁ 𝑞

0
𝜓𝑖(𝜂)𝑌𝑛(𝜂)𝑑𝜂, 𝑖 = 1, 3.

Задачу (7) решаем с помощью функции Грина, для построения которой
сначала обнулим краевые условия.

Введем обозначение

𝑉𝑛(𝑥) = 𝑋𝑛(𝑥)− 𝜌𝑛(𝑥), (8)

где

𝜌𝑛(𝑥) = 𝜓1𝑛 + 𝑥𝜓2𝑛 +
𝑥2 − 2𝑥𝑝

2
𝜓3𝑛. (9)

Подставляя (8), (9) в (7), получим задачу{︃
𝑉 ′′′
𝑛 + 𝜆3𝑛𝑉𝑛 = 𝜆3𝑛𝑓𝑛(𝑥)− 𝑎1𝑉

′
𝑛 − 𝑎2𝑉𝑛,

𝑉𝑛(0) = 𝑉 ′
𝑛(𝑝) = 𝑉 ′′

𝑛 (𝑝) = 0,
(10)

где

𝑓𝑛(𝑥) = −
(︁𝑎2(𝑥)

𝜆3𝑛
+ 1
)︁
𝜓1𝑛 −

(︁𝑥𝑎2(𝑥) + 𝑎1(𝑥)

𝜆3𝑛
+ 𝑥
)︁
𝜓2𝑛 −

−
(︁𝑥𝑎1(𝑥)− 𝑝𝑎1(𝑥)− 𝑥𝑎2(𝑥)𝑝

𝜆3𝑛
+
𝑎2(𝑥)

𝜆3𝑛
𝑥2 +

1

2
𝑥2 − 𝑝𝑥

)︁
𝜓3𝑛 +

𝑔𝑛(𝑥)

𝜆3𝑛
.

Задача (10) при 𝜆0 = 0 имеет вид{︃
𝑉 ′′′
0 = 𝑓0(𝑥)− 𝑎1(𝑥)𝑉

′
0 − 𝑎2(𝑥)𝑉0,

𝑉0(0) = 𝑉 ′
0(𝑝) = 𝑉 ′′

0 (𝑝) = 0,
(11)

где

𝑓0(𝑥) = 𝑔0(𝑥)− 𝜓10𝑎2(𝑥) +
(︀
−𝑎1(𝑥)− 𝑥𝑎2(𝑥)

)︀
𝜓20 +

+
(︁
−𝑥𝑎1(𝑥) + 𝑝𝑎1(𝑥)−

1

2
𝑥2𝑎2(𝑥) + 𝑝𝑥𝑎2(𝑥)

)︁
𝜓20.

Задача (11) эквивалентна интегральному уравнению вида
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𝑉0(𝑥) =

∫︁ 𝑝

0
𝐺0(𝑥, 𝜉)𝑓𝑛(𝜉)𝑑𝜉 −

∫︁ 𝑝

0
𝑎1(𝜉)𝐺0(𝑥, 𝜉)𝑉

′
0(𝜉)𝑑𝜉 −

−
∫︁ 𝑝

0
𝑎2(𝜉)𝐺0(𝑥, 𝜉)𝑉0(𝜉)𝑑𝜉. (12)

Здесь

𝐺0(𝑥, 𝜉) =

{︃
𝐺10(𝑥, 𝜉), 0 6 𝑥 6 𝜉,
𝐺20(𝑥, 𝜉), 𝜉 6 𝑥 6 𝑝

(13)

— функция Грина для задачи (11); 𝐺10(𝑥, 𝜉) = −1
2𝑥

2 + 𝜉𝑥, 𝐺20(𝑥, 𝜉) =
1
2𝜉

2.
Интегрируя по частям второй интеграл в (12) и вводя обозначения

𝛼0(𝑥) =

∫︁ 𝑝

0
𝐺0(𝑥, 𝜉)𝑓0(𝜉)𝑑𝜉,

𝐺0(𝑥, 𝜉) =
(︀
𝑎′1(𝜉)− 𝑎2(𝜉)

)︀
𝐺0(𝑥, 𝜉) + 𝑎1(𝜉)𝐺0𝜉(𝑥, 𝜉),

получим

𝑉0(𝑥) = 𝛼0(𝑥) +

∫︁ 𝑝

0
𝐺0(𝑥, 𝜉)𝑉0(𝜉)𝑑𝜉. (14)

Уравнение (14) является интегральным уравнением Фредгольма второго
рода, которое будем решать методом итераций:

𝑉𝑚(𝑥) = 𝛼0(𝑥) +

∫︁ 𝑝

0
𝐺0(𝑥, 𝜉)𝑉𝑚−1(𝜉)𝑑𝜉, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . ; 𝑉0(𝑥) = 𝛼0(𝑥).

Первое приближение имеет вид

𝑉1(𝑥) = 𝛼0(𝑥) +

∫︁ 𝑝

0
𝐺0(𝑥, 𝜉)𝛼0(𝜉)𝑑𝜉;

второе приближение имеет вид

𝑉2(𝑥) = 𝛼0(𝑥) +

∫︁ 𝑝

0

(︀
𝐺0(𝑥, 𝜉) +𝐺1(𝑥, 𝜉)

)︀
𝛼0(𝜉)𝑑𝜉,

где

𝐺1(𝑥, 𝜉) =

∫︁ 𝑝

0
𝐺0(𝑥, 𝑠)𝐺0(𝑠, 𝜉)𝑑𝑠.

Если продолжить процесс бесконечно, то получим

𝑉0(𝑥) = 𝛼0(𝑥) +

∫︁ 𝑝

0

(︂
𝐺0(𝑥, 𝜉) +

∞∑︁
𝑚=1

𝐺𝑚(𝑥, 𝜉)

)︂
𝛼0(𝜉)𝑑𝜉,

где

𝐺𝑚(𝑥, 𝜉) =

∫︁ 𝑝

0
𝐺0(𝑥, 𝑠)𝐺𝑚−1(𝑠, 𝜉)𝑑𝑠, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . .
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Если формально считать, что ряд

𝑅0(𝑥, 𝜉) = 𝐺0(𝑥, 𝜉) +
∞∑︁

𝑚=1

𝐺𝑚(𝑥, 𝜉)

сходится, то решение уравнения (14) получим в виде

𝑉0(𝑥) = 𝛼0(𝑥) +

∫︁ 𝑝

0
𝑅0(𝑥, 𝜉)𝛼0(𝜉)𝑑𝜉.

Значит решение задачи (10) имеет вид

𝑢0(𝑥, 𝑦) = 𝑋0(𝑥)𝑌0(𝑦) =
1
√
𝑞

(︀
𝑉0(𝑥) + 𝜌0(𝑥)

)︀
. (15)

Оценим полученное решение. В дальнейшем максимальное значение всех
найденных в оценках положительных известных постоянных будем обозна-
чать одной буквой 𝑀 .

Сначала найдем оценку для (13):

|𝐺0(𝑥, 𝜉)| 6
1

2
𝑝2, |𝐺0𝜉(𝑥, 𝜉)| 6 𝑝.

Тогда
|𝐺0(𝑥, 𝜉)| 6 𝐶

⃒⃒⃒1
2
𝑝2 + 𝑝

⃒⃒⃒
6

1

𝑝
(𝐽0𝑝),

где 𝐽0 = 𝐶
⃒⃒
1
2𝑝

2 + 𝑝
⃒⃒
.

Для оценки резольвенты 𝑅0(𝑥, 𝜉) имеем

|𝑅0(𝑥, 𝜉)| 6 |𝐺0(𝑥, 𝜉)|+ |𝐺1(𝑥, 𝜉)|+ · · ·+ |𝐺𝑚(𝑥, 𝜉)|+ · · · .

Найдем мажорирующий ряд:

|𝐺𝑚(𝑥, 𝜉)| 6
∫︁ 𝑝

0
|𝐺0(𝑥, 𝑠)| |𝐺𝑚−1(𝑠, 𝜉)|𝑑𝑠 6

1

𝑝
(𝐽0𝑝)

𝑚+1, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . .

В итоге мажорантный ряд имеет вид
1

𝑝

∞∑︁
𝑚=1

(𝐽0𝑝)
𝑚.

Условие 2 теоремы 2 можно записать в виде

𝐶 <
2

𝑝3 + 2𝑝2
⇒ 𝐶

⃒⃒⃒1
2
𝑝2 + 𝑝

⃒⃒⃒
<

1

𝑝
,

отсюда 𝐽0𝑝 < 1. Тогда мажорирующий ряд является суммой членов беско-
нечной убывающей геометрической прогрессии. В этом случае резольвента
равномерно сходится и ее оценка имеет вид

|𝑅0(𝑥, 𝜉)| 6
𝐽0

1− 𝐽0𝑝
6𝑀.
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Отсюда 𝛼0(𝑥) и 𝑉0(𝑥) имеют следующие оценки:

|𝛼0(𝑥)| 6
∫︁ 𝑝

0
|𝐺0(𝑥, 𝜉)| |𝑔0(𝜉)|𝑑𝜉 6𝑀,

|𝑉0(𝑥)| 6 |𝛼0(𝑥)|+
∫︁ 𝑝

0
|𝑅0(𝑥, 𝜉)| |𝛼0(𝜉)|𝑑𝜉 6𝑀.

Тогда
|𝑢0(𝑥)| 6𝑀, |𝑢′′′0 (𝑥)| 6𝑀.

Решение задачи (10) при 𝑛 ∈ N ищем следующим образом:

𝑉𝑛(𝑥) = 𝜆3𝑛

∫︁ 𝑝

0
𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)𝑓𝑛(𝜉)𝑑𝜉 −

∫︁ 𝑝

0
𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)𝑎1(𝜉)𝑉

′
𝑛(𝜉)𝑑𝜉 −

−
∫︁ 𝑝

0
𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)𝑎2(𝜉)𝑉𝑛(𝜉)𝑑𝜉, (16)

где

𝐺𝑛(𝑥, 𝜉) =

{︃
𝐺1𝑛(𝑥, 𝜉), 0 6 𝑥 6 𝜉,
𝐺2𝑛(𝑥, 𝜉), 𝜉 6 𝑥 6 𝑝

(17)

— функция Грина задачи (10). Здесь

𝐺1𝑛(𝑥, 𝜉) =
1√

3𝜆2𝑛Δ

[︁
−𝑒𝜆𝑛(𝑝−𝑥− 𝜉

2
) sin

(︁√3

2
𝜆𝑛𝜉 +

𝜋

6

)︁
− 𝑒𝜆𝑛(𝜉−𝑥− 𝑝

2
) cos

√
3

2
𝜆𝑛𝑝+

+ 𝑒𝜆𝑛(𝜉+
𝑥
2
− 𝑝

2
) cos

(︁√3

2
𝜆𝑛(𝑥− 𝑝)

)︁
+ 𝑒𝜆𝑛(𝑝+

𝑥
2
− 𝜉

2
) sin

(︁√3

2
𝜆𝑛(𝜉 − 𝑥) +

𝜋

6

)︁
−

− 2𝑒−𝜆𝑛(
𝜉
2
+ 𝑝

2
−𝑥

2
) sin

√
3

2
𝜆𝑛𝑥 cos

(︁√3

2
𝜆𝑛(𝜉 − 𝑝) +

𝜋

6

)︁]︁
,

𝐺2𝑛(𝑥, 𝜉) =
1√

3𝜆2𝑛Δ

[︁
1− 2𝑒−

3𝜆𝑛𝜉
2 sin

(︁√3

2
𝜆𝑛𝜉 +

𝜋

6

)︁]︁
×

×
[︁1
2
𝑒𝜆𝑛(𝜉+𝑝−𝑥) + 𝑒𝜆𝑛(𝜉− 𝑝

2
+𝑥

2
) cos

(︁√3

2
𝜆𝑛(𝑥− 𝑝)

)︁]︁
;

Δ =

√
3

2
𝑒𝜆𝑛𝑝Δ, Δ = 1 + 2𝑒−

3𝜆𝑛𝑝
2 cos

√
3

2
𝜆𝑛𝑝.

Покажем, что Δ ̸= 0. Для этого рассмотрим следующую функцию:

Δ(𝑡) = 1 + 2𝑒−
√
3𝑡 cos 𝑡, 𝑡 =

√
3

2
𝜆𝑛𝑝.

Значения критических точек этой функции запишутся в виде

𝑡𝑘 =
2𝜋

3
+ 𝜋𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . .
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Величина Δ(𝑡) принимает минимальное значение только при 𝑘 = 0. Тогда

Δ > 1− exp
(︁
−2

√
3𝜋

3

)︁
> 0.

Это доказывает отсутствие «малого знаменателя», отсюда Δ ̸= 0.
Интегрируя по частям второй интеграл в (16) и учитывая условие 1 тео-

ремы 2, имеем

𝑉𝑛(𝑥) = 𝜆3𝑛

∫︁ 𝑝

0
𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)𝑓𝑛(𝜉)𝑑𝜉 +

+

∫︁ 𝑝

0

(︁𝜕𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)

𝜕𝜉
𝑎1(𝜉) +𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)

(︀
𝑎′1(𝜉)− 𝑎2(𝜉)

)︀)︁
𝑉𝑛(𝜉)𝑑𝜉. (18)

Для удобства введем следующие обозначения:

𝑉0𝑛(𝑥) = 𝜆3𝑛

∫︁ 𝑝

0
𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)𝑓𝑛(𝜉)𝑑𝜉,

𝐺𝑛(𝑥, 𝜉) =
𝜕𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)

𝜕𝜉
𝑎1(𝜉) +𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)

(︀
𝑎′1(𝜉)− 𝑎2(𝜉)

)︀
.

Тогда (18) примет вид

𝑉𝑛(𝑥) = 𝑉0𝑛(𝑥) +

∫︁ 𝑝

0
𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)𝑉𝑛(𝜉)𝑑𝜉. (19)

Уравнение (19) является интегральным уравнением Фредгольма второго ро-
да, решение которого запишем с помощью резольвенты в виде

𝑉𝑛(𝑥) = 𝑉0𝑛(𝑥) +

∫︁ 𝑝

0
𝑅𝑛(𝑥, 𝜉)𝑉0𝑛(𝜉)𝑑𝜉, (20)

где резольвента имеет вид

𝑅𝑛(𝑥, 𝜉) = 𝐺𝑛(𝑥, 𝜉) +
∞∑︁

𝑚=1

𝐺𝑚𝑛(𝑥, 𝜉);

𝐺𝑚𝑛(𝑥, 𝜉) =

∫︁ 𝑝

0
𝐺𝑛(𝑥, 𝑠)𝐺(𝑚−1)𝑛(𝑠, 𝜉)𝑑𝑠, 𝑚 = 1, 2, 3, . . . ; 𝐺0𝑛(𝑥, 𝑠) = 𝐺𝑛(𝑥, 𝑠).

В силу формулы (6) с учетом (8), (15) и (20) решение задачи 𝐵2 запишется
в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑢0(𝑥) +

∞∑︁
𝑛=1

(︀
𝑉𝑛(𝑥) + 𝜌𝑛(𝑥)

)︀
𝑌𝑛(𝑦).

Учитывая условие 3 теоремы 2 и интегрируя по частям 𝜓𝑖𝑛 три раза,
получим оценку

|𝜓𝑖𝑛| 6
(︁ 𝑞
𝜋

)︁3 |Ψ𝑖𝑛|
𝑛3

, 𝑖 = 1, 3, (21)
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где Ψ𝑖𝑛 =

√︂
2

𝑞

∫︁ 𝑞

0
𝜓′′′
𝑖 (𝜂) sin

𝜋𝑛

𝑞
𝜂𝑑𝜂.

Интегрируя функцию 𝑔𝑛(𝑥) по частям два раза, учитывая условие 4 тео-

ремы 2 и вводя обозначение 𝐹𝑛(𝑥) =

∫︁ 𝑞

0
𝑔𝜂𝜂(𝑥, 𝜂)𝑌𝑛(𝜂)𝑑𝜂, получим

𝑔𝑛(𝑥) =
(︁ 𝑞

𝜋𝑛

)︁2
𝐹𝑛(𝑥).

Отсюда имеем оценку

|𝑔𝑛(𝑥)| 6𝑀
|𝐹𝑛(𝑥)|
𝑛2

. (22)

Учитывая оценки (21), (22), получим

|𝑓𝑛(𝑥)| 6
𝑀

𝑛3

(︁
|Ψ1𝑛|+ |Ψ2𝑛|+ |Ψ3𝑛|+

|𝐹𝑛(𝑥)|
𝑛

)︁
.

Аналогично имеем

|𝑓 ′𝑛(𝑥)| 6
𝑀

𝑛3

(︁
|Ψ1𝑛|+ |Ψ2𝑛|+ |Ψ3𝑛|+

|𝐹 ′
𝑛(𝑥)|
𝑛

)︁
. (23)

Из (17) получим следующие оценки:

|𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)| 6
𝐾

𝜆2𝑛
,

⃒⃒⃒𝜕𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)

𝜕𝜉

⃒⃒⃒
6
𝐾

𝜆𝑛
. (24)

Используя оценки (24), получим оценку для 𝐺𝑛(𝑥, 𝜉) в виде

|𝐺𝑛| 6 |𝑎1(𝜉)|
⃒⃒⃒𝜕𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)

𝜕𝜉

⃒⃒⃒
+ |𝑎′1(𝜉)− 𝑎2(𝜉)| |𝐺𝑛| 6

(︁ 1

𝜆𝑛
+

1

𝜆2𝑛

)︁
𝐾𝐶.

Оценим резольвенту:

|𝑅𝑛(𝑥, 𝜉)| 6 |𝐺0𝑛(𝑥, 𝜉)|+ |𝐺1𝑛(𝑥, 𝜉)|+ |𝐺2𝑛(𝑥, 𝜉)|+ · · ·+ |𝐺𝑚𝑛(𝑥, 𝜉)|+ · · · .

Для правой части этого неравенства составим мажорирующий ряд. Вводя
обозначение

𝐽1 =
(︁ 1

𝜆1
+

1

𝜆21

)︁
𝐾𝐶,

находим

|𝐺1𝑛(𝑥, 𝜉)| 6 |𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)| 6 𝐾𝐶
(︁ 1

𝜆𝑛
+

1

𝜆2𝑛

)︁
6 𝐽1,

|𝐺𝑚𝑛(𝑥, 𝜉)| 6
∫︁ 𝑝

0
|𝐺1𝑛(𝑥, 𝑠)| |𝐺(𝑚−1)𝑛(𝑠, 𝜉)|𝑑𝑠 6 𝐽𝑚

1 𝑝
𝑚−1, 𝑚 = 2, 3, 4, . . . .

Тогда мажорирующий ряд имеет вид
1

𝑝

∞∑︁
𝑚=1

(𝐽1𝑝)
𝑚.
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Условие 2 теоремы 2 можно записать в виде

𝐶 <
𝜆21

𝐾𝑝(1 + 𝜆1)
⇒

(︁ 1

𝜆1
+

1

𝜆21

)︁
𝐾𝐶 <

1

𝑝
,

отсюда
𝐽1𝑝 < 1.

Тогда мажорирующий ряд является суммой членов бесконечной убывающей
геометрической прогрессии. В этом случае резольвента равномерно сходится
и оценка имеет вид

|𝑅(𝑥, 𝜉)| 6 𝐽1
1− 𝐽1𝑝

6𝑀. (25)

В каждом из интервалов 0 6 𝜉 < 𝑥 и 𝑥 < 𝜉 6 𝑝 функция 𝐺𝑛(𝑥, 𝜉) =
= − 1

𝜆3
𝑛
𝐺𝑛𝜉𝜉𝜉(𝑥, 𝜉), рассматриваемая как функция от переменной 𝜉, является

решением уравнения

𝐺𝑛𝜉𝜉𝜉(𝑥, 𝜉) + 𝜆3𝑛𝐺𝑛(𝑥, 𝜉) = 0.

Подставляя 𝐺𝑛(𝑥, 𝜉) в 𝑉0𝑛(𝑥), имеем

𝑉0𝑛(𝑥) = −
∫︁ 𝑥

0
𝐺2𝑛𝜉𝜉𝜉(𝑥, 𝜉)𝑓𝑛(𝜉)𝑑𝜉 −

∫︁ 𝑝

𝑥
𝐺1𝑛𝜉𝜉𝜉(𝑥, 𝜉)𝑓𝑛(𝜉)𝑑𝜉.

Интегрируя по частям 𝑉0𝑛(𝑥) один раз и учитывая равенство 𝐺1𝑛𝜉𝜉(𝑥, 𝑥) −
−𝐺2𝑛𝜉𝜉(𝑥, 𝑥) = 1, находим

𝑉0𝑛(𝑥) = 𝑓𝑛(𝑥) +𝐺2𝑛𝜉𝜉(𝑥, 0)𝑓𝑛(0)−
∫︁ 𝑝

0
𝐺𝑛𝜉𝜉(𝑥, 𝜉)𝑓

′
𝑛(𝜉)𝑑𝜉.

Учитывая оценки

|𝐺2𝑛𝜉𝜉(𝑥, 0)| 6 𝐾, |𝐺1𝑛𝜉𝜉(𝑥, 𝑝)| 6 𝐾 = const,

получаем

|𝑉0𝑛(𝑥)| 6
𝑀

𝑛3
(︀
|Ψ1𝑛|+ |Ψ2𝑛|+ |Ψ3𝑛|

)︀
+

1

𝑛4
(︀
|𝐹𝑛(𝑥)|+ |𝐹𝑛(0)|+ |𝐹 ′

𝑛(𝑥)|
)︀
. (26)

Из (25) и (26) получим оценку

|𝑉𝑛(𝑥)| 6
𝑀

𝑛3

3∑︁
𝑖=1

|Ψ𝑖𝑛|+
1

𝑛4
(︀
|𝐹𝑛(𝑥)|+ |𝐹𝑛(0)|+ |𝐹𝑛(𝑝)|+ 1

)︀
.

Учитывая оценку

|𝜌𝑛(𝑥)| 6
𝑀

𝑛3
(︀
|Ψ1𝑛|+ |Ψ2𝑛|+ |Ψ3𝑛|

)︀
,

имеем
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|𝑢(𝑥, 𝑦)| 6 |𝑢0(𝑥)|+
∞∑︁
𝑛=1

(︀
|𝑉𝑛(𝑥)|+ |𝜌𝑛(𝑥)|

)︀
6

6𝑀 +𝑀

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛3

3∑︁
𝑖=1

|Ψ𝑖𝑛|+
1

𝑛4
(︀
|𝐹𝑛(𝑥)|+ |𝐹𝑛(0)|+ |𝐹𝑛(𝑝)|+ 1

)︀
<∞.

Покажем сходимость 𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑦). После некоторых вычислений находим
𝑉 ′′′
𝑛 (𝑥) в следующем виде:

𝑉 ′′′
𝑛 (𝑥) = 𝜆3𝑛𝑓𝑛(𝑥)− 𝑎1(𝑥)

(︂
𝑉 ′
0𝑛(𝑥) +

∫︁ 𝑝

0
𝑅𝑛𝑥(𝑥, 𝜉)𝑉0𝑛(𝜉)𝑑𝜉

)︂
−

− 𝑎2(𝑥)

(︂
𝑉0𝑛(𝑥) +

∫︁ 𝑝

0
𝑅𝑛(𝑥, 𝜉)𝑉0𝑛(𝜉)𝑑𝜉

)︂
−

− 𝜆3𝑛

(︂
𝑉0𝑛(𝑥) +

∫︁ 𝑝

0
𝑅𝑛(𝑥, 𝜉)𝑉0𝑛(𝜉)𝑑𝜉

)︂
.

Используя оценку (23) и свойства функции Грина, находим

|𝑉 ′
0𝑛(𝑥)| 6

𝑀

𝑛7/3

(︁
|Ψ1𝑛|+ |Ψ2𝑛|+ |Ψ3𝑛|+

|𝐹𝑛(0)|
𝑛

+ 1
)︁
, |𝑅𝑛𝑥(𝑥, 𝜉)| 6 𝑛2/3𝑀.

Далее имеем

|𝑉 ′′′
𝑛 (𝑥)| 6 𝑀

𝑛

3∑︁
𝑖=1

|Ψ𝑖𝑛|+
𝑀

𝑛2
(︀
|𝐹𝑛(𝑥)|+ |𝐹𝑛(0)|+ |𝐹𝑛(𝑝)|+ 1

)︀
.

Отсюда

|𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)| 6𝑀 +𝑀
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛

(︀
|Ψ1𝑛|+ |Ψ2𝑛|+ |Ψ3𝑛|

)︀
+

+

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
(︀
|𝐹𝑛(𝑥)|+ |𝐹𝑛(0)|+ |𝐹𝑛(𝑝)|+ 1

)︀
.

Используя неравенства Коши—Буняковского и Бесселя, имеем

|𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)| 6𝑀 +𝑀

(︃⎯⎸⎸⎷ ∞∑︁
𝑛=1

|Ψ1𝑛|2+

⎯⎸⎸⎷ ∞∑︁
𝑛=1

|Ψ2𝑛|2+

⎯⎸⎸⎷ ∞∑︁
𝑛=1

|Ψ3𝑛|2
)︃⎯⎸⎸⎷ ∞∑︁

𝑛=1

1

𝑛2
+

+

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
(︀
|𝐹𝑛(𝑥)|+ |𝐹𝑛(0)|+ |𝐹𝑛(𝑝)|+ 1

)︀
6

6𝑀 +𝑀

√︂
𝜋2

6

(︀
‖𝜓′′′

1 ‖𝐿2(0,𝑞) + ‖𝜓′′′
2 ‖𝐿2(0,𝑞) + ‖𝜓′′′

3 ‖𝐿2(0,𝑞)

)︀
+

+

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
(︀
|𝐹𝑛(𝑥)|+ |𝐹𝑛(0)|+ |𝐹𝑛(𝑝)|+ 1

)︀
<∞.
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Здесь
∞∑︁
𝑛=1

|Ψ𝑖𝑛|2 6 ‖𝜓′′′
𝑖 ‖2𝐿2(0,𝑞)

, 𝑖 = 1, 3;
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
=
𝜋2

6
.

Учитывая неравенство

|𝑢𝑦𝑦(𝑥, 𝑦)| 6 |𝑢𝑥𝑥𝑥(𝑥, 𝑦)|+ |𝑎1| |𝑢𝑥(𝑥, 𝑦)|+ |𝑎2| |𝑢(𝑥, 𝑦)|,

можно заключить, что и 𝑢𝑦𝑦 тоже сходится.
Решение задачи 𝐵2 можно записать в явном виде:

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1
√
𝑞

(︂∫︁ 𝑝

0
𝐺0(𝑥, 𝜉)𝑓0(𝜉)𝑑𝜉+

∫︁ 𝑝

0
𝑅0(𝑥, 𝜉)

∫︁ 𝑝

0
𝐺0(𝑥, 𝑠)𝑓0(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜉+𝜌0(𝑥)

)︂
+

+

√︂
2

𝑞

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝜆3𝑛

∫︁ 𝑝

0
𝐺𝑛(𝑥, 𝜉)𝑓𝑛(𝜉)𝑑𝜉 +

+ 𝜆3𝑛

∫︁ 𝑝

0
𝑅𝑛(𝑥, 𝜉)

∫︁ 𝑝

0
𝐺𝑛(𝑥, 𝑠)𝑓𝑛(𝑠)𝑑𝑠𝑑𝜉 + 𝜌𝑛(𝑥)

)︂
cos

𝜋𝑛

𝑞
𝑦.

Таким образом, теорема 2 доказана. �

Заключение. В прямоугольной области рассмотрена начально-гранич-
ная задача для неоднородного дифференциального уравнения в частных про-
изводных третьего порядка с кратными характеристиками и с переменны-
ми коэффициентами. Единственность решения доказана методом интегра-
лов энергии. Для случая нарушения условий теоремы единственности при-
веден контрпример. Решение поставленной задачи построено методом функ-
ции Грина. Доказана абсолютная и равномерная сходимость данного решения
и его производных, входящих в уравнение в замыкании области рассмотрения
уравнения.
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Abstract

In a rectangular domain, the second boundary value problem for a non-
homogeneous third-order partial differential equation with multiple charac-
teristics and variable coefficients is considered. The uniqueness of the so-
lution to the given problem is proved using the energy integral method.
For the case where the conditions of the uniqueness theorem are violated, a
counterexample is constructed.

The solution to the problem is sought in the form of a product of two
functions 𝑋(𝑥) and 𝑌 (𝑦) using the separation of variables method. An ordi-
nary differential equation of the second order with two boundary conditions
on the boundaries of the segment [0, 𝑞] is obtained for determining 𝑌 (𝑦).
For this problem, the eigenvalues and the corresponding eigenfunctions are
found for 𝑛 = 0 and 𝑛 ∈ N. An ordinary differential equation of the third or-
der with three boundary conditions on the boundaries of the segment [0, 𝑝] is
obtained for determining 𝑋(𝑥). The solution to this problem is constructed
using the Green’s function method. A separate Green’s function was built
for 𝑛 = 0 and another for the case when 𝑛 is a natural number. It is verified
that the found Green’s functions satisfy the boundary conditions and prop-
erties of the Green’s function. The solution for 𝑋(𝑥) is expressed through
the constructed Green’s function.

After some transformations, a Fredholm integral equation of the sec-
ond kind is obtained, and its solution is written in terms of the resolvent.
Estimates for the resolvent and the Green’s function are derived. Uniform
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convergence of the solution is proven, along with the possibility of term-
by-term differentiation under certain conditions on the given functions. The
convergence of the third-order derivative of the solution with respect to the
variable 𝑥 is established using Cauchy–Schwarz and Bessel inequalities. In
justifying the uniform convergence of the solution, the absence of a “small
denominator” is proven.

Keywords: differential equation, third order, multiple characteristics, sec-
ond boundary value problem, regular solution, uniqueness, existence, Green’s
function.
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