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Аннотация
Рассматривается динамика трех идентичных кубитов, нерезонансно

взаимодействующих с тепловым полем идеального резонатора со средой
Керра. Найдены решения квантового временного уравнения Лиувилля
для полной матрицы плотности системы из трех кубитов и поля ре-
зонатора для начальных сепарабельных, бисепарабельных и истинных
перепутанных состояний кубитов и теплового начального состояния по-
ля резонатора. Путем усреднения полной матрицы плотности по пере-
менным поля резонатора и по переменным одного из кубитов найде-
на редуцированная матрица плотности пары оставшихся кубитов. Про-
ведены вычисления для всех возможных пар кубитов. Двухкубитные
матрицы плотности использованы для вычисления параметра перепу-
тывания кубитов — отрицательности пар кубитов. Проведено численное
моделирование временной зависимости отрицательности для различных
начальных состояний кубитов и параметров модели. Результаты числен-
ного моделирования отрицательности пар кубитов показали, что нали-
чие расстройки и керровской нелинейности в случае начального сепа-
рабельного состояния пары кубитов может приводить к существенному
увеличению степени их перепутывания. В случае начального перепу-
танного состояния пары кубитов расстройка и керровская среда могут
значительно уменьшить амплитуды осцилляций Раби отрицательности
и, соответственно, приводить к существенной стабилизации начально-
го перепутывания кубитов. Показано также, что наличие расстройки
и керровской нелинейности может приводить к исчезновению эффекта
мгновенной смерти перепутывания кубитов.
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Введение. Перепутанные состояния в настоящее время рассматриваются
в квантовой информатике как основной ресурс при решении задач обработ-
ки информации. Такие состояния кубитов используются для квантовых вы-
числений, квантовых коммуникаций, квантового кодирования информации и
других операций [1]. Поэтому важно детально рассматривать природу и свой-
ства перепутанных состояний. Изучение наиболее эффективных схем генера-
ции, механизмов управления и контроля перепутанных состояний кубитов
является, таким образом, одной из основных задач квантовой информатики.
Квантовые вычисления и квантовые коммуникации требуют максимально пе-
репутанных стабильных состояний с большим временем декогеренции. Для
генерации таких состояний обычно используют взаимодействие естественных
и искусственных атомов (нейтральных ридберговских атомов и ионов в ло-
вушках, примесных спинов, квантовых точек, сверхпроводящих цепей, ги-
бридных и оптомеханических систем, азотозамещенных вакансий в алмазе
и др.) с электромагнитными полями резонаторов [2–10]. Для теоретического
исследования динамики систем кубитов, взаимодействующих с электромаг-
нитными полями резонаторов, используются модели квантовой электродина-
мики резонатора, а именно различные обобщения модели Тависа—Каммингса
[11–14].

Практическое использование перепутанных состояний для квантовых вы-
числений и коммуникаций предполагает необходимость выбора соответству-
ющих количественных критериев степени перепутывания кубитов. Хотя об-
щие свойства многокубитных перепутанных состояний изучены достаточно
подробно, количественные критерии перепутывания удалось строго ввести
только для двухкубитных систем. Этими критериями являются согласован-
ность (критерий Вуттерса) [15] и отрицательность (критерий Переса—Хоро-
децких) [16,17]. Что касается многокубитных систем, для них пока не уда-
лось ввести аналогичные критерии. Ненулевые значения новых критериев
перепутывания, введенных для многокубитных систем, указывают лишь на
наличие перепутывания в системе, но не позволяют количественно оценить
степень перепутывания кубитов. Кроме того, для многокубитной системы су-
ществует несколько различных неэквивалентных классов перепутанных со-
стояний. Трудности теоретического описания перепутанных состояний зна-
чительно возрастают с увеличением количества кубитов в системе [18–21].
Поэтому в настоящее время особое внимание уделяется изучению динамики
перепутывания трехкубитных систем.

Чистые состояния системы трех кубитов могут быть полностью сепара-
бельными, бисепарабельными или истинно перепутанными [22–27]. Чистое
состояние полностью сепарабельно, если его можно записать в виде тензор-
ного произведения трех векторов состояний отдельных кубитов. Что касается
трехкубитных смешанных состояний, они называются полностью сепарабель-
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ными, если их можно выразить в виде суммы полностью сепарабельных чи-
стых состояний. Если состояние не является полностью сепарабельным, но
становится сепарабельным при некотором разделении трех кубитов на две
части, то говорят, что такое состояние бисепарабельно.

Бисепарабельные состояния бывают трех разных типов в зависимости от
способа разделения системы трех кубитов на две части. В случае, когда со-
стояние не является ни полностью сепарабельным, ни бисепарабельным, оно
называется истинно запутанным.

Согласно общепринятой классификации, для трехкубитных систем суще-
ствует два неэквивалентных по отношению к стохастически локальным опе-
рациям и классическим коммуникациям вида истинно перепутанных состоя-
ний. Это так называемые перепутанные состояния Гринберга—Хорна—Цай-
лингера (GHZ-состояния) и состояния Вернера (W-состояния). GHZ-состояния
нестабильны по отношению к потере частиц системой. Такие состояния ис-
пользуют для телепортации и плотного кодирования. Напротив, W-состояния
максимально устойчивы не только к потерям частиц, но и к внешнему шуму.
Такие состояния используют в квантовой обработке информации.

Истинно перепутанные трехкубитные состояния обоих типов в настоящее
время экспериментально реализованы для различных типов кубитов, в част-
ности для ионов в магнитных ловушках и сверхпроводящих цепей [2–4]. Для
описания перепутывания трехкубитных систем иногда используют количе-
ственный критерий, называемый сцеплением (tangle) [28]. Однако данный
критерий для системы трех идентичных кубитов выражается через некое
среднее для одного кубита, а также средние для пар кубитов, которые есть
просто согласованности пар кубитов в квадрате. Таким образом, указанный
параметр не является независимым и полностью определяется согласован-
ностями пар кубитов. Поэтому в настоящей работе при изучении динамики
перепутывания трехкубитной системы мы сосредоточимся на вычислении па-
раметров перепутывания пар кубитов. При этом в качестве критерия пере-
путывания пары кубитов удобнее использовать не согласованность, а отри-
цательность.

Кубиты всегда взаимодействуют со своим окружением. Хорошо известно,
что это взаимодействие обычно приводит к исчезновению перепутывания.
Однако в некоторых случаях взаимодействие с окружающей средой может,
наоборот, стать источником перепутывания. В частности, перепутывание ку-
битов в резонаторе может быть вызвано тепловым шумом резонатора. Пере-
путывание двух двухуровневых атомов (кубитов), индуцированное тепловым
полем одномодового резонатора в рамках двухатомной одномодовой модели
Тависа—Каммингса, было предсказано Питером Найтом с соавторами [29].
Впоследствии этот эффект был также предсказан для различных обобще-
ний двухкубитной модели Тависа—Каммингса (см. ссылки в [30–31]), а также
для трехкубитной модели Тависа—Каммингса [32]. В частности было показа-
но, что расстройка и керровская нелинейность могут значительно увеличить
величину индуцированного кубит-кубитного перепутывания.

Еще одним препятствием для использования перепутанных состояний ку-
битов в резонаторах является эффект мгновенной смерти перепутывания.
Такой эффект впервые был теоретически предсказан Ю и Эберли [33]. Поз-
же этот эффект наблюдался экспериментально для кубитов различной фи-
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зической природы [34–36]. Поэтому представляет значительный интерес изу-
чение методов, предотвращающих эффект мгновенной смерти перепутыва-
ния кубитов, вызванной взаимодействием с тепловыми полями резонаторов.
Изучение указанного эффекта для кубитов, взаимодействующих с тепловы-
ми шумами резонаторов, особенно важно в связи с тем, что в резонаторах
всех квантовых устройств обязательно присутствуют тепловые фотоны. В
последнее время были предложены различные методы устранения эффекта
мгновенной смерти перепутывания, вызванной тепловым шумом. Так, в ра-
боте [37] показано, что учет расстройки и керровской нелинейности может
значительно увеличить степень теплового перепутывания кубитов, индуци-
рованного полем резонатора, в случае сепарабельных начальных состояний
кубитов и существенно стабилизировать осцилляции Раби параметра перепу-
тывания кубитов в случае их перепутанного начального состояния. В работе
[38] детально исследована динамика системы трех кубитов, которые резонанс-
но взаимодействуют с модой теплового квантового электромагнитного поля
в идеальном резонаторе.

Большой интерес представляет обобщение полученных результатов на
случай нерезонансного взаимодействия трех кубитов с электромагнитным по-
лем резонатора, а также учет влияния нелинейной среды Керра резонатора
на динамику перепутывания кубитов.

В данной работе мы изучили систему, состоящую из трех идентичных ку-
битов, которые нерезонансно взаимодействуют с модой теплового квантового
электромагнитного поля идеального нелинейного резонатора со средой Кер-
ра посредством однофотонных переходов. В качестве начальных состояний
кубитов были рассмотрены сепарабельные, бисепарабельные и истинно пе-
репутанные состояния. На основе решения квантового уравнения Лиувилля
для матрицы плотности всей системы «три кубита + мода поля» опреде-
лена временная эволюция редуцированных матриц плотности пар кубитов.
Редуцированные матрицы плотности были использованы для получения вре-
менных зависимостей отрицательности пар кубитов. Было также проведено
численное моделирование временных зависимостей отрицательностей пар ку-
битов для различных начальных состояний трехкубитной системы и различ-
ных значений параметров модели.

1. Описание модели. Рассмотрим систему, состоящую из трёх идентич-
ных кубитов 𝑄1, 𝑄2 и 𝑄3 с энергетической щелью ~𝜔0, нерезонансно взаи-
модействующих посредством однофотонных переходов с полем одномодового
резонатора частоты 𝜔. Положим, что константы связи между кубитами и
полем резонатора равны. Предположим также, что в резонаторе имеется до-
полнительная среда Керра. Тогда гамильтониан взаимодействия для рассмат-
риваемой модели в системе отсчета, вращающейся с частотой моды поля 𝜔,
и в приближении вращающейся волны можно записать в виде

�̂�𝑖𝑛𝑡 =
1

2

3∑︁
𝑘=1

~𝛿�̂�𝑧𝑘 +
3∑︁

𝑘=1

~𝛾(�̂�+𝑘 𝑐+ �̂�−𝑘 𝑐
†) + ~𝜒𝑐†2𝑐2,

где �̂�𝑧𝑘 — операторы разности населенностей для возбужденного |𝑢⟩𝑘 и основ-
ного |𝑑⟩𝑘 состояний в 𝑘-том кубите, 𝑘 = 1, 2, 3; �̂�+𝑘 = |𝑢⟩𝑘𝑘⟨𝑑| и �̂�−𝑘 = |𝑑⟩𝑘𝑘⟨𝑢|—
повышающий и понижающий операторы в 𝑘-том кубите; 𝑐† и 𝑐— операторы
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рождения и уничтожения фотонов резонаторной моды; 𝛾 — параметр кубит-
фотонного взаимодействия; 𝛿 = 𝜔0−𝜔— параметр расстройки и 𝜒— констан-
та нелинейности Керра. Заметим, что в отличие от естественных атомов, для
искусственных атомов, например сверхпроводящих кубитов, параметр кер-
ровской нелинейности может быть сравним с параметром кубит-фотонного
взаимодействия [39].

Будем полагать, что в начальный момент времени кубиты приготовлены
в одном из следующих сепарабельных состояний типа

|𝜑(0)⟩𝑄1𝑄2𝑄3 = |𝑢, 𝑢, 𝑑⟩, (1)
|𝜑(0)⟩𝑄1𝑄2𝑄3 = |𝑢, 𝑑, 𝑑⟩ (2)

или в бисепарабельном состоянии вида

|𝜑(0)⟩𝑄1𝑄2𝑄3 = cos𝛽|𝑢, 𝑢, 𝑑⟩+ sin𝛽|𝑢, 𝑑, 𝑢⟩, (3)

или в истинно перепутанном W-состоянии

|𝜑(0)⟩𝑄1𝑄2𝑄3 = 𝑓 |𝑢, 𝑢, 𝑑⟩+ 𝑝|𝑢, 𝑑, 𝑢⟩+ ℎ|𝑑, 𝑢, 𝑢⟩, (4)

где
|𝑓 |2 + |𝑝|2 + |ℎ|2 = 1.

Здесь 𝛽, 𝑓 , 𝑝, ℎ— параметры, определяющие степень начального перепуты-
вания кубитов. Максимальной степени перепутывания кубитов для бисепа-
рабельного состояния (3) соответствует значение 𝛽 = 𝜋/4, а для истинно пе-
репутанного состояния (4) значения 𝑓 = 𝑝 = ℎ = 1/

√
3. Начальные состояния

кубитов (1)–(4) в резонаторах можно получить с помощью микроволновых
импульсов определенной длительности.

В качестве начального состояния поля выберем одномодовое тепловое со-
стояние с матрицей плотности

𝜚𝐹 (0) =
∑︁
𝑚

𝑤𝑚|𝑚⟩⟨𝑚|. (5)

Здесь весовые функции 𝑤𝑚 в формуле (5) имеют вид

𝑤𝑚 =
𝑚𝑚

(1 +𝑚)𝑚+1
,

где 𝑚— среднее число тепловых фотонов, определяемое формулой Бозе—
Эйнштейна

𝑚 =
(︀
exp[~𝜔/𝑘𝐵𝑇 ]− 1

)︀−1
,

𝑘𝐵 — постоянная Больцмана и 𝑇 — температура микроволнового резонатора.
В зависимости от физической природы кубитов, взаимодействующих с по-
лями резонаторов, температура резонатора может меняться от комнатных
температур для азотозамещенных вакансий в алмазе до нК в случае ней-
тральных атомов и ионов в магнитных ловушках [2].

2. Решение квантового временного уравнения Шредингера для
вакуумного поля резонатора. Поставим перед собой задачу найти дина-
мику рассматриваемой модели. Начнем решение поставленной задачи для
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случая фоковского начального состояния электромагнитного поля резонато-
ра, а затем обобщим эти результаты на случай теплового поля.

В случае фоковского начального состояния поля волновая функция есть

|𝜑(0)⟩𝐹,𝑚 = |𝑚⟩, 𝑚 = 0, 1, 2, . . . .

Введем для рассматриваемой модели параметр, который назовем числом
возбуждений системы 𝑀 = 𝑙 + 𝑚, где 𝑙— число кубитов, приготовленных
в возбужденном состоянии. Состояние полной системы, включающей кубиты
и моду поля резонатора, мы можем в произвольный момент времени 𝑡 задать
с помощью волновой функции |𝜑(𝑡)⟩𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑀,𝑚, удовлетворяющей временному
уравнению Шредингера вида

𝑖~
𝜕|𝜑(𝑡)⟩𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑀,𝑚

𝜕𝑡
= �̂�𝑖𝑛𝑡|𝜑(𝑡)⟩𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑀,𝑚 (6)

c начальным условием

|𝜑(0)⟩𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑀,𝑚 = |𝜑(0)⟩𝑄1𝑄2𝑄3 ⊗ |𝜑(0)⟩𝐹,𝑚 = |𝜑(0)⟩𝑄1𝑄2𝑄3 ⊗ |𝑚⟩

и стандартными для квантовой механики граничными условиями.
Для числа возбуждений системы 𝑀 > 3 эволюция системы происходит

в 8-мерном гильбертовом пространстве с базисом

|𝑢, 𝑢, 𝑢,𝑚⟩, |𝑢, 𝑢, 𝑑,𝑚+ 1⟩, |𝑢, 𝑑, 𝑢,𝑚+ 1⟩, |𝑑, 𝑢, 𝑢,𝑚+ 1⟩,
|𝑢, 𝑑, 𝑑,𝑚+ 2⟩, |𝑑, 𝑢, 𝑑,𝑚+ 2⟩, |𝑑, 𝑑, 𝑢,𝑚+ 2⟩, |𝑑, 𝑑, 𝑑,𝑚+ 3⟩.

Тогда для выбранного числа возбуждений и начальных состояний кубитов
(1)–(4) волновая функция в последующие моменты времени 𝑡 может быть
записана следующим образом:

|𝜑𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑀,𝑚(𝑡)⟩ = 𝐶1(𝑡)|𝑢, 𝑢, 𝑢,𝑚⟩+ 𝐶2(𝑡)|𝑢, 𝑢, 𝑑,𝑚+ 1⟩+
+ 𝐶3(𝑡)|𝑢, 𝑑, 𝑢,𝑚+ 1⟩+ 𝐶4(𝑡)|𝑑, 𝑢, 𝑢,𝑚+ 1⟩+ 𝐶5(𝑡)|𝑢, 𝑑, 𝑑,𝑚+ 2⟩+

+ 𝐶6(𝑡)|𝑑, 𝑢, 𝑑,𝑚+ 2⟩+ 𝐶7(𝑡)|𝑑, 𝑑, 𝑢,𝑚+ 2⟩+ 𝐶8(𝑡)|𝑑, 𝑑, 𝑑,𝑚+ 3⟩.

Подставляя в уравнение (6) волновую функцию |𝜑(𝑡)⟩𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑀,𝑚, получаем
для коэффициентов 𝐶𝑖 ≡ 𝐶𝑖(𝑡) систему уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑖�̇�1 = 𝛾
√
𝑚+ 1(𝐶4 + 𝐶3 + 𝐶2) + 𝜒𝑚(𝑚− 1)𝐶1 + 3𝛿𝐶1/2,

𝑖�̇�2 = 𝛾[
√
𝑚+ 2(𝐶6 + 𝐶5) +

√
𝑚+ 1𝐶1] + 𝜒𝐶2𝑚(𝑚+ 1) + 𝛿𝐶2/2,

𝑖�̇�3 = 𝛾[
√
𝑚+ 2(𝐶7 + 𝐶5) +

√
𝑚+ 1𝐶1] + 𝜒𝐶3𝑚(𝑚+ 1) + 𝛿𝐶3/2,

𝑖�̇�4 = 𝛾[
√
𝑚+ 1𝐶1 +

√
𝑚+ 2(𝐶6 + 𝐶7)] + 𝜒𝐶4𝑚(𝑚+ 1) + 𝛿𝐶4/2,

𝑖�̇�5 = 𝛾[𝐶8

√
𝑚+ 3 +

√
𝑚+ 2(𝐶3 + 𝐶2)] + 𝜒𝐶5(𝑚+ 2)(𝑚+ 1)− 𝛿𝐶5/2,

𝑖�̇�6 = 𝛾[
√
𝑚+ 2(𝐶2 + 𝐶4) + 𝐶8

√
𝑚+ 3] + 𝜒𝐶6(𝑚+ 2)(𝑚+ 1)− 𝛿𝐶6/2,

𝑖�̇�7 = 𝛾[
√
𝑛+ 2(𝐶4 + 𝐶3) +

√
𝑚+ 3𝐶8] + 𝜒𝐶7(𝑚+ 2)(𝑚+ 1)− 𝛿𝐶7/2,

𝑖�̇�8 = 𝛾
√
𝑚+ 3(𝐶5 + 𝐶6 + 𝐶7) + 𝜒𝐶8(𝑚+ 3)(𝑚+ 2)− 3𝛿𝐶8/2.

(7)

Для числа возбуждений 𝑀 = 2 и начальных состояний кубитов (1)–(4)
полная волновая функция эволюционирует в 7-мерном гильбертовом про-
странстве с базисом

|𝑢, 𝑢, 𝑑, 0⟩, |𝑢, 𝑑, 𝑢, 0⟩, |𝑑, 𝑢, 𝑢, 0⟩,
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|𝑢, 𝑑, 𝑑, 1⟩, |𝑑, 𝑢, 𝑑, 1⟩, |𝑑, 𝑑, 𝑢, 1⟩, |𝑑, 𝑑, 𝑑, 2⟩.

В рассматриваемом случае временная волновая функция может быть за-
писана следующим образом (𝑙 6 2):

|𝜑𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,2,2−𝑙(𝑡)⟩ = Φ1(𝑡)|𝑢, 𝑢, 𝑑, 0⟩+Φ2(𝑡)|𝑢, 𝑑, 𝑢, 0⟩+Φ3(𝑡)|𝑑, 𝑢, 𝑢, 0⟩+
+Φ4(𝑡)|𝑢, 𝑑, 𝑑, 1⟩+Φ5(𝑡)|𝑑, 𝑢, 𝑑, 1⟩+Φ6(𝑡)|𝑑, 𝑑, 𝑢, 1⟩+Φ7(𝑡)|𝑑, 𝑑, 𝑑, 2⟩.

Система дифференциальных уравнений для коэффициентов Φ𝑖(𝑡) полу-
чается аналогично предыдущему случаю:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑖Φ̇1(𝑡) = 𝛾
(︀
Φ5(𝑡) + Φ4(𝑡)

)︀
+ 𝛿Φ1(𝑡)/2,

𝑖Φ̇2(𝑡) = 𝛾
(︀
Φ6(𝑡) + Φ4(𝑡)

)︀
+ 𝛿Φ2(𝑡)/2,

𝑖Φ̇3(𝑡) = 𝛾
(︀
Φ6(𝑡) + Φ5(𝑡)

)︀
+ 𝛿Φ3(𝑡)/2,

𝑖Φ̇4(𝑡) = 𝛾
(︀√

2Φ7(𝑡) + Φ1(𝑡) + Φ2(𝑡)
)︀
− 𝛿Φ4(𝑡)/2,

𝑖Φ̇5(𝑡) = 𝛾
(︀√

2Φ7(𝑡) + Φ1(𝑡) + Φ3(𝑡)
)︀
− 𝛿Φ5(𝑡)/2,

𝑖Φ̇6(𝑡) = 𝛾
(︀√

2Φ7(𝑡) + Φ2(𝑡) + Φ3(𝑡)
)︀
− 𝛿Φ6(𝑡)/2,

𝑖Φ̇7(𝑡) = 𝛾
√
2
(︀
Φ4(𝑡) + Φ5(𝑡) + Φ6(𝑡)

)︀
− 3𝛿Φ7(𝑡)/2 + 2𝜒Φ7(𝑡).

(8)

Для числа возбуждений 𝑀 = 1 выбираем базис гильбертова пространства
в виде

|𝑢, 𝑑, 𝑑, 0⟩, |𝑑, 𝑢, 𝑑, 0⟩, |𝑑, 𝑑, 𝑢, 0⟩, |𝑑, 𝑑, 𝑑, 1⟩.

Временная волновая функция для числа возбуждений 𝑀 = 1 записыва-
ется следующим образом (𝑙 6 1):

|𝜑𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,1,1−𝑙(𝑡)⟩ = 𝑍1(𝑡)|𝑢, 𝑑, 𝑑, 0⟩+ 𝑍2(𝑡)|𝑑, 𝑢, 𝑑, 0⟩+
+ 𝑍3(𝑡)|𝑑, 𝑑, 𝑢, 0⟩+ 𝑍4(𝑡)|𝑑, 𝑑, 𝑑, 1⟩.

Соответствующая система дифференциальных уравнений для коэффици-
ентов 𝑍𝑖(𝑡) будет следующей:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑖�̇�1(𝑡) = 𝛾𝑍4(𝑡)− 𝛿𝑍1(𝑡)/2,

𝑖�̇�2(𝑡) = 𝛾𝑍4(𝑡)− 𝛿𝑍2(𝑡)/2,

𝑖�̇�3(𝑡) = 𝛾𝑍4(𝑡)− 𝛿𝑍3(𝑡)/2,

𝑖�̇�4(𝑡) = 𝛾
(︀
𝑍1(𝑡) + 𝑍2(𝑡) + 𝑍3(𝑡)

)︀
− 3𝛿𝑍4(𝑡)/2.

(9)

Наконец, для 𝑀 = 0 базис гильбертова пространства составляет вектор
|𝑑, 𝑑, 𝑑, 0⟩, а соответствующая временная волновая функция следующая:

|𝜑𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,0,0(𝑡)⟩ = |𝑑, 𝑑, 𝑑, 0⟩.

3. Решение квантового временного уравнения Лиувилля для теп-
лового поля резонатора. Имея выражения для временных волновых функ-
ций системы в случае фоковского начального состояния поля резонатора, мы
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можем найти временную матрицу плотности, являющуюся решением урав-
нения Лиувилля в случае теплового поля резонатора

𝑖~
𝜕𝜚(𝑡)

𝜕𝑡
= [𝐻𝑖𝑛𝑡, 𝜚(𝑡)]

c начальными условиями

𝜚(0) = |𝜑(0)⟩𝑄1 𝑄2𝑄3 𝑄1 𝑄2𝑄3⟨𝜑(0)| ⊗ 𝜚(0)𝐹 .

В работе [38] для модели с нулевой расстройкой и в отсутсвие среды Керра
найдены точные аналитические решения систем уравнений (7), (8) и (9). Для
модели, рассматриваемой в настоящей работе, решения указанных уравнений
имеют чрезмерно громоздкий вид. Поэтому в настоящей работе мы ограни-
чимся численным решением указанных уравнений.

Имея временные волновые функции системы для различных чисел воз-
буждения |𝜑(𝑡)⟩𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑀,𝑚, |𝜑(𝑡)⟩𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,2,2−𝑙, |𝜑(𝑡)⟩𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,1,1−𝑙 или |𝜑(𝑡)⟩𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,0,0 можно
вычислить временную матрицу плотности полной системы «три кубита +
мода поля». Соответственно, решение квантового уравнения Лиувилля для
матрицы плотности полной системы в случае начальных состояний (1), (3)
и (4) и теплового состояния поля (5) можно записать в виде (𝑙 = 2)

𝜚𝑄1𝑄2𝑄3𝐹 (𝑡) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑤𝑚|𝜑(𝑡)⟩𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑚+𝑙,𝑚 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑚+𝑙,𝑚⟨𝜑(𝑡)|+

+ 𝑤0|𝜑(𝑡)⟩𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,2,2−𝑙 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,2,2−𝑙⟨𝜑(𝑡)|.

Для начального состояния (2) и теплового состояния поля (5) матрицу плот-
ности можно записать в виде (𝑙 = 1)

𝜚𝑄1𝑄2𝑄3𝐹 (𝑡) =
∞∑︁

𝑚=2

𝑤𝑚|𝜑(𝑡)⟩𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑚+𝑙,𝑚 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,𝑚+𝑙,𝑚⟨𝜑(𝑡)|+

+ 𝑤1|𝜑(𝑡)⟩𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,2,2−𝑙 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,2,2−𝑙⟨𝜑(𝑡)|+ 𝑤0|𝜑(𝑡)⟩𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,1,1−𝑙 𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙,1,1−𝑙⟨𝜑(𝑡)|.

Теперь можно также вычислить редуцированную матрицу плотности трех
кубитов, усредняя полную матрицу плотности 𝜚𝑄1𝑄2𝑄3𝐹 (𝑡) по переменным
поля:

𝜚𝑄1 𝑄2 𝑄3(𝑡) = Tr𝐹 𝜚𝑄1𝑄2𝑄3𝐹 (𝑡). (10)

Как уже отмечалось во введении, точные количественные меры перепу-
тывания кубитов в настоящее время разработаны только для двухкубитных
систем. Для вычисления критерия перепутывания пары кубитов необходи-
мо вычислить редуцированную двухкубитную матрицу плотности. Для это-
го следует усреднить трехкубитную матрицу плотности (10) по переменным
третьего кубита, т.е.

𝜚𝑄𝑖 𝑄𝑗 (𝑡) = Tr𝑄𝑘
𝜚𝑄1 𝑄2 𝑄3(𝑡), 𝑖, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3, 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑗 ̸= 𝑘, 𝑖 ̸= 𝑘.

4. Вычисление отрицательности. Для двухкубитной системы, описы-
ваемой редуцированной двухкубитной матрицей плотности 𝜚𝑄𝑖 𝑄𝑗 (𝑡), в каче-
стве критерия перепутывания кубитов может быть выбран параметр Переса—
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Хородецких, или отрицательность [16, 17], который может быть определен че-
рез отрицательные собственные значения 𝜈−𝑖 частичной транспонированной
по переменным одного кубита редуцированной двухкубитной матрицы плот-
ности 𝜚𝑇1

𝑄𝑖 𝑄𝑗
:

𝜀 = −2
∑︁
𝑖

𝜈−𝑖 . (11)

Для всех начальных состояний кубитов и теплового состояния поля ча-
стично транспонированные по переменным одного кубита редуцированные
двухкубитные матрицы плотности имеют вид

𝜚𝑇1
𝑄𝑖 𝑄𝑗

(𝑡) =

⎛⎜⎝ 𝜚11 0 0 (𝜚23)
*

0 𝜚22 0 0
0 0 𝜚33 0
𝜚23 0 0 𝜚44

⎞⎟⎠ . (12)

Матричные элементы (12) для кубитов 𝑄1 и 𝑄2 в случае начального состоя-
ния кубитов (1), (3) и (4) выражаются следующим образом:

𝜚11(𝑡) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑤𝑚

(︀
|𝐶1(𝑡)|2 + |𝐶2(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤0|Φ1(𝑡)|2,

𝜚22(𝑡) =

∞∑︁
𝑚=1

𝑤𝑚

(︀
|𝐶3(𝑡)|2 + |𝐶5(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤0

(︀
|Φ2(𝑡)|2 + |Φ4(𝑡)|2

)︀
,

𝜚33(𝑡) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑤𝑚

(︀
|𝐶4(𝑡)|2 + |𝐶6(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤0

(︀
|Φ3(𝑡)|2 + |Φ5(𝑡)|2

)︀
,

𝜚44(𝑡) =

∞∑︁
𝑚=1

𝑤𝑚

(︀
|𝐶7(𝑡)|2 + |𝐶8(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤0

(︀
|Φ6(𝑡)|2 + |Φ7(𝑡)|2

)︀
,

𝜚23(𝑡) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑤𝑚

(︀
𝐶3(𝑡)𝐶

*
4 (𝑡) + 𝐶5(𝑡)𝐶

*
6 (𝑡)

)︀
+ 𝑤0

(︀
Φ4(𝑡)Φ

*
5(𝑡) + Φ2(𝑡)Φ

*
3(𝑡)
)︀
,

𝜚32(𝑡) = (𝜚23(𝑡))
*.

Для кубитов 𝑄2 и 𝑄3 соответственно имеем

𝜚11(𝑡) =

∞∑︁
𝑚=1

𝑤𝑚

(︀
|𝐶1(𝑡)|2 + |𝐶4(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤0|Φ3(𝑡)|2,

𝜚22(𝑡) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑤𝑚

(︀
|𝐶2(𝑡)|2 + |𝐶6(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤0

(︀
|Φ1(𝑡)|2 + |Φ5(𝑡)|2

)︀
,

𝜚33(𝑡) =

∞∑︁
𝑚=1

𝑤𝑚

(︀
|𝐶3(𝑡)|2 + |𝐶7(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤0

(︀
|Φ2(𝑡)|2 + |Φ6(𝑡)|2

)︀
,

𝜚44(𝑡) =

∞∑︁
𝑚=1

𝑤𝑚

(︀
|𝐶5(𝑡)|2 + |𝐶8(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤0

(︀
|Φ4(𝑡)|2 + |Φ7(𝑡)|2

)︀
,
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𝜚23(𝑡) =

∞∑︁
𝑚=1

𝑤𝑚

(︀
𝐶2(𝑡)𝐶

*
3 (𝑡) + 𝐶6(𝑡)𝐶

*
7 (𝑡)

)︀
+ 𝑤0

(︀
Φ1(𝑡)Φ

*
2(𝑡) + Φ5(𝑡)Φ

*
6(𝑡)
)︀
,

𝜚32(𝑡) = (𝜚23(𝑡))
*.

Для начального состояния (2) матричные элементы для кубитов 𝑄1 и 𝑄2

имеют следующий вид:

𝜚11(𝑡) =

∞∑︁
𝑚=2

𝑤𝑚

(︀
|𝐶1(𝑡)|2 + |𝐶2(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤1|Φ1(𝑡)|2,

𝜚22(𝑡) =
∞∑︁

𝑚=2

𝑤𝑚

(︀
|𝐶3(𝑡)|2 + |𝐶5(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤1

(︀
|Φ2(𝑡)|2 + |Φ4(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤0|𝑍1(𝑡)|2,

𝜚33(𝑡) =
∞∑︁

𝑚=2

𝑤𝑚

(︀
|𝐶4(𝑡)|2 + |𝐶6(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤1

(︀
|Φ3(𝑡)|2 + |Φ5(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤0|𝑍2(𝑡)|2,

𝜚44(𝑡) =

∞∑︁
𝑚=2

𝑤𝑚

(︀
|𝐶7(𝑡)|2 + |𝐶8(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤1

(︀
|Φ6(𝑡)|2 + |Φ7(𝑡)|2

)︀
+

+ 𝑤0

(︀
|𝑍3(𝑡)|2 + |𝑍4(𝑡)|2

)︀
,

𝜚23(𝑡) =
∞∑︁

𝑚=2

𝑤𝑚

(︀
𝐶3(𝑡)𝐶

*
4 (𝑡) + 𝐶5(𝑡)𝐶

*
6 (𝑡)

)︀
+ 𝑤1

(︀
Φ4(𝑡)Φ

*
5(𝑡) +

+ Φ2(𝑡)Φ
*
3(𝑡)
)︀
+ 𝑤0𝑍1(𝑡)𝑍

*
2 (𝑡),

𝜚32(𝑡) = (𝜚23(𝑡))
*.

Для того же начального состояния (2) матричные элементы для кубитов 𝑄2

и 𝑄3 будут иметь вид

𝜚11(𝑡) =

∞∑︁
𝑚=2

𝑤𝑛

(︀
|𝐶1(𝑡)|2 + |𝐶4(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤1|Φ3(𝑡)|2,

𝜚22(𝑡) =
∞∑︁

𝑚=2

𝑤𝑚

(︀
|𝐶2(𝑡)|2 + |𝐶6(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤1

(︀
|Φ1(𝑡)|2 + |Φ5(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤0|𝑍2(𝑡)|2,

𝜚33(𝑡) =

∞∑︁
𝑚=2

𝑤𝑚

(︀
|𝐶3(𝑡)|2 + |𝐶7(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤1

(︀
|Φ2(𝑡)|2 + |Φ6(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤0|𝑍3(𝑡)|2,

𝜚44(𝑡) =
∞∑︁

𝑚=2

𝑤𝑚

(︀
|𝐶5(𝑡)|2 + |𝐶8(𝑡)|2

)︀
+ 𝑤1

(︀
|Φ4(𝑡)|2 + |Φ7(𝑡)|2

)︀
+

+ 𝑤0

(︀
|𝑍1(𝑡)|2 + |𝑍4(𝑡)|2

)︀
,

𝜚23(𝑡) =

∞∑︁
𝑚=2

𝑤𝑚

(︀
𝐶3(𝑡)𝐶

*
4 (𝑡) + 𝐶5(𝑡)𝐶

*
6 (𝑡)

)︀
+ 𝑤1

(︀
Φ1(𝑡)Φ

*
2(𝑡) +

+ Φ5(𝑡)Φ
*
6(𝑡)
)︀
+ 𝑤0𝑍2(𝑡)𝑍

*
3 (𝑡),

𝜚32(𝑡) = (𝜚23(𝑡))
*.
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Матрица (12) имеет всего одно собственное значение, которое может при-
нимать отрицательные значения. Соответственно, отрицательность (11) для
начальных состояний кубитов (1)–(4) и начальной полевой матрицы плотно-
сти (5) может быть записана в виде

𝜀(𝑡) =
√︀

(𝜚11 − 𝜚44)2 + 4|𝜚23|2 − 𝜚11 − 𝜚44. (13)

5. Результаты и обсуждение. Результаты численного моделирования
отрицательности (13) представлены на рис. 1–5.

На рис. 1 показана временная зависимость отрицательности 𝜀12(𝑡) для
пары кубитов 1 и 2 в случае начального сепарабельного состояния системы
кубитов (1), фиксированного среднего числа фотонов в резонаторе 𝑚 = 1.5
и различных значений параметров расстройки и керровской нелинейности.
На рис. 1, a показано влияние расстройки на временное поведение отрица-
тельности кубитов 1 и 2 в случае отсутствия в резонаторе среды Керра. Из
рисунка хорошо видно, что включение расстройки приводит не только к уве-
личению максимальной степени перепутывания кубитов, но и к существен-
ному уменьшению интервалов времени, для которых достигаются максиму-
мы отрицательности и имеет место мгновенная смерть перепутывания. На
рис. 1, b показано влияние керровской нелинейности на временное поведение
отрицательности кубитов 1 и 2 в случае резонансного взаимодействия куби-
тов и поля резонатора. Для рассматриваемого начального состояния системы
и выделенной пары кубитов 1 и 2 керровская нелинейность слабо влияет на
временное поведение перепутывания пары кубитов.

На рис. 2 показана временная зависимость отрицательности 𝜀23(𝑡) для
другой пары кубитов 2 и 3 в случае того же сепарабельного начального со-
стояния кубитов (1), фиксированного среднего числа фотонов в резонаторе
𝑚 = 3 и различных значений параметра расстройки и керровской нелинейно-
сти. Из рисунков хорошо видно, что в отличие от предыдущего случая, для
пары кубитов 2 и 3 включение как расстройки, так и керровской нелинейно-
сти приводит не только к значительному увеличению максимальной степени
перепутывания кубитов, но и к исчезновению эффекта мгновенной смерти
перепутывания.

На рис. 3 показаны временные зависимости отрицательностей 𝜀12(𝑡) и
𝜀23(𝑡) для сепарабельного начального состояния кубитов (2), фиксированного
среднего числа фотонов в резонаторе 𝑚 = 3 и различных значений парамет-
ров расстройки и керровской нелинейности. Из рисунка видно, что для пары
кубитов 1 и 2 включение расстройки и керровской нелинейности приводит
к существенному возрастанию степени перепутывания кубитов и исчезнове-
нию эффекта мгновенной смерти перепутывания. Для пары кубитов 2 и 3
к увеличению степени перепутывания кубитов приводит только увеличение
расстройки, включение керровской нелинейности незначительно меняет ха-
рактер поведения отрицательности, при этом максимальная степень перепу-
тывания кубитов уменьшается с увеличением параметра нелинейности. Для
пары кубитов 2 и 3 наличие расстройки или керровской нелинейности не
ведет к исчезновению эффекта мгновенной смерти перепутывания.

На рис. 4 представлены временные зависимости отрицательностей 𝜀12(𝑡)
и 𝜀23(𝑡) для бисепарабельного начального состояния кубитов (3), фиксиро-
ванного среднего числа фотонов в резонаторе (𝑚 = 1.5 для рис. 4, a и 4, b
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Рис. 1. Отрицательность 𝜀12(𝑡) как функция безразмерного времени 𝛾𝑡 для начального
сепарабельного состояния кубитов (1). Рисунок а: среднее число фотонов 𝑚 = 1.5, параметр
керровской нелинейности 𝜒 = 0 и расстройка: 𝛿 = 0 (сплошная линия), 𝛿 = 6𝛾 (пунктирная
линия), 𝛿 = 10𝛾 (точечная линия). Рисунок b: среднее число фотонов 𝑚 = 1.5, параметр
расстройки 𝛿 = 0 и параметр керровской нелинейности: 𝜒 = 0 (сплошная линия), 𝜒 = 2𝛾

(пунктирная линия), 𝜒 = 3𝛾 (точечная линия)
[Figure 1. Negativity 𝜀12(𝑡) as a function of a scaled time 𝛾𝑡 for the initial separable qubits
state (1). For figure a the following parameters were used: the average number of photons
𝑚 = 1.5, the Kerr nonlinearity parameter 𝜒 = 0, and the detuning parameters 𝛿 = 0 (solid
line), 𝛿 = 6𝛾 (dashed line), 𝛿 = 10𝛾 (dotted line). For figure b the following parameters were
used: the average number of photons 𝑚 = 1.5, the detuning parameter 𝛿 = 0, and the Kerr

nonlinearity parameters 𝜒 = 0 (solid line), 𝜒 = 2𝛾 (dashed line), 𝜒 = 3𝛾 (dotted line)]

Рис. 2. Отрицательность 𝜀23(𝑡) как функция безразмерного времени 𝛾𝑡 для начального
сепарабельного состояния кубитов (1). Рисунок а: среднее число фотонов 𝑚 = 3, параметр
керровской нелинейности 𝜒 = 0 и расстройка: 𝛿 = 0 (сплошная линия), 𝛿 = 5𝛾 (пунктирная
линия), 𝛿 = 8𝛾 (точечная линия). Рисунок b: среднее число фотонов 𝑚 = 3, параметр
расстройки 𝛿 = 0 и параметр керровской нелинейности: 𝜒 = 0 (сплошная линия), 𝜒 = 𝛾

(пунктирная линия), 𝜒 = 2𝛾 (точечная линия)
[Figure 2. Negativity 𝜀23(𝑡) as a function of a scaled time 𝛾𝑡 for the initial separable qubits
state (1). For figure a the following parameters were used: the average number of photons
𝑚 = 3, the Kerr nonlinearity parameter 𝜒 = 0, and the detuning parameters 𝛿 = 0 (solid
line), 𝛿 = 5𝛾 (dashed line), 𝛿 = 8𝛾 (dotted line). For figure b the following parameters were
used: the average number of photons 𝑚 = 3, the detuning parameter 𝛿 = 0, and the Kerr

nonlinearity parameters 𝜒 = 0 (solid line), 𝜒 = 𝛾 (dashed line), 𝜒 = 2𝛾 (dotted line)]
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Рис. 3. Отрицательность 𝜀12(𝑡) (a, b) и 𝜀23(𝑡) (c, d) как функция безразмерного времени 𝛾𝑡
для начального сепарабельного состояния кубитов (2). Рисунок а: среднее число фотонов
𝑚 = 4, параметр керровской нелинейности 𝜒 = 0 и расстройка: 𝛿 = 0 (сплошная линия),
𝛿 = 4𝛾 (пунктирная линия), 𝛿 = 8𝛾 (точечная линия). Рисунок b: среднее число фотонов
𝑚 = 4, параметр расстройки 𝛿 = 0 и параметр керровской нелинейности: 𝜒 = 0 (сплош-
ная линия), 𝜒 = 1.5𝛾 (пунктирная линия), 𝜒 = 3𝛾 (точечная линия). Рисунок c: среднее
число фотонов 𝑚 = 4, параметр керровской нелинейности 𝜒 = 0 и параметр расстройки:
𝛿 = 0 (сплошная линия), 𝛿 = 8.5𝛾 (пунктирная линия), 𝛿 = 13𝛾 (точечная линия). Рису-
нок d: среднее число фотонов 𝑚 = 4, параметр расстройки 𝛿 = 0 и параметр керровской
нелинейности: 𝜒 = 0 (сплошная линия), 𝜒 = 2𝛾 (пунктирная линия), 𝜒 = 3𝛾 (точечная

линия)
[Figure 3. Negativity 𝜀12(𝑡) (a, b) and 𝜀23(𝑡) (c, d) as a function of dimensionless time 𝛾𝑡 for the
initial non-entangled state of qubits (2). For figure a the following parameters were used: the
average number of photons 𝑚 = 4, the Kerr nonlinearity parameter 𝜒 = 0, and the detuning
parameters 𝛿 = 0 (solid line), 𝛿 = 4𝛾 (dashed line), 𝛿 = 8𝛾 (dotted line). For figure b the
following parameters were used: the average number of photons 𝑚 = 3, the detuning parameter
𝛿 = 0, and the Kerr nonlinearity parameters 𝜒 = 0 (solid line), 𝜒 = 1.5𝛾 (dashed line), 𝜒 = 3𝛾
(dotted line). For figure c the following parameters were used: the average number of photons
𝑚 = 4, the Kerr nonlinearity parameter 𝜒 = 0, and the detuning parameters 𝛿 = 0 (solid line),
𝛿 = 8.5𝛾 (dashed line), 𝛿 = 13𝛾 (dotted line). For figure d the following parameters were used:
the average number of photons 𝑚 = 4, the detuning parameter 𝛿 = 0, and the Kerr nonlinearity

parameters 𝜒 = 0 (solid line), 𝜒 = 2𝛾 (dashed line), 𝜒 = 3𝛾 (dotted line)]

19



Ба г р о в А. Р., Б ашки р о в Е. К.

Рис. 4. Отрицательности 𝜀12 (a, b) и 𝜀23 (c, d) как функции безразмерного времени 𝛾𝑡 для
начального бисепарабельного состояния кубитов (3). Рисунок а: среднее число фотонов
𝑚 = 1.5, параметр керровской нелинейности 𝜒 = 0 и расстройка: 𝛿 = 0 (сплошная линия),
𝛿 = 5𝛾 (пунктирная линия), 𝛿 = 10𝛾 (точечная линия). Рисунок b: среднее число фотонов
𝑚 = 1.5, параметр расстройки 𝛿 = 0 и параметр керровской нелинейности: 𝜒 = 0(сплошная
линия), 𝜒 = 2𝛾 (пунктирная линия), 𝜒 = 3𝛾 (точечная линия). Рисунок c: среднее число
фотонов 𝑚 = 4, параметр керровской нелинейности 𝜒 = 0 и параметр расстройки: 𝛿 = 0
(сплошная линия), 𝛿 = 7𝛾 (пунктирная линия), 𝛿 = 10𝛾 (точечная линия). Рисунок d:
среднее число фотонов 𝑚 = 4, параметр расстройки 𝛿 = 0 и параметр керровской нелиней-
ности: 𝜒 = 0 (сплошная линия), 𝜒 = 𝛾 (пунктирная линия), 𝜒 = 2.5𝛾 (точечная линия). Во

всех случаях 𝛽 = 𝜋/4

[Figure 4. Negativity 𝜀12 (a, b) and 𝜀23 (c, d) as a function of dimensionless time 𝛾𝑡 for the
initial biseparable state of qubits (3). For figure a the following parameters were used: the
average number of photons 𝑚 = 1.5, the Kerr nonlinearity parameter 𝜒 = 0, and the detuning
parameters 𝛿 = 0 (solid line), 𝛿 = 5𝛾 (dashed line), 𝛿 = 10𝛾 (dotted line). For figure b the
following parameters were used: the average number of photons 𝑚 = 1.5, the detuning parameter
𝛿 = 0, and the Kerr nonlinearity parameters 𝜒 = 0 (solid line), 𝜒 = 2𝛾 (dashed line), 𝜒 = 3𝛾
(dotted line). For figure c the following parameters were used: the average number of photons
𝑚 = 4, the Kerr nonlinearity parameter 𝜒 = 0, and the detuning parameters 𝛿 = 0 (solid line),
𝛿 = 7𝛾 (dashed line), 𝛿 = 10𝛾 (dotted line). For figure d the following parameters were used:
the average number of photons 𝑚 = 4, the detuning parameter 𝛿 = 0, and the Kerr nonlinearity
parameters 𝜒 = 0 (solid line), 𝜒 = 𝛾 (dashed line), 𝜒 = 2.5𝛾 (dotted line). In all cases 𝛽 = 𝜋/4]
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и 𝑚 = 4 для рис. 4, c и 4,d) и различных значений параметра расстройки
и керровской нелинейности. При усреднении начального бисепарабельного
состояния (3) по переменным третьего кубита кубиты 1 и 2 оказываются
в сепарабельном состоянии с нулевым значением отрицательности. Как вид-
но из рис. 4, a, включение расстройки существенно увеличивает в процессе
эволюции степень перепутывания кубитов 1 и 2, индуцированного тепловым
полем резонатора. Для значительных значений параметра расстройки исче-
зает также эффект мгновенной смерти перепутывания. Напротив, включение
керровской нелинейности не изменяет существенным образом характер пове-
дения параметра перепутывания кубитов 1 и 2. При усреднении начально-
го бисепарабельного состояния (3) по переменным первого кубита кубиты 2
и 3 оказываются в максимально перепутанном состоянии белловского типа
с отрицательностью 𝜀23(0) = 1. Для рассматриваемого случая наиболее ин-
тересным результатом является исчезновение эффекта мгновенной смерти
перепутывания при включении керровской нелинейности.

Наконец, на рис. 5 представлена временная зависимость отрицательно-
сти 𝜀12(𝑡) (𝜀23(𝑡)) для истинно перепутанного начального состояния кубитов
(4), фиксированного среднего числа фотонов в резонаторе 𝑚 = 4 и различ-
ных значений параметра расстройки и керровской нелинейности. Из рисун-
ка видно, что включение расстройки и керровской нелинейности приводит
к уменьшению амплитуд осцилляций Раби отрицательности, индуцирован-
ных тепловым полем резонатора, т.е. к стабилизации начального перепуты-
вания пар кубитов. Для значений расстройки и керровской нелинейности,
больших некоторых предельных значений, зависящих от среднего числа фо-
тонов в моде, исчезает эффект мгновенной смерти перепутывания.

Рис. 5. Отрицательность 𝜀12 (𝜀23) как функция безразмерного времени 𝛾𝑡 для начального
истинно перепутанного состояния кубитов (4). Рисунок а: среднее число фотонов 𝑚 = 4,
параметр керровской нелинейности 𝜒 = 0 и расстройка: 𝛿 = 0 (сплошная линия), 𝛿 = 7𝛾
(пунктирная линия), 𝛿 = 10𝛾 (точечная линия). Рисунок b: среднее число фотонов 𝑚 = 4,
параметр расстройки 𝛿 = 0 и параметр керровской нелинейности: 𝜒 = 0 (сплошная линия),
𝜒 = 1.5𝛾 (пунктирная линия), 𝜒 = 3𝛾 (точечная линия). Во всех случаях 𝑓 = 𝑝 = ℎ = 1/

√
3

[Figure 5. Negativity 𝜀12 (𝜀23) as a function of dimensionless time 𝛾𝑡 for the initial true-entangled
state of qubits (4). For figure a the following parameters were used: the average number of
photons 𝑚 = 4, the Kerr nonlinearity parameter 𝜒 = 0, and the detuning parameters 𝛿 = 0
(solid line), 𝛿 = 7𝛾 (dashed line), 𝛿 = 10𝛾 (dotted line). For figure b the following parameters
were used: the average number of photons 𝑚 = 4, the detuning parameter 𝛿 = 0, and the Kerr
nonlinearity parameters 𝜒 = 0 (solid line), 𝜒 = 1.5𝛾 (dashed line), 𝜒 = 3𝛾 (dotted line). In all

cases 𝑓 = 𝑝 = ℎ = 1/
√
3]
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Заключение. Таким образом, в данной работе нами найдено решение
квантового уравнения эволюции системы трех идентичных кубитов, нерезо-
нансно взаимодействующих с модой теплового поля идеального резонатора
со средой Керра. В работе рассмотрены три типа начальных состояний ку-
битов: сепарабельные, бисепарабельные и истинно перепутанные состояния.
На основе решения уравнения эволюции вычислен параметр перепутывания
пар кубитов — кубит-кубитная отрицательность. Результаты численного мо-
делирования отрицательности пар кубитов показали, что наличие расстрой-
ки и керровской нелинейности в случае начального сепарабельного состоя-
ния пары кубитов может приводить к существенному увеличению степени
их перепутывания, индуцированного полем резонатора. В случае начального
перепутанного состояния пары кубитов расстройка и керровская среда могут
приводить к стабилизации начального перепутывания кубитов. Нерезонанс-
ное взаимодействие и керровская среда могут также подавлять эффект мгно-
венной смерти перепутывания кубитов. Полученные результаты могут быть
использованы в физике квантовых вычислений и квантовых коммуникаций.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имеем.
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Abstract
In this article, we consider the dynamics of three identical qubits inter-

acting not-resonantly with a thermal field of an ideal resonator with a Kerr
medium. We have found the solutions of the Liouville quantum equation
for the total density matrix of a system under consideration for the initial
separable, biseparable, and genuine entangled states of the qubits and the
thermal initial state of the resonator field. By averaging the total density
matrix over the variables of the resonator field and the variables of one of the
qubits, we found the reduced density matrix of the pair of remaining qubits.
Two-qubit density matrices were used to calculate the qubit-qubit negativity.
The results showed that detuning and Kerr nonlinearity can greatly enhance
the amout of entanglement for initial separable state of a pair of qubits. It is
also shown that detuning and a Kerr medium can inhibit the sudden death
of entanglement.

Keywords: qubits, quantum Liouville equation, thermal field, entangle-
ment, negativity, sudden death of entanglement, Kerr medium, detuning.
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