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Аннотация

Целью работы является разработка нового гибридного численно-ана-
литического метода решения краевых задач с осевой симметрией, напри-
мер, с вращающимся мембранным диском, основанного на сращивании
асимптотического решения вблизи катионнообменной мембраны (КОМ)
с численным решением в оставшейся части области. Для это использу-
ется следующий метод:

1) предлагается базовая математическая модель переноса ионов соли
в электрохимической ячейке с вращающимся катионнообменным мем-
бранным диском на основе общих законов сохранения, представленных
уравнениями Нернста–Планка–Пуассона и Навье–Стокса с естественны-
ми граничными и начальными условиями. Эта модель не содержит ника-
ких подгоночных параметров или упрощающих предположений. Однако
численное решение соответствующей краевой задачи представляет собой
значительные вычислительные сложности при реальных концентрациях
раствора и больших скачках потенциала и угловой скорости вращения
мембранного диска, связанные с большими градиентами концентрации
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Гибридный численно-аналитический метод решения задач переноса ионов соли . . .

и потенциала вблизи КОМ в квазиравновесной области пространствен-
ного заряда (ОПЗ);

2) область решения разбивается на две части, одна из которых пред-
ставляет собой небольшую область возрастания катионов (ОВК), распо-
ложенную вблизи КОМ, и оставшуюся основную часть области (ОЧО);

3) в ОВК находится аналитическое решение методом сращивания
асимптотических решений;

4) в ОЧО строится упрощенная математическая модель, которая от-
личается от базовой математической модели таким граничным условием
на границе с ОВК, которое позволяет затем произвести сращивание ре-
шения соответствующей краевой задачи с решением в ОВК.

Основным результатом является гибридный численно-аналитический
метод, который дает возможность проводить численный анализ перено-
са ионов соли при реальных концентрациях раствора электролита би-
нарной соли при широком диапазоне изменения скачка потенциала и
угловой скорости вращения мембранного диска.

По результатам работы можно сделать следующий вывод: сочета-
ние аналитического (асимптотического) метода решения в области по-
гранслоя и численного решения в остальной области, за исключением
погранслоя, с их последующим сращиванием позволяет построить эф-
фективный гибридный численно-аналитический метод решения задач
переноса ионов соли в мембранных системах с осевой симметрией.

Ключевые слова: асимптотическое решение, гибридный численно-ана-
литический метод, вращающийся мембранный диск, осевая симметрия,
цилиндрическая система координат.

Получение: 22 июля 2023 г. / Исправление: 12 апреля 2024 г. /
Принятие: 15 апреля 2024 г. / Публикация онлайн: 17 мая 2024 г.

Введение. Гидродинамические системы с осевой симметрией в настоящее
время широко используются и интенсивно исследуются [1–8]. Так, например,
в работе [9] найдено точное решение в рамках уравнений Эйлера закрученных
осесимметричных стационарных течений идеальной несжимаемой жидкости,
а в работе [10] в рамках уравнений Навье—Стокса рассмотрены нестационар-
ные осесимметричные течения однородной вязкой несжимаемой жидкости,
в которых осевая и окружная скорости зависят только от радиуса и от вре-
мени, а радиальная скорость равна нулю. Произведено расщепление краевых
задач для рассматриваемого типа течений на две задачи, каждая из которых
содержит две неизвестные функции (давление и одна из компонент скорости).
Актуальным является исследование аналогичных задач, но с дополнительны-
ми процессами переноса вещества за счет конвекции, диффузии, электроми-
грации и т.д. Изучению свойств переноса ионов соли в системах с вращаю-
щейся жидкостью, в том числе методом вращающегося мембранного диска,
посвящены ряд работ [1–8]. Эта работа является продолжением работы [3],
где приведена базовая модель, основанная только на основных законах со-
хранения и естественных граничных условиях и не использующая никаких
гипотез для упрощения. Базовая модель служит для проверки исследования
основных свойств и вывода упрощенных моделей на основе этих свойств. До-
стоинствами базовой модели являются общность и отсутствие подгоночных
параметров, к недостаткам можно отнести сложность расчета при высоких
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скоростях вращения мембранного диска и скачке потенциала, а также ре-
альных концентрациях раствора. Это связано с большими градиентами кон-
центрации и потенциала вблизи катионнообменной мембраны (КОМ). Для
преодоления указанных ограничений предлагается разбиение области реше-
ния на две подобласти: первая — основная часть области (ОЧО) вдали от
катионообменной мембраны; вторая — область возрастания катионов (ОВК)
вблизи КОМ, границей которой служит точка локального минимума концен-
трации катионов около КОМ. Для каждой из этих областей из базовой мо-
дели выводятся упрощенные модельные задачи, удобные как для численного
решения (в ОЧО), так и для аналитического (в ОВК). Аналитическое реше-
ние зависит от того, больше или меньше ток, протекающий через систему,
по сравнению с предельным током [11]. В допредельном режиме ОВК совпа-
дает с квазиравновесной областью пространственного заряда (ОПЗ), однако
в сверхпредельном режиме ОВК должна содержать наряду с квазиравновес-
ной ОПЗ еще и промежуточную область (слой), необходимую для сращивания
решений. Решения в этих подобластях сращиваются, что позволяет искать
решение при большой угловой скорости, начальной концентрации и скачке
потенциала. Модель без области возрастания катионов назовем упрощенной
моделью без ОВК. Аналогичная модель переноса ионов соли для плоского
канала впервые была предложена, по-видимому, в работе [12], однако в этой
работе не было исследовано решение в ОВК и поэтому не было произведено
сращивание.

1. Формулировка базовой модели и модели без ОВК в задачах
с осевой симметрией. В допредельном режиме область решения состоит
из области электронейтральности (ОЭН) и квазиравновесной ОПЗ. В сверх-
предельном режиме между ОЭН и квазиравновесной ОПЗ возникает расши-
ренная ОПЗ. В расширенной ОПЗ электромиграция преобладает над диф-
фузией, а в области электронейтральности миграционный и диффузионный
потоки равны. В квазиравновесной ОПЗ миграционный поток равен диффу-
зионному, но они противоположны по направлению, что приводит к тому,
что ток становится равным нулю, а также в этой области концентрации и на-
пряженность электрического поля резко возрастают, поэтому их градиенты
имеют значительные величины, а это затрудняет численное решение в данной
области. Поэтому возникает необходимость в формулировке упрощенных мо-
делей, которые дают решение, близкое к решению базовой математической
модели, и позволяют выполнять численные расчеты при большой угловой
скорости, начальной концентрации и скачке потенциала.

Приведем краевую задачу базовой математической модели, которая состо-
ит из области исследования, системы уравнений, а также краевых условий.

1.1. Область исследования. Для моделирования течения жидкости
и переноса ионов соли в электрохимической ячейке с вращающимся кати-
оннобменным диском [2] благодаря осевой симметрии можно описать только
половину сечения цилиндрической области (рис. 1), которую обозначим че-
рез Ω.

1.2. Система уравнений. В области Ω для описания переноса ионов
соли используются связанная система уравнений Навье—Стокса с объемной
электрической силой 𝑓 и Нернста—Планка—Пуассона, которые в цилиндри-
ческой системе координат с учетом осевой симметрии принимают следующий
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Рис. 1. Исследуемое сечение области Ω и ее
границы: 1 — глубина раствора, где выполня-
ется условие электронейтральности; 2 — ось
симметрии; 3 — катионнообменная мембрана;

4 — открытая граница
[Figure 1. Investigated cross-section of the
region Ω and its boundaries: 1—depth of the
solution where the electroneutrality condition
is satisfied; 2—axis of symmetry; 3—cation-

exchange membrane; 4—open boundary]
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в растворе соответственно; 𝑧1, 𝑧2 — зарядовые числа катионов и анионов; 𝐼 —
плотность тока; 𝐷1, 𝐷2 — коэффициенты диффузии катионов и анионов соот-
ветственно; Φ— потенциал электрического поля; �⃗� = −∇Φ— напряженность
электрического поля; 𝜀— диэлектрическая проницаемость электролита; 𝐹 —
постоянная Фарадея; 𝑅— газовая постоянная; 𝑇 — абсолютная температура;
𝑡— время; 𝜌— плотность; 𝜂— динамическая вязкость; 𝑝— давление.

1.3. Краевые условия для базовой модели. Граница 1 является вхо-
дом для раствора; для концентраций выполняется условие электронейтраль-
ности; задается постоянная начальная концентрация 𝐶0; для скорости ставит-
ся условие отсутствия нормального напряжения

(︀
∇�⃗�+(∇�⃗�)⊤

)︀
�⃗� = 0; задается

нулевое давление; граница 1 считается также эквипотенциальной (анодом) —
Φ(𝑡, 𝑟, 0) = 𝑑𝜑.

Граница 2 является осью симметрии.
Граница 3 соответствует вращающейся идеально селективной КОМ и яв-

ляется выходом для катионов, концентрация которых постоянна и определя-
ется емкостью мембраны —𝐶1(𝑡, 𝑟,𝐻) = 𝐶𝑘𝑚. КОМ предполагается идеально
селективной и поэтому для анионов задается условие отсутствия потока —
−�⃗� · �⃗�2 = 0; для потенциала Φ(𝑡, 𝑟,𝐻) = 0 задается азимутальная скорость
в виде 𝑣(𝑡, 𝑟,𝐻) = 𝜔𝑟, а остальные компоненты скорости принимаются рав-
ными нулю.

Граница 4 является выходом для раствора; ставится условие выноса ионов
только конвективным потоком — �⃗�𝑖 = −𝑢 · 𝐶𝑖, 𝑖 = 1, 2; для потенциала за-
дается условие −�⃗� ·

(︀
𝑟 𝜕Φ𝜕𝑟 ,

𝜕Φ
𝜕𝑧

)︀⊤
= 0; для скорости предполагается условие

отсутствия нормального напряжения —
(︀
∇�⃗�+ (∇�⃗�)⊤

)︀
�⃗� = 0.

В начальный момент времени концентрация ионов соли предполагается
постоянной —𝐶1(0, 𝑟, 𝑧) = 𝐶2(0, 𝑟, 𝑧) = 𝐶0, а раствор — неподвижным.

1.4. Краевые условия для модели без ОВК. Все начальные и гра-
ничные условия остаются такими же, как в базовой модели, за исключением
условия на границе ОВК, для которой задается концентрации катионов —
−�⃗�∇𝐶1

⃒⃒
𝑧=𝑧𝑚

= 0, где 𝑧𝑚 — координата минимума концентрации, зависящая
от угловой скорости вращения диска и начальной концентрации. Поскольку
толщина области возрастания катионов (ОВК) мала, т.е. 𝑧𝑚 ≈ 𝐻, это условие
может быть заменено на условие −�⃗�∇𝐶1

⃒⃒
𝑧=𝐻

= 0. Таким образом, модель без
ОВК будет определена во всей ячейке. Ниже показано, что ее решение близко
к решению базовой модели в ОЧО, но, естественно, их решения отличаются
в ОВК.

1.5. Сравнительный анализ численных результатов исследова-
ния базовой модели и модели без ОВК. Были проведены исследова-
ния для разнообразных исходных данных (концентрация, угловая скорость
и т.д.), соответствующих сверхпредельному режиму, когда возникают элек-
троконвективные вихри. В качестве примера ниже приведены результаты вы-
числений при следующих условиях:1 𝐶0 = 0.01 моль/м3, 𝜔 = 𝜋/2, 𝑑𝜑 = 1.5 В,
радиус вращающегося мембранного диска 𝑟 = 1 мм, высота ячейки — 2 мм.

На рис. 2 приведены линии тока жидкости в базовой модели и для моде-
ли без ОВК, которые показывают образование электроконвективного вихря,

1Эти данные соответствуют конструкции электрохимической ячейки с вращающимся
мембранным диском, приведенной в [2].
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причем линии тока раствора практически полностью совпадают.

Рис. 2. Линии тока жидкости при 𝑡 = 1000 c в базовой модели (a), в базовой модели около
катионнообменной мембраны (b), в модели без области возрастания катионов (c), в модели

без области возрастания катионов около катионнообменной мембраны (d)
[Figure 2. Fluid streamlines at 𝑡 = 1000 s in the base model (a), in the base model near the
cation-exchange membrane (b), in the model without the cation increase region (c), in the model

without the cation increase region near the cation-exchange membrane (d)]
Концентрации, потенциал и т.д. зависят от 𝑡, 𝑟 и 𝑧. Для того чтобы сделать

обозримой их зависимость от 𝑧, рассмотрим графики при фиксированных 𝑟
начиная со значения 𝑟 = 0.1 мм и до значения 𝑟 = 0.9 мм с шагом 0.1 мм.
На всех приведенных ниже рисунках по оси абсцисс показаны координаты
высоты ячейки 𝑧, причем 𝑧 = 0 соответствует глубине раствора, где выпол-
няется условие электронейтральности, а 𝑧 = 2 мм — условной границе рас-
твор/КОМ. По оси ординат показаны требуемые величины (концентрации,
потенциал, компоненты скорости и т.д.).

На рис. 3, а показаны профили концентрации катионов 𝐶1 в базовой мо-
дели, по которым можно сделать вывод, что концентрация сначала почти
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постоянна, а затем линейно убывает, что соответствует поведению в области
электронейтральности, далее образуется расширенная ОПЗ и концентрация
достигает своего минимума, а потом нелинейно возрастает в квазиравновес-
ной ОПЗ (рис. 3, b).

На рис. 3 показаны графики концентрации катионов в базовой модели
и модели без ОВК, из которых можно сделать вывод, что они совпадают
с большой точностью в области электронейтральности и расширенной ОПЗ,
однако около КОМ отличаются. В базовой модели концентрации достига-
ют минимума в некоторой точке 𝑧𝑚, расположенной вблизи КОМ, и далее
увеличиваются до граничного значения 𝐶1,𝑚, в то время как в модели без
ОВК концентрации продолжают монотонно убывать, причем в области (𝑧𝑚, 1]
практически постоянны, что объясняется разницей в граничном условии для
катионов около КОМ.

Графики концентрации анионов 𝐶2, показанные на рис. 4 для базовой
модели и в модели без ОВК, ведут себя примерно одинаково, включая область
около КОМ.

Для анализа распределения пространственного заряда рассмотрим раз-
ность концентраций 𝐶1 − 𝐶2, которая представляет собой плотность распре-
деления пространственного заряда, нормированную на число Фарадея 𝐹 . Из
анализа графиков разности концентраций 𝐶1−𝐶2 (рис. 5,b, c) в базовой мо-
дели и модели без ОВК следует их совпадение с высокой точностью в области
электронейтральности и расширенной ОПЗ, однако, как показано на рис. 5, а,
c базовой модели дополнительно формируется квазиравновесная ОПЗ.

На рис. 6 показано визуальное совпадение с большой точностью графиков
потенциала базовой модели и модели без ОВК при небольших 𝐶𝑘,𝑚 — порядка
𝐶0. При этом график разницы потенциалов этих двух моделей (рис. 7) пока-
зывает небольшие отличия (максимум которых достигается при 𝑧 = 0.1 мм
и в сечениях от 𝑟 = 0.3 мм до 0.5 мм). Это связано с тем, что при данных
условиях скачок потенциала в ОВК мал.

Если 𝐶𝑘,𝑚 значительно больше 𝐶0, например, в тысячу и более раз, что
вполне реально, то тогда разница будет более существенной и она компенси-
руется скачком потенциала в ОВК, рассчитанным аналитически.

По графикам радиальной скорости (см. рис. 8) базовой модели и модели
без ОВК можно сделать вывод об их высокой степени совпадения.

На рис. 9 и рис. 10 приведены графики азимутальной и аксиальной компо-
нент скорости для базовой модели и модели без ОВК соответственно, которые
показывают их практически полное совпадение.

Таким образом, модельная задача приближает решение базовой задачи
с высокой точностью всюду за исключением ОВК, где решение должно быть
дополнено аналитическими формулами, полученными асимптотическим ме-
тодом.

2. Аналитическое решение краевой задачи в ОВК. Аналитическое
решение в ОВК зависит от величины скачка потенциала, а именно допредель-
ного или сверхпредельного. В допредельном режиме ОВК совпадает с ква-
зиравновесной ОПЗ, а в сверхпредельном режиме эти области очень близки.
Из численного исследования базовой модели следует, что толщина ОВК не
зависит от радиальной координаты 𝑟, радиальная (𝑢) и аксиальная (𝑤) ком-
поненты скорости близки к нулю, а азимутальная (𝑣) компонента скорости
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почти постоянна в ОВК. Поэтому в уравнении (1) останется только третья
компонента:

𝑁𝑖,𝑧 =
𝐹

𝑅𝑇
𝑧𝑖𝐷𝑖𝐶𝑖𝐸𝑧 −𝐷𝑖

𝜕𝐶𝑖

𝜕𝑧
, 𝑖 = 1, 2.

Кроме того, толщина ОВК также практически не зависит и от времени 𝑡,
т.е. наблюдается квазистационарный режим. В результате левая часть урав-
нения (2) равна нулю, а в правой части в силу независимости от 𝑟 равна нулю
производная потока по 𝑧, кроме того, в уравнениях (3) и (4) также остают-
ся составляющие, зависящие только от 𝑧. Таким образом, для нахождения
неизвестных функций в ОВК получается следующая система уравнений:

𝑁𝑖,𝑧 =
𝐹

𝑅𝑇
𝑧𝑖𝐷𝑖𝐶𝑖𝐸𝑧 −𝐷𝑖

𝜕𝐶𝑖

𝜕𝑧
, 𝑖 = 1, 2; (5)

𝜕𝑁𝑖,𝑧
𝜕𝑧

= 0, 𝑖 = 1, 2; (6)

𝜕2Φ

𝜕𝑧2
= −𝐹

𝜀
(𝑧1𝐶1 + 𝑧2𝐶2); (7)

𝐼𝑧 = 𝐹 (𝑧1𝑁1,𝑧 + 𝑧2𝑁2,𝑧). (8)

Для асимптотического решения системы (5)–(8) выполним переход в об-
ласти ОВК (𝑧𝑚 6 𝑧 6 𝐻) к безразмерному виду с использованием харак-
терных величин: 𝑧(𝑢) = 𝑧/𝐻; 𝑖(𝑢) = 𝐶𝑖/𝐶0; �⃗�

(𝑢)
𝑖 = �⃗�𝑖/𝑁0; 𝐷

(𝑢)
𝑖 = 𝐷𝑖/𝐷0;

𝐼
(𝑢)
𝑧 = 𝐼𝑧/𝐼0; Φ(𝑢) = Φ/Φ0; 𝐸

(𝑢)
𝑧 = 𝐸𝑧/𝐸0; 𝜀(𝑢) = 𝜀/𝑏0. Здесь 𝐶0 — начальная

концентрация раствора; 𝐻 — высота ячейки; 𝐷0 — коэффициент диффузии
электролита; Φ0 = 𝑅𝑇0/𝐹 — тепловой потенциал; 𝐼0 = 𝐹𝐷0𝐶0/𝐻 — характер-
ный ток; 𝑁0 = 𝐷0𝐶0/𝐻 — характерный поток ионов; 𝐸0 = Φ0/𝐻 — отношение
теплового потенциала к характерной ширине; 𝑏0 = 𝐻2𝐹𝐶0/Φ0 — характерная
величина, имеющая размерность электрической постоянной.

Параметр 𝜀(𝑢) является малым параметром, имеющим смысл отношения
квадрата толщины области пространственного заряда к квадрату высоты
ячейки. Другими словами, это отношение (квадратов) толщин заряженной
и незаряженной областей раствора.

Параметр 𝜀(𝑢) может быть записан в виде 𝜀(𝑢) ≈ 0.58 · 10−12/𝐶0.
При начальной концентрации 𝐶0 = 0.01 моль/м3, использованной для

численного расчета, получаем 𝜀(𝑢) ≈ 5.8 · 10−11. Поэтому в дальнейшем 𝜀(𝑢)

считается малым параметром.
Система уравнений (5)–(8) в безразмерной форме, например, для раствора

NaCl, с учетом идеальной селективности КОМ принимает следующий вид
(индекс «𝑢» для простоты записи опущен):

𝑑𝐶1

𝑑𝑧
= 𝐶1𝐸𝑧 − 𝐼𝑧,

𝑑𝐶2

𝑑𝑧
= −𝐶2𝐸𝑧, 𝜀

𝑑𝐸𝑧

𝑑𝑧
= 𝐶1 − 𝐶2, (9)

где 𝐸(𝑧, 𝜀) = −𝑑Φ/𝑑𝑧 — напряженность электрического поля, а Φ(𝑧, 𝜀)— его
потенциал; 𝐶1(𝑧, 𝜀), 𝐶2(𝑧, 𝜀), 𝐼𝑧 — искомые концентрации катионов и анионов
соответственно; 𝐼𝑧 — ток, равный потоку катионов; 𝜀 > 0— малый параметр.

В качестве краевых условий в безразмерном виде при 𝑧 = 𝑧𝑚/𝐻 ставятся
условия сращивания с упрощенной моделью, а при 𝑧 = 1— условия

𝐶1

⃒⃒
𝑧=1

= 𝐶1,𝑀 ,
[︁
−𝐶2

𝜕Φ

𝜕𝑧
+
𝜕𝐶2

𝜕𝑧

]︁
𝑧=1

= 0, Φ
⃒⃒
𝑧=1

= 0. (10)
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2.1. Решение в допредельном случае. Система уравнений (9) пред-
ставляет собой сингулярно-возмущенную задачу. Проведя замену

𝜉 = (𝑧 − 1)/
√
𝜀, 𝐸𝑧 = ̃︀𝐸(𝜉, 𝜀)/

√
𝜀, 𝐶1(𝑧, 𝜀) = ̃︀𝐶1(𝜉, 𝜀), 𝐶2(𝑧, 𝜀) = ̃︀𝐶2(𝜉, 𝜀)

можно убедиться, что в допредельном режиме ОВК совпадает с квазиравно-
весной ОПЗ.

Действительно, эти замены при малых 𝜀 в начальном приближении сво-
дят систему уравнений к классической системе уравнений Больцмана—Дебая,
которая и описывает квазиравновесную ОПЗ [11]

𝑑 ̃︀𝐶1

𝑑𝜉
= ̃︀𝐶1

̃︀𝐸, 𝑑 ̃︀𝐶2

𝑑𝜉
= − ̃︀𝐶2

̃︀𝐸, 𝑑 ̃︀𝐸
𝑑𝜉

= ̃︀𝐶1 − ̃︀𝐶2 (11)

с соответствующими краевыми условиями, которая имеет аналитическое ре-
шение:

𝐸(𝑧, 𝜀) =

√
−𝛼√
𝜀

4
√
𝛽 exp

(︀√
−𝛼(𝑧 − 1)/

√
𝜀
)︀

1− 𝛽 exp
(︀√

−4𝛼(𝑧 − 1)/
√
𝜀
)︀ , (12)

𝐶1(𝑧, 𝜀) =
𝜀

2

𝑑𝐸

𝑑𝑧
+
𝜀𝐸2

4
− 𝛼

2
, (13)

𝐶2(𝑧, 𝜀) = −𝜀
2

𝑑𝐸

𝑑𝑧
+
𝜀𝐸2

4
− 𝛼

2
, (14)

где
𝛼 = −

(︀
𝐶1(𝑧𝑚, 𝜀) + 𝐶2(𝑧𝑚, 𝜀)

)︀
≈ −

(︀
𝐶1(1, 𝜀) + 𝐶2(1, 𝜀)

)︀
< 0,

𝛽 — некоторое положительное число, которое определяется из условия

̃︀𝐸(0, 𝜀) =
√︁

2(𝐶1,𝑚 + 𝛼),

выведенного из граничных условий (10) с использованием первого интеграла
системы уравнений (11) и эквивалентного условию 𝐶1(1, 𝜀) = 𝐶1,𝑚.

При допредельном режиме нет расширенной ОПЗ, поэтому 𝐸(𝑧𝑚−0, 𝜀)—
значение численного решения (решение в ОЧО в точке 𝑧𝑚) должно быть
конечным и, соответственно, 𝐸(𝑧𝑚 + 0, 𝜀) (значение аналитического решения
в ОВК) тоже должно быть конечным. Это условие выполняется, если 𝑧𝑚 =
= 1 − 𝑘

√
𝜀| ln 𝜀|, тогда получаем 𝐸(𝑧𝑚 + 0, 𝜀) = 4

√
𝛽
√
−𝛼, при 𝜀 → 0, если

взять 𝑘 = 1/(2
√
−𝛼). Равенства 𝐸(𝑧𝑚 − 0, 𝜀) = 𝐸(𝑧𝑚 + 0, 𝜀) можно добиться

с использованием уже следующего первого приближения.
Сравнение точек 𝑧𝑚, полученных при допредельном режиме в результате

численного решения базовой модели, где 𝑧𝑚 вычисляется как точка, в которой
достигается минимум концентрации, и аналитического решения в ОВК пока-
зывает их совпадение с высокой точностью: в базовой модели 𝑧𝑚 ≈ 1.976 мм,
а в модели ОВК 𝑧𝑚 ≈ 1.999 мм.

Концентрации сращиваются в силу выбора 𝛼 и формул (13), (14).

2.2. Решение в сверхпредельном случае. В сверхпредельном режиме
наряду с квазиравновесным погранслоем возникает и расширенная ОПЗ [11],
где концентрации ионов малы (рис. 11) (имеют порядок 𝑂(

√
𝜀)) и поэтому
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процедура сращивания в допредельном режиме не может быть использована
и должна быть модифицирована. Возьмем сечение 𝑟 = 0.5 мм и построим
графики концентрации катионов и анионов, а также функцию 𝐶1 − 𝐶2 (см.
рис. 11). Из этого рисунка видно, что в сверхпредельном состоянии ОВК
состоит из двух частей: квазиравновесной ОПЗ и промежуточной области,
которая служит для сращивания решения в квазиравновесной ОПЗ и в рас-
ширенной ОПЗ, являющейся частью ОЧО. Причем на правой границе про-
межуточной области сращивается напряженность электрического поля, а на
левой границе — концентрация катионов. Точка 𝑧𝑚, где производная концен-
трации равна нулю, близка к 1. При допредельном режиме 𝑧𝑚 и 𝑧𝑘 совпадают,
при сверхпредельном режиме 𝑧𝑚 < 𝑧𝑘 (см. рис. 11).

При асимптотическом решении краевой задачи для системы (9) в области
(𝑧𝑚, 1] в сверхпредельном режиме примем естественное для этого режима
предположение об отсутствии в этой области анионов, то есть 𝐶2(𝑧, 𝜀) ≡ 0,
𝑧 ∈ (𝑧𝑚, 1].

Тогда получаем систему уравнений

𝑑𝐶1

𝑑𝑧
= 𝐶1𝐸𝑧 − 𝐼𝑧, 𝜀

𝑑𝐸𝑧

𝑑𝑧
= 𝐶1,

которая имеет аналитическое решение в общем виде:

𝐸(𝑧, 𝜀) =
1√
𝜀

4𝑏
√
𝛽 exp

(︀
𝑏(𝑧 − 1)/

√
𝜀
)︀

1− 𝛽 exp
(︀
2𝑏(𝑧 − 1)/

√
𝜀
)︀ , (15)

𝐶1(𝑧, 𝜀) =
4𝑏2

√
𝛽 exp

(︀
𝑏(𝑧 − 1)/

√
𝜀
)︀(︀
1 + 𝛽 exp

(︀
2𝑏(𝑧 − 1)/

√
𝜀
)︀)︀(︀

1− 𝛽 exp
(︀
2𝑏(𝑧 − 1)/

√
𝜀
)︀)︀2 , (16)

где 𝑏 > 0.

2.3. Сращивание решений и определение констант. Возьмем

𝑧𝑘 = 1− 𝑘1
√
𝜀+ · · · → 1, 𝜀→ 0 + .

Для сращивания напряженности 𝐸(𝑧, 𝜀) в точке 𝑧𝑘 применим соотношение

𝐸(𝑧𝑘 + 0, 𝜀) = 𝐸(𝑧𝑘 − 0, 𝜀),

где в 𝐸(𝑧𝑘+0, 𝜀) используется решение в интервале (𝑧𝑘, 1], а в 𝐸(𝑧𝑘−0, 𝜀)— ре-
шение в расширенной ОПЗ 𝐸(𝑧, 𝜀) =

√︀
2(𝐼𝑧𝑧 − 𝐼)/

√
𝜀, которое продолжается

в интервал (𝑧𝑚, 𝑧𝑘). Таким образом получаем, что

1√
𝜀

4𝑏
√
𝛽 exp(−𝑘1𝑏)

1− 𝛽 exp(−2𝑘1𝑏)
=

√︀
2(𝐼𝑧 − 𝐼)√

𝜀
.

Отсюда

𝑘1 = −1

𝑏
ln
(︁−4𝑏

√
𝛽 +

√︀
8𝛽(2𝑏2 + 𝐼𝑧 − 𝐼)

2𝛽
√︀

2(𝐼𝑧 − 𝐼)

)︁
.

Положим
𝑧𝑚 = 1− 𝑘2

√
𝜀| ln 𝜀|+ · · · → 1, 𝜀→ 0 + .
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Условие сращивания концентрации 𝐶1(𝑧, 𝜀) в точке 𝑧𝑚 имеет вид

𝐶1(𝑧𝑚 − 0, 𝜀) = 𝐶1(𝑧𝑚 + 0, 𝜀),

где в 𝐶1(𝑧𝑚 − 0, 𝜀) используется решение в расширенной ОПЗ 𝐶1(𝑧, 𝜀) =

= 𝐼𝑧
√
𝜀/
√︀
2(𝐼𝑧𝑧 − 𝐼), а в 𝐶1 (𝑧𝑚 + 0, 𝜀)— решение из интервала (𝑧𝑘, 1], про-

долженное в интервал (𝑧𝑚, 𝑧𝑘). Откуда получим, что

𝑘2 =
1

2𝑏
, 𝛽 =

(︁ 𝐼𝑧

4𝑏2
√︀
2(𝐼𝑧 − 𝐼)

)︁2
.

Для нахождения 𝑏 используем условие 𝐶1(1, 𝜀) = 𝐶1,𝑚, откуда

𝑏 =
1

2

√︃
𝐶1,𝑚(1− 𝛽)2√

𝛽(1 + 𝛽)
.

3. Алгоритм гибридного численно-аналитического решения.
1) Численно решаем модель без ОВК и находим 𝐶1(1, 𝜀), 𝐶2(1, 𝜀).
2) Находим численно скачок потенциала для упрощенной модели в ОЧО.

Находим скачок потенциала для базовой, используя соотношение

Φ0 =

∫︁ 1

0
𝐸(𝑧, 𝜀)𝑑𝑧 =

=

∫︁ 𝑧𝑚

0
𝐸(𝑧, 𝜀)𝑑𝑧 +

∫︁ 𝑧𝑘

𝑧𝑚

𝐸(𝑧, 𝜀)𝑑𝑧 +

∫︁ 1

𝑧𝑘

𝐸(𝑧, 𝜀)𝑑𝑧 =

=

∫︁ 𝑧𝑚

0
𝐸(𝑧, 𝜀)𝑑𝑧 +

∫︁ 𝑧𝑘

𝑧𝑚

𝐸(𝑧, 𝜀)𝑑𝑧 −
∫︁ 1

𝑧𝑘

𝑑𝐶2

𝐶2
=

= − ln
𝐶2(1, 𝜀)

𝐶2(𝑧𝑘, 𝜀)
+

∫︁ 𝑧𝑚

0
𝐸(𝑧, 𝜀)𝑑𝑧 +

∫︁ 𝑧𝑘

𝑧𝑚

𝐸(𝑧, 𝜀)𝑑𝑧.

С учетом того, что 𝑧𝑘 ≈ 𝑧𝑚 ≈ 1, получаем

Φ0 ≈ − ln
𝐶2(1, 𝜀)

𝐶2(𝑧𝑘, 𝜀)
+

∫︁ 1

0
𝐸(𝑧, 𝜀)𝑑𝑧 или Φ0 ≈ ΦОВК +ΦОЧО.

Здесь первое слагаемое ΦОВК — скачок потенциала в области возраста-
ния катионов (около КОМ), а второе слагаемое ΦОЧО — скачок потен-
циала, численно рассчитанный в ОЧО.

3) Находим аналитическое решение в ОВК по формулам (12)–(14) при до-
предельном токовом режиме и по формулам (15), (16) при сверхпре-
дельном.

4) Используя шаги 1) и 3), получаем решение базовой задачи.

Заключение. В статье предложен новый гибридный численно-аналити-
ческий метод, позволяющий находить решение базовой задачи при произволь-
ных скоростях вращения мембранного диска и начальной концентрации. Это
достигается путем сращивания численного решения упрощенной модели без
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ОВК с асимптотическим решением в области возрастания катионов. Предло-
женный метод позволяет проводить численный анализ переноса ионов соли
в реальных концентрациях раствора электролита бинарной соли при широ-
ком диапазоне изменения скачка потенциала и угловой скорости вращения
мембранного диска.
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Hybrid numerical-analytical method for solving
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Abstract

The aim of this study is to develop a new hybrid numerical-analytical
method for solving boundary value problems with axial symmetry, for ex-
ample, with a rotating membrane disk, based on matching the asymptotic
solution near the cation-exchange membrane (CEM) with the numerical so-
lution in the rest of the region. For this, the following method is used:

1) a basic mathematical model for the transfer of salt ions in an elec-
trochemical cell with a rotating cation-exchange membrane disk is proposed
based on the general conservation laws represented by the Nernst-Planck-
Poisson and Navier-Stokes equations with natural boundary and initial con-
ditions. This model contains no fitting parameters or simplifying assump-
tions. However, the numerical solution of the corresponding boundary value
problem presents significant computational difficulties for real solution con-
centrations and large jumps in the potential and angular velocity of the
membrane disk rotation, associated with large concentration and potential
gradients near the CEM in the quasi-equilibrium space charge region (SCR);
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2) the solution region is divided into two parts, one of which is a small
cation increase region (CIR) located near the CEM, and the remaining main
part of the region (MPOR);

3) in the CIR, an analytical solution is found by the method of matching
asymptotic solutions;

4) a simplified mathematical model is constructed in the MPOR, which
differs from the basic mathematical model in such a boundary condition
at the boundary with the CIR, which then allows us the solution of the
corresponding boundary value problem to be matched with the solution in
the CIR.

The main result is a hybrid numerical-analytical method that allows
one to carry out a numerical analysis of the transfer of salt ions at real
concentrations of a binary salt electrolyte solution in a wide range of changes
in the potential jump and the angular velocity of the membrane disk.

Based on the results of the work, the following conclusion can be drawn,
that the combination of the analytical (asymptotic) method of solving in the
region of the boundary layer and the numerical solution in the rest of the
region, with the exception of the boundary layer, with their subsequent splic-
ing, makes it possible to construct an effective hybrid numerical-analytical
method for solving the problems of salt ion transport in membrane systems
with axial symmetry.

Keywords: asymptotic solution, hybrid numerical-analytical method, ro-
tating membrane disk, axial symmetry, cylindrical coordinate system.
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