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Аннотация
Получено точное решение задачи об упругопластическом деформи-

ровании вращающегося цилиндра, жестко посаженного на вал, при на-
личии температурного градиента между внутренней и внешней поверх-
ностями. Постановка задачи основана на теории малых деформаций,
условии пластичности Треска, ассоциированном с ним законе пластиче-
ского течения и законе линейного изотропного упрочнения.

Предполагается, что в цилиндре присутствует стационарный поло-
жительный температурный градиент между внутренней и внешней по-
верхностями. Механические и теплофизические параметры материала
приняты независимыми от температуры. Проведенный анализ ограни-
чен стадией активного нагружения.

Установлено, что в общем случае в цилиндре возможно появление
шести пластических областей, соответствующих различным ребрам и
граням поверхности текучести Треска, а эволюция пластического тече-
ния имеет качественные отличия от изотермического случая. Для каж-
дой пластической области найдено точное решение определяющей систе-
мы уравнений. Результаты расчетов показали, что присутствие гради-
ента температуры может приводить к значительному повышению абсо-
лютной величины напряжений и пластических деформаций в цилиндре
и снижению критических скоростей вращения, соответствующих нача-
лу пластического течения и полному переходу цилиндра в пластическое
состояние.
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Упругопластический анализ вращающегося полого цилиндра . . .

Введение. Вращающиеся цилиндры и диски являются важным струк-
турным компонентом многих машин и механизмов. В научной литературе
опубликовано множество работ, посвященных расчету прочности и напряжен-
но-деформированного состояния сплошных и полых цилиндров под действи-
ем центробежных сил, и интерес российских и зарубежных исследователей
к этому направлению остается стабильно высоким. Упругопластический ана-
лиз позволяет более точно оценить максимальную скорость вращения цилин-
дров по сравнению с теорией упругости. Кроме того, расчет недавно предло-
женной технологии ротационного автофретирования возможен только в рам-
ках теории упругопластичности.

В первом приближении материал цилиндра может рассматриваться как
идеальное упругопластическое тело. В рамках такой модели получены ана-
литические решения упругопластической задачи для сплошного [1–3], полого
цилиндра [4–6], а также цилиндра с жестким включением [7] и жесткой внеш-
ней стенкой [8]. Остаточные напряжения в цилиндре после его предваритель-
ного вращения изучались в работах [6–9] для различных граничных условий.
Постановка задач в [1–9] основана на условии пластичности Треска и ассоци-
ированном с ним законе течения. Кроме того, использовалось условие макси-
мальных приведенных напряжений [10–12] и общее кусочно-линейное условие
пластичности [13]. Установлено, что напряженно-деформированное состояние
во вращающемся цилиндре существенно зависит от граничных и торцевых
условий, а также от выбора пластического потенциала.

Реальное поведение материала более адекватно описывают модели изо-
тропного и кинематического упрочнения. В работе [14] на основе условия
Треска, теории пластического течения и закона линейного изотропного упроч-
нения получено аналитическое решение упругопластической задачи во вра-
щающемся сплошном цилиндре. Процесс автофретирования полого цилин-
дра с закрепленными торцами изучался в работах [15, 16], в которых среди
прочего рассматривалось влияние кинематического упрочнения (эффект Ба-
ушингера) на распределение остаточных напряжений после предварительно-
го пластического деформирования. Деформационная теория пластичности,
условие пластичности Мизеса и закон Свифта использовались для расчета
упругопластического отклика [17] и остаточных напряжений [18] во вращаю-
щемся сплошном и полом цилиндрах. Авторы [17,18] разработали численный
алгоритм решения на основе метода стрельбы. Работа [19] посвящена расчету
вращающегося полого цилиндра из нелинейно упрочняемого материала; по-
становка задачи основывалась на условии Треска, ассоциированном законе
течения и степенном законе упрочнения; для ряда частных случаев степен-
ного параметра получено аналитическое решение. Авторами [20] предложена
комбинированная модель изотропно-кинематического упрочнения, парамет-
ры которой зависят от величины предварительно накопленной пластической
деформации; построенная модель и условие пластичности Треска использо-
вались для расчета ротационного автофретирования полых заготовок с за-
крепленными торцами. Следует отметить, что упрочнение оказывает суще-
ственное влияние на упругопластический отклик вращающегося цилиндра, в
особенности на распределение остаточных напряжений.

Одним из способов повышения несущей способности конструкции и сни-
жения ее веса является использование функционально-градиентных материа-

463



Прок у д и н А. Н.

лов. Упругопластический анализ вращающихся полых неоднородных цилин-
дров с закрепленными торцами представлен в работах [21–23]. Результаты
получены на основе условия пластичности Треска, материал цилиндров при-
нимался идеальным, для механических свойств материала использовалась
степенная зависимость от радиальной координаты. Вращающийся сплошной
функционально-градиентный цилиндр из нелинейно упрочняемого материа-
ла изучался в работе [24]. Анализ основан на деформационной теории пла-
стичности, условии пластичности Мизеса и законе упрочнения Свифта. Для
модуля Юнга, предела текучести, коэффициента Пуассона и плотности мате-
риала использовалась квадратичная зависимость от радиальной координаты.
Полученные результаты [21–24] показывают, что неоднородность материала
оказывает существенное влияние на напряженное состояние в цилиндре. Бо-
лее того, подходящим выбором распределений механических свойств матери-
ала можно значительно повысить максимальную скорость вращения цилин-
дра. Влияние размерного эффекта на упругопластический отклик вращаю-
щегося полого цилиндра из функционально-градиентного материала изуча-
лось в работе [25] на основе градиентной теории пластичности деформаци-
онного типа, условия Мизеса и закона линейного изотропного упрочнения.
Установлено, что градиентная теория пластичности предсказывает замедле-
ние пластического течения в цилиндре по сравнению с классическими реше-
ниями, однако этот эффект проявляется только в микромасштабе, для ци-
линдров с внутренним радиусом свыше 500 мкм разница между градиентной
и классической теориями практически отсутствует.

В ходе эксплуатации вращающиеся элементы механизмов могут подвер-
гаться температурному воздействию. В работах [26, 27] изучалось упруго-
пластическое деформирование полого цилиндра при наличии стационарного
температурного градиента, вызванного разницей температур на внутренней
и внешней поверхностях, в несвязной постановке. Пластические деформации
вычислялись на основе условия Треска, ассоциированного закона течения и
модели линейного изотропного упрочнения. Механические и теплофизиче-
ские параметры материала предполагались не зависящими от температуры.
В работах [26,27] установлено, что температурное поле оказывает существен-
ное влияние на напряженно-деформированное состояние вращающегося ци-
линдра. В частности, в [26] отмечено, что присутствие положительного гра-
диента температуры приводит к существенному уменьшению скорости на-
чала пластического течения и незначительному увеличению скорости, соот-
ветствующей полному переходу цилиндра в пластическое состояние. В то же
время цилиндр, предварительно нагруженный отрицательным температур-
ным градиентом практически до предела текучести, способен выдерживать
значительные скорости вращения до зарождения пластического течения [27].
Влияние нестационарного температурного поля на упругопластическое де-
формирование вращающегося сплошного цилиндра рассматривалось в рабо-
те [28]. Авторы использовали условие Треска и модель идеального материа-
ла, предел текучести которого линейно уменьшается с ростом температуры.
Предполагалось, что температура внешней поверхности вначале возрастает
до максимальной, затем сохраняет постоянное значение, после чего снижает-
ся до исходной. Установлено, что достаточный нагрев внешней поверхности
может привести к зарождению пластического течения, даже если скорость
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вращения цилиндра не превосходит предельную упругую скорость вращения.
Интересно отметить, что пластическое течение появляется уже после того,
как температура внешней поверхности начала снижаться. Этот эффект, по
всей видимости, объясняется неоднородностью температурного поля и меха-
нических свойств цилиндра.

Упругопластическое деформирование полых цилиндров из функциональ-
но-градиентных материалов при одновременном воздействии внутреннего дав-
ления, центробежных и температурных сил исследовалось в работах [29, 30]
на основе условия Треска и ассоциированного закона течения. Авторы ис-
пользовали степенной закон распределения для всех параметров материала
за исключением коэффициента Пуассона. Установлено, что неоднородность
свойств материала оказывает значительное влияние на напряженно-дефор-
мированное состояние цилиндра и эволюцию пластического течения в нем.
Влияние температурного поля на упругопластические деформации конструк-
ции, состоящей из полого вала и предварительно посаженной на него трубы,
изучалось в работе [31]. Показано, что использование неоднородного мате-
риала трубы позволяет значительно сократить вес трубы при сохранении
эксплуатационных характеристик. Термоупругопластическое деформирова-
ние двухслойных и многослойных композитных вращающихся труб из неод-
нородных материалов изучалось в работах [32,33].

Проведенный обзор показал, что расчет вращающихся цилиндров привле-
кает значительное внимание исследователей. Как правило, рассматривается
сплошной либо полый цилиндр, а другие типы граничных условий, например,
цилиндр с жестким включением изучаются значительно реже. Ранее такая
задача решалась только в изотермической постановке [7, 11]. Также следует
отметить работы, в которых исследовалось упругопластическое деформиро-
вание вращающегося диска с жестким включением [34,35], в том числе и при
наличии температурного поля [36,37]. Настоящая работа призвана заполнить
имеющийся пробел в научной литературе и посвящена термоупругопласти-
ческому анализу вращающегося цилиндра, жестко посаженного на вал.

1. Постановка задачи. Изучается полый цилиндр, жестко посажен-
ный на вал. Для решения используется цилиндрическая система координат
(𝑟, 𝜃, 𝑧). Цилиндр вращается вокруг собственной оси с угловой скоростью 𝜔,
которая медленно возрастает со временем, что позволяет пренебречь угловым
ускорением. Также в цилиндре присутствует неравномерное стационарное
температурное поле, вызванное разностью температур на внутренней и внеш-
ней поверхностях. Предполагается, что цилиндр находится в состоянии плос-
кой деформации и сохраняет осевую симметрию в процессе деформирования.
При таких ограничениях точки цилиндра движутся только в радиальном на-
правлении и 𝑢𝑟 является единственным ненулевым перемещением. Для удоб-
ства введены следующие безразмерные переменные:

𝛿 =
𝑟𝑖𝑛
𝑟𝑜𝑢𝑡

, 𝛽 =
𝑟

𝑟𝑜𝑢𝑡
, Ω =

𝜌 𝑟2𝑜𝑢𝑡
𝜎0

𝜔2, 𝜎𝑖𝑗 =
𝜎𝑖𝑗
𝜎0
,

𝜎𝑦 =
𝜎𝑦
𝜎0
, 𝐻 =

𝐻

𝐸
, 𝑢 =

𝐸

𝜎0

𝑢𝑟
𝑟𝑜𝑢𝑡

, 𝜀𝑖𝑗 =
𝐸

𝜎0
𝜀𝑖𝑗 ,

𝜀𝑒𝑖𝑗 =
𝐸

𝜎0
𝜀𝑒𝑖𝑗 , 𝜀𝑝𝑖𝑗 =

𝐸

𝜎0
𝜀𝑝𝑖𝑗 , 𝑇 =

𝑇

𝑇0
− 1, 𝛼 =

𝐸𝑇0
𝜎0

𝛼.

(1)
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Здесь 𝑟𝑖𝑛, 𝑟𝑜𝑢𝑡 — внутренний/внешний радиусы цилиндра; 𝜌— плотность; 𝜎0,
𝜎𝑦 — начальный/актуальный предел текучести при одноосном растяжении-
сжатии; 𝜎𝑖𝑗 — напряжения; 𝐻 — параметр, характеризующий изотропное уп-
рочнение материала; 𝐸 — модуль Юнга; 𝜀𝑖𝑗 , 𝜀𝑒𝑖𝑗 , 𝜀

𝑝
𝑖𝑗 — полные, упругие и пла-

стические деформации соответственно; 𝑇 — температура; 𝑇0 — отсчетная тем-
пература; 𝛼— коэффициент линейного теплового расширения. Механические
и теплофизические параметры материала предполагаются не зависящими от
температуры. Материал цилиндра принят однородным и изотропным. Пара-
метр нагружения Ω для удобства называется скоростью вращения. Далее во
всех формулах, если не указано иное, используются переменные (1), а знак
подчеркивания для краткости опущен.

При сформулированных выше допущениях касательные напряжения в ци-
линдре отсутствуют, а единственное уравнение равновесия имеет вид

𝜕𝜎𝑟𝑟
𝜕𝛽

+
𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃

𝛽
= −Ω𝛽. (2)

Предполагается, что максимальная скорость вращения не слишком вы-
сока и геометрически линейная теория справедлива с необходимой степенью
точности. Кинематические соотношения запишутся следующим образом:

𝜀𝑟𝑟 =
𝜕𝑢

𝜕𝛽
, 𝜀𝜃𝜃 =

𝑢

𝛽
, 𝜀𝑧𝑧 = 0. (3)

Полные деформации представляют собой сумму упругих, пластических и
температурных деформаций

𝜀𝑟𝑟 = 𝜀𝑒𝑟𝑟 + 𝜀𝑝𝑟𝑟 + 𝜀𝑡𝑟𝑟, 𝜀𝜃𝜃 = 𝜀𝑒𝜃𝜃 + 𝜀𝑝𝜃𝜃 + 𝜀𝑡𝜃𝜃, 𝜀𝑧𝑧 = 𝜀𝑒𝑧𝑧 + 𝜀𝑝𝑧𝑧 + 𝜀𝑡𝑧𝑧. (4)

Связь между напряжениями и упругими деформациями имеет вид

𝜎𝑟𝑟 =
1

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

(︀
(1− 𝜈)𝜀𝑒𝑟𝑟 + 𝜈𝜀𝑒𝜃𝜃 + 𝜈𝜀𝑒𝑧𝑧 − (1 + 𝜈)𝛼𝑇

)︀
,

𝜎𝜃𝜃 =
1

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

(︀
𝜈𝜀𝑒𝑟𝑟 + (1− 𝜈)𝜀𝑒𝜃𝜃 + 𝜈𝜀𝑒𝑧𝑧 − (1 + 𝜈)𝛼𝑇

)︀
,

𝜎𝑧𝑧 = 𝜈
(︀
𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜃𝜃

)︀
− 𝛼𝑇.

(5)

В (5) 𝜈 обозначает коэффициент Пуассона.
В качестве условия пластичности используется условие Треска:

max
(︀
|𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃|, |𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑧𝑧|, |𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝑟𝑟|

)︀
= 𝜎𝑦, (6)

где предел текучести определяется линейным законом упрочнения

𝜎𝑦 = 1 +𝐻𝜀𝑝𝑒𝑞. (7)

Здесь 𝜀𝑝𝑒𝑞 — эквивалентная пластическая деформация.
Пластическая составляющая деформации вычисляется в соответствии с ас-

социированным законом пластического течения:

𝑑𝜀𝑝𝑖𝑗 = 𝑑𝜆
𝑑𝑓

𝑑𝜎𝑖𝑗
, (8)
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где 𝜀𝑝𝑖𝑗 — приращения пластических деформаций; 𝑑𝜆— положительный мно-
житель; 𝑓 — пластический потенциал, соответствующий условию (6).

Если напряженное состояние в пластической области соответствует ребру
условия Треска (6), то вместо закона (8) используется его обобщение [38]:

𝑑𝜀𝑝𝑖𝑗 = 𝑑𝜆1
𝑑𝑓1
𝑑𝜎𝑖𝑗

+ 𝑑𝜆2
𝑑𝑓2
𝑑𝜎𝑖𝑗

, (9)

где 𝑑𝜆1 и 𝑑𝜆2 — положительные множители; 𝑓1 и 𝑓2 — пластические потенци-
альные, соответствующие граням условия (6), на пересечении которых лежит
рассматриваемое ребро.

Приращение пластической деформации 𝑑𝜀𝑝𝑒𝑞 определяется законом

𝜎𝑦𝑑𝜀
𝑝
𝑒𝑞 = 𝜎𝑟𝑟𝑑𝜀

𝑝
𝑟𝑟 + 𝜎𝜃𝜃𝑑𝜀

𝑝
𝜃𝜃 + 𝜎𝑧𝑧𝑑𝜀

𝑝
𝑧𝑧. (10)

Граничные условия задачи задаются следующим образом:

𝑢(𝛿) = 0, 𝜎𝑟𝑟(1) = 0. (11)

В свою очередь, граничные условия по температуре имеют вид

𝑇 (𝛿) = 𝑇𝑖𝑛, 𝑇 (1) = 𝑇𝑜𝑢𝑡, 𝑇𝑜𝑢𝑡 > 𝑇𝑖𝑛. (12)

Решая стационарное уравнение теплопроводности с учетом граничных
условий (12), нетрудно получить распределение температуры в цилиндре

𝑇 (𝛽) = 𝑇𝑖𝑛 +Δ𝑇
(︁
1− ln𝛽

ln 𝛿

)︁
, (13)

где Δ𝑇 = 𝑇𝑜𝑢𝑡 − 𝑇𝑖𝑛.

2. Начальное упругое равновесие и зарождение пластического
течения. Рассмотрим напряженное состояние в цилиндре до наступления в
нем пластического течения (𝜀𝑝𝑖𝑗 = 0). Соотношения (5) в условиях плоской
деформации (𝜀𝑧𝑧 = 0) примут вид

𝜎𝑟𝑟 =
1

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

(︀
(1− 𝜈)𝜀𝑟𝑟 + 𝜈𝜀𝜃𝜃 − (1 + 𝜈)𝛼𝑇

)︀
,

𝜎𝜃𝜃 =
1

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

(︀
𝜈𝜀𝑟𝑟 + (1− 𝜈)𝜀𝜃𝜃 − (1 + 𝜈)𝛼𝑇

)︀
,

𝜎𝑧𝑧 = 𝜈(𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜃𝜃)− 𝛼𝑇.

Уравнение равновесия (2) с учетом предыдущих соотношений запишется
следующим образом:

𝑢′′ + 𝑢′𝛽−1 − 𝑢𝛽−2 = −(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

(1− 𝜈)
Ω𝛽 +

1 + 𝜈

1− 𝜈
𝛼𝑇 ′.
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Здесь и далее штрих обозначает производную по координате 𝛽. Решая полу-
ченное уравнение, найдем упругое решение для произвольного температур-
ного распределения:

𝑢 = 𝑑1𝛽
−1 + 𝑑2𝛽 − (1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

8(1− 𝜈)
Ω𝛽3 +

(1 + 𝜈)

(1− 𝜈)
𝛼𝛽−1

∫︁ 𝛽

𝛿
𝛽𝑇𝑑𝛽,

𝜎𝑟𝑟 = −𝑑1𝛽−2 + 𝑑2 −
(3− 2𝜈)

8(1− 𝜈)
Ω𝛽2 − 𝛼

(1− 𝜈)
𝛽−2

∫︁ 𝛽

𝛿
𝛽𝑇𝑑𝛽,

𝜎𝜃𝜃 = 𝑑1𝛽
−2 + 𝑑2 −

(1 + 2𝜈)

8(1− 𝜈)
Ω𝛽2 − 𝛼𝑇 (𝛽)

(1− 𝜈)
+

𝛼

(1− 𝜈)
𝛽−2

∫︁ 𝛽

𝛿
𝛽𝑇𝑑𝛽,

𝑑1 = (1 + 𝜈)𝑑1, 𝑑2 = (1 + 𝜈)(1− 2𝜈)𝑑2,

(14)

где 𝑑1, 𝑑2 — константы интегрирования.
Далее предполагается, что 𝑇𝑖𝑛 = 0 (температура на внутренней поверх-

ности совпадает с отсчетной), тогда Δ𝑇 = 𝑇𝑜𝑢𝑡. Определенный интеграл,
входящий в решение (14), с учетом (13) вычисляется следующим образом:∫︁ 𝛽

𝛿
𝛽𝑇𝑑𝛽 =

𝛽2 − 2𝛽2 ln𝛽 − 𝛿2

4 ln 𝛿
Δ𝑇 +

𝛽2Δ𝑇

2
.

Константы 𝑑1, 𝑑2 вычисляются из граничных условий (11):

𝑑1 = −𝛿
2(1− 2𝜈)(3− 2𝜈 − 𝛿2)

4𝑑
Ω− 𝛼𝛿2

𝑑 ln 𝛿

(︀
1− 𝜈 + (1− 2𝜈) ln 𝛿

)︀
Δ𝑇,

𝑑2 =
3− 2𝜈 + (1− 2𝜈)𝛿4

8𝑑
Ω+

1− 𝛿2 + 2 ln 𝛿

4𝑑 ln 𝛿
Δ𝑇,

𝑑 = (1− 𝜈)
(︀
1 + (1− 2𝜈)𝛿2

)︀
.

(15)

Найдем значение температурного градиента Δ𝑇𝑝, соответствующее на-
чалу пластического течения, в отсутствие центробежных сил (Ω = 0). Во-
первых, докажем, что 𝜎𝑟𝑟 > 𝜎𝜃𝜃. Рассмотрим разность

𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃 = −
𝛼
(︀
𝛽2 − 𝛿2 + 𝛿2(1− 2𝜈)(𝛽2 − 2 ln 𝛿 − 1)

)︀
2𝛽2(1− 𝜈)

(︀
1 + (1− 2𝜈)𝛿2

)︀
ln 𝛿

Δ𝑇.

Эта величина положительна, поскольку 𝛽2 − 2 ln 𝛿 − 1 > 𝛿2 − ln 𝛿2 − 1 > 0.
Аналогичным образом можно доказать, что 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑧𝑧, причем равенство
достигается только на внутренней поверхности 𝛽 = 𝛿. Из вышеизложенно-
го следует, что напряженное состояние в цилиндре удовлетворяет неравен-
ству 𝜎𝑟𝑟 > 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑧𝑧. Теперь необходимо найти точку, в которой разность
𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧 достигает наибольшего значения. Приравняем к нулю производную
𝜕(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧)/𝜕𝛽:

−𝛼
2𝛿2

(︀
(1− 𝜈) + (1− 2𝜈) ln 𝛿

)︀
+
(︀
1 + 𝛿2(1− 2𝜈)

)︀
𝛽2

2𝛽3(1− 𝜈)
(︀
1 + 𝛿2(1− 2𝜈)

)︀
ln 𝛿

Δ𝑇 = 0.
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Приведенное выше уравнение имеет решение для значения 𝛽, удовлетво-
ряющего соотношению

𝛽2 = −
2𝛿2

(︀
(1− 𝜈) + (1− 2𝜈) ln 𝛿

)︀
1 + 𝛿2(1− 2𝜈)

.

Нетрудно убедиться, что это значение 𝛽 является минимумом функции
𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧. Если указанная точка принадлежит отрезку [𝛿, 1], то тогда разность
𝜎𝑟𝑟 −𝜎𝑧𝑧 достигает наибольшего значения на одной из боковых поверхностей
цилиндра. В противном случае наибольшее значение — на внешней поверхно-
сти цилиндра. Рассмотрим значения 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧 на боковых поверхностях и за-
метим, что

(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧)
⃒⃒
𝛽=1

− (𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧)
⃒⃒
𝛽=𝛿

=

= −𝛼
(1− 𝛿2)(1− 𝜈)− 2

(︀
𝜈 + (1− 2𝜈)𝛿2

)︀
ln 𝛿

2(1− 𝜈)
(︀
1 + 𝛿2(1− 2𝜈)

)︀
ln 𝛿

Δ𝑇 > 0,

откуда следует, что разность 𝜎𝑟𝑟−𝜎𝑧𝑧 имеет большее значение на поверхности
𝛽 = 1. Таким образом, при воздействии только температурного градиента
пластическое течение зарождается на внешней поверхности цилиндра при
𝛽 = 1, а соответствующее значение градиента Δ𝑇𝑝 можно найти из (14) и (15):

Δ𝑇𝑝 = 𝛼
2(1− 𝜈)

(︀
1 + 𝛿2(1− 2𝜈)

)︀
ln 𝛿

2
(︀
1− 𝜈 + 𝛿2(1− 2𝜈)

)︀
ln 𝛿 − 𝜈(1− 𝛿2)

. (16)

Далее предполагается, что действия лишь температурного градиента недо-
статочно для начала течения, т.е. Δ𝑇 < Δ𝑇𝑝.

Рассмотрим общий случай Ω > 0. В упругом состоянии поле напряже-
ний в цилиндре представляет собой сумму механических и температурных
напряжений. В работе [7] показано, что в изотермическом случае цилиндр
состоит из трех областей, напряжения в которых удовлетворяют следующим
неравенствам (в порядке их расположения в цилиндре):

𝜎𝑟𝑟 > 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑧𝑧, 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑟𝑟 > 𝜎𝑧𝑧, 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑧𝑧 > 𝜎𝑟𝑟.

С другой стороны, выше было доказано, что температурные напряжения все-
гда удовлетворяют неравенству 𝜎𝑟𝑟 > 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑧𝑧. Очевидно, что при одновре-
менном температурном и механическом воздействии цилиндр в общем случае
также состоит из трех указанных выше областей, а с увеличением градиента
температуры Δ𝑇 в цилиндре последовательно исчезают третья и вторая об-
ласти. Поэтому условие пластичности Треска (6) может выполниться в одной
из следующих форм:

𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧 = 1, 𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑧𝑧 = 1, 𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑟𝑟 = 1.

Определение скорости Ω𝑝 начала пластического течения и соответствующей
радиальной координаты сводится к вычислению наибольшего значения каж-
дой из перечисленных выше функций. К сожалению, строгое решение этой
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задачи является достаточно сложным и громоздким в силу большого коли-
чества параметров и необходимости решать трансцендентные уравнения. Ра-
зумеется, для известных значений параметров данная задача может быть
решена численно.

Далее покажем, что при определенных условиях пластическое течение
в цилиндре всегда начинается в соответствии с уравнением 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧 = 1.
Во-первых, рассмотрим выражение

(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧)
⃒⃒
𝛽=𝛿

− (𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑟𝑟) =

=
(1− 2𝜈)

(︀
3− 2𝜈 − 𝛿2 −

(︀
1 + (1− 2𝜈)𝛿2

)︀
𝛽2

)︀
4𝛽2(1− 𝜈)

(︀
1 + (1− 2𝜈)𝛿2

)︀ (𝛿2 + 𝛽2)Ω−

− 𝛼
𝜈(𝛿2 + 𝛽2)− 𝛿2 + (1− 2𝜈)

(︀
𝛿2𝛽2 − (𝛿2 + 𝛽2) ln 𝛿

)︀
𝛽2(1− 𝜈)

(︀
1 + (1− 2𝜈)𝛿2

)︀
ln 𝛿

Δ𝑇.

Так как предыдущее выражение положительно, условие 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧 = 1 вы-
полнится на внутренней поверхности раньше, чем где-либо в цилиндре выпол-
нится условие 𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑟𝑟 = 1. Далее предположим, что на внутренней поверх-
ности цилиндра 𝛽 = 𝛿 выполнилось условие 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧 = 1. Соответствующая
скорость вращения равна

Ω* =
4(1− 𝜈)

(︀
1 + (1− 2𝜈)𝛿2

)︀
(1− 2𝜈)𝑆

− 2𝛼(1− 𝛿2 + 2 ln 𝛿)

𝑆 ln 𝛿
Δ𝑇,

𝑆 = (1− 𝛿2)
(︀
3− 2𝜈 + (1− 2𝜈)𝛿2

)︀
.

(17)

Заметим, что Ω* убывает с увеличением температуры Δ𝑇 . Оценим сверху
разность напряжений 𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑧𝑧. Рассмотрим по отдельности механическую
и температурную составляющие напряжений, для которых будем использо-
вать верхние индексы 𝑚 и 𝑡 соответственно. В дальнейших рассуждениях
используется ряд производных, вычисление которых для краткости пропу-
щено. Используя соотношения (14) и (15), нетрудно убедиться, что разность
𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑧𝑧 возрастает с увеличением скорости вращения Ω, максимальное зна-
чение которой, в свою очередь, достигается при Δ𝑇 = 0. Отсюда следует, что
механические напряжения удовлетворяют неравенству

𝜎𝑚𝜃𝜃 − 𝜎𝑚𝑧𝑧 6 (𝜎𝑚𝜃𝜃 − 𝜎𝑚𝑧𝑧)
⃒⃒
Ω=Ω*,Δ𝑇=0

=

=
(𝛽2 − 𝛿2)

(︀
3− 2𝜈 − 𝛿2 − 𝛽2

(︀
1 + (1− 2𝜈)𝛿2

)︀)︀
2𝛽2(1− 𝛿2)

(︀
3− 2𝜈 + (1− 2𝜈)𝛿2

)︀ .

Далее, используя стандартные методы математического анализа, найдем
наибольшее значение функции в правой части предыдущего неравенства и
получим оценку

𝜎𝑚𝜃𝜃 − 𝜎𝑚𝑧𝑧 6

(︀
1 + (1− 2𝜈)𝛿2

)︀ (︁
𝛿 −

√︁
3−2𝜈−𝛿2

1+(1−2𝜈)𝛿2

)︁2

2(1− 𝛿2)
(︀
3− 2𝜈 + (1− 2𝜈)𝛿2

)︀ . (18)
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Теперь рассмотрим температурную составляющую напряжений. Заметим,
что разность 𝜎𝑡𝜃𝜃 − 𝜎𝑡𝑧𝑧 растет с увеличением координаты 𝛽, следовательно,

𝜎𝑡𝜃𝜃 − 𝜎𝑡𝑧𝑧 6 (𝜎𝑡𝜃𝜃 − 𝜎𝑡𝑧𝑧)
⃒⃒
𝛽=1

= 𝛼Δ𝑇
1− 𝛿2 + 2 ln 𝛿

2
(︀
1 + 𝛿2(1− 2𝜈)

)︀
ln 𝛿

. (19)

В итоге условие 𝜎𝜃𝜃−𝜎𝑧𝑧 < 1 с помощью неравенств (18), (19) и выражения
(16) для Δ𝑇𝑝 преобразуется к виду

(︀
1 + (1− 2𝜈)𝛿2

)︀ (︁
𝛿 −

√︁
3−2𝜈−𝛿2

1+(1−2𝜈)𝛿2

)︁2

2(1− 𝛿2)
(︀
3− 2𝜈 + (1− 2𝜈)𝛿2

)︀ +

+
(1− 𝜈)(1− 𝛿2 + 2 ln 𝛿)

2
(︀
1− 𝜈 + (1− 2𝜈)𝛿2

)︀
ln 𝛿 − 𝜈(1− 𝛿2)

< 1. (20)

Выполнение предыдущего неравенства гарантирует, что пластическое те-
чение начнется в соответствии с условием 𝜎𝑟𝑟−𝜎𝑧𝑧 = 1. С помощью численных
расчетов установлено, что при 𝛿 > 0.245 неравенство (20) справедливо для
любых 𝜈 > 0 и Δ𝑇 < Δ𝑇𝑝. Случай нарушения неравенства (20) подробно не
рассматривается, но тестовые расчеты показали, что качественные отличия
от нижеизложенного могут проявиться только при 𝛿 ≈ 0 и Δ𝑇 ≈ Δ𝑇𝑝.

3. Упругопластическое деформирование. В общем случае в цилин-
дре формируются 6 пластических областей, соответствующих разным граням
и ребрам призмы Треска. На эволюцию пластического течения существенное
влияние оказывают геометрические и механические параметры, а также ве-
личина температурного градиента. Далее предполагается, что параметры 𝜈
и 𝛿 удовлетворяют неравенству (20), а значит, условие Треска впервые вы-
полняется в форме 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧 = 1. Для не слишком высоких значений Δ𝑇
пластическое течение начинается на внутренней поверхности цилиндра, а со-
ответствующую скорость Ω𝑝 можно вычислить с помощью (17). В резуль-
тате на внутренней поверхности цилиндра зарождаются пластические обла-
сти I и II, напряженное состояние в которых удовлетворяет неравенствам
𝜎𝑟𝑟 > 𝜎𝜃𝜃 = 𝜎𝑧𝑧 и 𝜎𝑟𝑟 > 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑧𝑧 соответственно. Разумеется, с увеличением
скорости вращения размеры пластических областей увеличиваются, а гра-
ницы между областями I и II и между областью II и упругой областью
движутся в сторону внешней поверхности цилиндра. Далее, если 𝜈 < 𝜈𝑡𝑟, то
при Ω = Ω1 на внешней поверхности цилиндра зарождается пластическая
область VI, соответствующая грани 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑧𝑧 > 𝜎𝑟𝑟 поверхности Треска (6).
После этого при Ω = Ω2 на упругопластической границе между областью II
и упругой областью выполняется равенство 𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝜃𝜃, в результате чего в ука-
занной точке появляются пластические области III и IV, напряженное состо-
яние в которых удовлетворяет неравенствам 𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑧𝑧 и 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑟𝑟 > 𝜎𝑧𝑧
соответственно. Наконец, при Ω = Ω𝑓𝑝 упругая область между областями IV
и VI исчезает, а на ее месте формируется пластическая область V, соответ-
ствующая ребру 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝑧𝑧 поверхности текучести Треска (6). Если
же 𝜈 > 𝜈𝑡𝑟, то сначала при Ω = Ω1 появляются пластические области III
и IV. Далее при Ω = Ω2 для Δ𝑇 < Δ𝑇𝑡𝑟 на внешней поверхности цилиндра
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появляется пластическая область VI, а в случае Δ𝑇 > Δ𝑇𝑡𝑟 упругопласти-
ческая граница достигает внешней поверхности и весь цилиндр переходит
в пластическое состояние. При скоростях выше Ω𝑓𝑝 цилиндр состоит из 6
пластических областей, границы между которыми меняют свое положение,
при этом увеличиваются области, соответствующие ребрам призмы Треска.
В настоящей работе предполагается, что Ω 6 Ω𝑓𝑝.

Рассмотрим кратко случай, когда Δ𝑇 ≈ Δ𝑇𝑝. Условие 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧 = 1 мо-
жет впервые выполниться не на внутренней поверхности, а внутри цилиндра.
Тогда скорость Ω𝑝 и соответствующая координата могут быть найдены из
численного решения оптимизационной задачи

argmin
𝛽,Ω

Ω

при ограничениях Ω > 0, 𝛽 > 𝛿, 𝛽 6 1, 𝜎𝑟𝑟(𝛽)− 𝜎𝑧𝑧(𝛽) = 1.
В результате внутри цилиндра формируется пластическая область II, ко-

торая с каждой стороны окружена упругими областями (константы интегри-
рования в которых, разумеется, различны). С увеличением скорости враще-
ния условие пластичности 𝜎𝑟𝑟−𝜎𝑧𝑧 = 1 выполняется на внутренней поверхно-
сти, в результате чего в цилиндре появляются области I и II* (в этой области
справедливы те же уравнения, что и в появившейся ранее области II, но кон-
станты интегрирования имеют другое значение). При определенной скорости
вращения упругая область между областями II* и II исчезает, и указанные
области сливаются в одну. В результате в цилиндре остаются пластические
области I, II и упругая область, а последующая эволюция пластического
течения следует рассмотренным выше закономерностям.

Далее найдем решение определяющей системы уравнений для каждой из
пластических областей. Для констант интегрирования введены обозначения
𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐12. Решение (14) остается справедливым в упругой области, но
константы 𝑑1, 𝑑2 необходимо определять отдельно для каждой стадии упру-
гопластического деформирования.

Пластическая область I соответствует ребру призмы Треска, в котором
справедливо неравенство 𝜎𝑟𝑟 > 𝜎𝜃𝜃 = 𝜎𝑧𝑧, тогда условие пластичности Треска
(6) с учетом (7) примет вид

𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃 = 𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧 = 1 +𝐻𝜀𝑝𝑒𝑞.

Из предыдущих соотношений с помощью (9) и (10) получим 𝜀𝑝𝑟𝑟 = −(𝜀𝑝𝜃𝜃+𝜀
𝑝
𝑧𝑧),

𝜀𝑝𝑒𝑞 = 𝜀𝑝𝑟𝑟. Далее, используя закон Гука (5) и условие пластической несжима-
емости, преобразуем условие пластичности к системе

(1 +𝐻 +𝐻𝜈)𝜀𝑝𝑟𝑟 − 𝜀𝑝𝜃𝜃 = 𝜀𝑟𝑟 − 𝜀𝜃𝜃 − (1 + 𝜈),

(2 +𝐻 +𝐻𝜈)𝜀𝑝𝑟𝑟 + 𝜀𝑝𝜃𝜃 = 𝜀𝑟𝑟 − (1 + 𝜈),

решая которую, найдем компоненты пластических деформаций:

𝜀𝑝𝑟𝑟 =
2

𝑔1
𝜀𝑟𝑟 −

1

𝑔1
𝜀𝜃𝜃 −

2(1 + 𝜈)

𝑔1
,

𝜀𝑝𝜃𝜃 = − 1

𝑔1
𝜀𝑟𝑟 +

𝑔1 + 1

2𝑔1
𝜀𝜃𝜃 +

1 + 𝜈

𝑔1
,
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где 𝑔1 = 3 + 2(1 + 𝜈)𝐻. С учетом последних соотношений из закона Гука (5)
найдем распределение напряжений:

𝜎𝑟𝑟 =
1 + 2(1− 𝜈)𝐻

(1− 2𝜈)𝑔1
𝜀𝑟𝑟 +

1 + 2𝜈𝐻

(1− 2𝜈)𝑔1
𝜀𝜃𝜃 −

𝛼𝑇

1− 2𝜈
+

2

𝑔1
,

𝜎𝜃𝜃 = 𝜎𝑧𝑧 =
1 + 2𝜈𝐻

(1− 2𝜈)𝑔1
𝜀𝑟𝑟 +

1 +𝐻

(1− 2𝜈)𝑔1
𝜀𝜃𝜃 −

𝛼𝑇

1− 2𝜈
− 1

𝑔1
.

Далее преобразуем уравнение равновесия (2) с учетом полученных выше
формул для напряжений к виду

𝑢′′ + 𝑢′𝛽−1 − 𝑘1𝑢𝛽
−2 = −3ℎ1𝛽

−1 − ℎ1𝑔1Ω𝛽 +
𝛼

1− 2𝜈
ℎ1𝑔1𝑇

′,

𝑘1 =
1 +𝐻

1 + 2(1− 𝜈)𝐻
, ℎ1 =

1− 2𝜈

1 + 2(1− 𝜈)𝐻
.

Решение этого уравнения с учетом (13) запишется следующим образом:

𝑢 = 𝑐1𝛽
−
√
𝑘1 + 𝑐2𝛽

√
𝑘1 − 3𝐻−1𝛽 −𝑚1Ω𝛽

3 − 𝑛1Δ𝑇𝛽,

𝑚1 =
1− 2𝜈

8 + (17− 18𝜈)𝐻
𝑔1, 𝑛1 =

𝛼

𝐻(1− 2𝜈) ln 𝛿
𝑔1.

Рассмотрим пластическую область II, в которой напряженное состоя-
ние удовлетворяет неравенству 𝜎𝑟𝑟 > 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑧𝑧, а условие Треска (6) выпол-
няется в следующем виде:

𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧 = 1 +𝐻𝜀𝑝𝑒𝑞.

Из предыдущего условия вместе с (8) и (10) следует, что 𝜀𝑝𝑒𝑞 = 𝜀𝑝𝑟𝑟, 𝜀𝑝𝑧𝑧 = −𝜀𝑝𝑟𝑟,
𝜀𝑝𝜃𝜃 = 0. Далее закон Гука (5) примет вид

𝜎𝑟𝑟 =
1

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

(︀
(1− 𝜈)𝜀𝑟𝑟 + 𝜈𝜀𝜃𝜃 − (1− 2𝜈)𝜀𝑝𝑒𝑞 − (1 + 𝜈)�̄�𝑇

)︀
,

𝜎𝜃𝜃 =
1

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

(︀
𝜈𝜀𝑟𝑟 + (1− 𝜈)𝜀𝜃𝜃 − (1 + 𝜈)�̄�𝑇

)︀
,

𝜎𝑧𝑧 = 𝜈(𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜃𝜃) + 𝜀𝑝𝑒𝑞 − 𝛼𝑇.

С помощью полученных соотношений преобразуем условие пластичности
и представим пластическую деформацию в виде

𝜀𝑝𝑒𝑞 =
𝜀𝑟𝑟 − (1 + 𝜈)

2 + (1 + 𝜈)𝐻
.

Уравнение равновесия (2) с учетом закона Гука (5) и предыдущего соотно-
шения запишется следующим образом:

𝑢′′ + 𝑢′𝛽−1 − 𝑘2𝑢𝛽
−2 = −ℎ2𝛽−1 − ℎ2𝑔2Ω𝛽 + 𝛼

ℎ2𝑔2
1− 2𝜈

𝑇 ′,

𝑘2 =
(1− 𝜈)𝑔2

1 + (1− 𝜈2)𝐻
, ℎ2 =

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

1 + (1− 𝜈2)𝐻)
, 𝑔2 = 2 + (1 + 𝜈)𝐻.
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Используя (13), найдем решение приведенного выше уравнения:

𝑢 = 𝑐3𝛽
−
√
𝑘2 + 𝑐4𝛽

√
𝑘2 + (1 + 𝜈)𝛽 −𝑚2Ω𝛽

3 + 𝑛2Δ𝑇𝛽,

𝑚2 =
(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)𝑔2

7 + 2𝜈 + 8(1− 𝜈2)𝐻
, 𝑛2 = 𝛼

(1 + 𝜈)𝑔2
(1− 2𝜈) ln 𝛿

.

В пластической области III справедливо неравенство 𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑧𝑧.
Условие пластичности Треска (6) с учетом (7) запишется в виде

𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝑧𝑧 = 𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑧𝑧 = 1 +𝐻𝜀𝑝𝑒𝑞.

Из предыдущих соотношений с помощью (9) и (10) получим 𝜀𝑝𝑧𝑧 = −(𝜀𝑝𝑟𝑟+𝜀
𝑝
𝜃𝜃),

𝜀𝑝𝑒𝑞 = −𝜀𝑝𝑧𝑧. Поскольку 𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝜃𝜃, уравнение равновесия (2) легко интегриру-
ется, в результате чего найдем

𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝜃𝜃 = 𝑐6 − Ω𝛽2/2, 𝜎𝑧𝑧 = 𝜎𝑟𝑟 − 1 +𝐻𝜀𝑝𝑧𝑧.

Далее преобразуем закон Гука (5) с помощью предыдущих соотношений:

𝜀𝑝𝑧𝑧 = 2(1 + 𝜈)𝜎𝑟𝑟 −
1

1− 2𝜈
𝜀𝑟𝑟 −

1

1− 2𝜈
𝜀𝜃𝜃 + 2𝛼

1 + 𝜈

1− 2𝜈
,

𝜀𝑟𝑟 + 𝜀𝜃𝜃 = −
(1− 2𝜈)

(︀
1−

(︀
3 + 2𝐻(1 + 𝜈)

)︀
𝜎𝑟𝑟

)︀
− 𝛼

(︀
3 + 2𝐻(1 + 𝜈)

)︀
𝑇

1 +𝐻
.

Используя (3) и (13), найдем решение второго из представленных выше
уравнений относительно неизвестного перемещения в виде

𝑢 =
𝑐5
𝛽

+ 𝑐6𝛽 − 1− 2𝜈

8(1 +𝐻)
𝑔3Ω𝛽

3 +
𝛼

4(1 +𝐻) ln 𝛿
𝑔3Δ𝑇 (1− 2 ln𝛽)𝛽,

𝑐6 =
1− 2𝜈

2(1 +𝐻)

(︁
𝑔3

(︁
𝑐6 +

𝛼Δ𝑇

1− 2𝜈

)︁
− 1

)︁
, 𝑔3 = 3 + 2𝐻(1 + 𝜈).

Оставшиеся компоненты пластических деформаций определяются из раз-
деления деформаций (4) и закона, обратному к закону Гука (5):

𝜀𝑝𝑟𝑟 = 𝜀𝑟𝑟 − (1− 2𝜈)𝜎𝑟𝑟 + 𝜈(𝐻𝜀𝑝𝑧𝑧 − 1)− 𝛼𝑇,

𝜀𝑝𝜃𝜃 = 𝜀𝜃𝜃 − (1− 2𝜈)𝜎𝑟𝑟 + 𝜈(𝐻𝜀𝑝𝑧𝑧 − 1)− 𝛼𝑇.

Напряженное состояние в пластической области IV соответствует гра-
ни призмы Треска 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑟𝑟 > 𝜎𝑧𝑧, следовательно, условие пластичности (6)
примет вид

𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑧𝑧 = 1 +𝐻𝜀𝑝𝑒𝑞.

Из (8) и (10) следует 𝜀𝑝𝑒𝑞 = 𝜀𝑝𝜃𝜃, 𝜀
𝑝
𝑧𝑧 = −𝜀𝑝𝜃𝜃, 𝜀

𝑝
𝑟𝑟 = 0. Далее закон Гука (5)

с учетом предыдущих соотношений преобразуется к следующему виду:

𝜎𝑟𝑟 =
1

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

(︀
(1− 𝜈)𝜀𝑟𝑟 + 𝜈𝜀𝜃𝜃 − (1 + 𝜈)𝛼𝑇

)︀
,

𝜎𝜃𝜃 =
1

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

(︀
𝜈𝜀𝑟𝑟 + (1− 𝜈)𝜀𝜃𝜃 − (1− 2𝜈)𝜀𝑝𝑒𝑞 − (1 + 𝜈)𝛼𝑇

)︀
,

𝜎𝑧𝑧 = 𝜈(𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜃𝜃) + 𝜀𝑝𝑒𝑞 − 𝛼𝑇.
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Из полученных выше соотношений и условия пластичности найдем

𝜀𝑝𝜃𝜃 =
𝜀𝜃𝜃 − (1 + 𝜈)

2 + (1 + 𝜈)𝐻
.

Используя закон Гука (5) и последнее выражение, преобразуем уравнение
равновесия (2):

𝑢′′ + 𝑢′𝛽−1 − 𝑘4𝑢𝛽
−2 =

ℎ4
𝑔4
𝛽−1 − ℎ4Ω𝛽 + 𝛼

ℎ4
1− 2𝜈

𝑇 ′,

𝑘4 =
1 + (1− 𝜈2)𝐻

(1− 𝜈)𝑔4
, ℎ4 =

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

(1− 𝜈)
, 𝑔4 = 2 + (1 + 𝜈)𝐻.

Решение этого уравнения с учетом (13) запишется в виде

𝑢 = 𝑐7𝛽
−
√
𝑘4 + 𝑐8𝛽

√
𝑘4 + (1 + 𝜈)𝛽 −𝑚4Ω𝛽

3 − 𝑛4Δ𝑇𝛽,

𝑚4 =
(1− 2𝜈)(1 + 𝜈)

17− 18𝜈 + 8𝐻(1− 𝜈2)
𝑔4, 𝑛4 =

𝛼(1 + 𝜈)

(1− 2𝜈) ln 𝛿
𝑔4.

Пластическая область V соответствует ребру призмы Треска, напря-
женное состояние в котором удовлетворяет неравенству 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝑧𝑧.
Условие пластичности примет вид

𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑧𝑧 = 𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑟𝑟 = 1 +𝐻𝜀𝑝𝑒𝑞.

Из предыдущих соотношений с помощью (9) и (10) получим 𝜀𝑝𝜃𝜃 = −(𝜀𝑝𝑟𝑟 + 𝜀𝑝𝑧𝑧),
𝜀𝑝𝑒𝑞 = 𝜀𝑝𝜃𝜃. По аналогии с пластической областью I получим систему линейных
относительно неизвестных пластических деформаций:

−𝜀𝑝𝑟𝑟 + (1 +𝐻 +𝐻𝜈)𝜀𝑝𝜃𝜃 = −𝜀𝑟𝑟 + 𝜀𝜃𝜃 − (1 + 𝜈),

𝜀𝑝𝑟𝑟 + (2 +𝐻 +𝐻𝜈)𝜀𝑝𝜃𝜃 = 𝜀𝜃𝜃 − (1 + 𝜈),

решение которой имеет вид

𝜀𝑝𝑟𝑟 =
𝑔5 + 1

2𝑔5
𝜀𝑟𝑟 −

1

𝑔5
𝜀𝜃𝜃 +

1 + 𝜈

𝑔5
,

𝜀𝑝𝜃𝜃 = − 1

𝑔5
𝜀𝑟𝑟 +

2

𝑔5
𝜀𝜃𝜃 −

2(1 + 𝜈)

𝑔5
,

где 𝑔5 = 3+2(1+𝜈)𝐻. Используя предыдущие выражения, преобразуем закон
Гука (5) к виду

𝜎𝑟𝑟 = 𝜎𝑧𝑧 =
1 +𝐻

(1− 2𝜈)𝑔5
𝜀𝑟𝑟 +

1 + 2𝜈𝐻

(1− 2𝜈)𝑔5
𝜀𝜃𝜃 −

𝛼𝑇

1− 2𝜈
− 1

𝑔5
,

𝜎𝜃𝜃 =
1 + 2𝜈𝐻

(1− 2𝜈)𝑔5
𝜀𝑟𝑟 +

1 + 2(1− 𝜈)𝐻

(1− 2𝜈)𝑔5
𝜀𝜃𝜃 −

𝛼𝑇

1− 2𝜈
+

2

𝑔5
.
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Далее уравнение равновесия (2) с учетом приведенных выше соотношений
запишется следующим образом:

𝑢′′ + 𝑢′𝛽−1 − 𝑘5𝑢𝛽
−2 = 3ℎ5𝛽

−1 − ℎ5𝑔5Ω𝛽 +
𝛼ℎ5𝑔5
1− 2𝜈

𝑇 ′,

𝑘5 =
1 + 2(1− 𝜈)𝐻

1 +𝐻
, ℎ5 =

1− 2𝜈

1 +𝐻
,

а его решение с учетом распределения (13) примет вид

𝑢 = 𝑐9𝛽
−
√
𝑘5 + 𝑐10𝛽

√
𝑘5 − 3𝐻−1𝛽 −𝑚5Ω𝛽

3 + 𝑛5Δ𝑇𝛽,

𝑚5 =
(1− 2𝜈)𝑔5

8 + (7 + 2𝜈)𝐻
, 𝑛5 =

𝛼𝑔5
𝐻(1− 2𝜈) ln 𝛿

.

В пластической области VI напряжения удовлетворяют неравенству
𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑧𝑧 > 𝜎𝑟𝑟, следовательно, условие Треска примет вид

𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑟𝑟 = 1 +𝐻𝜀𝑝𝑒𝑞.

Из приведенного выше уравнения вместе с (8) и (10) следует, что 𝜀𝑝𝑒𝑞 = 𝜀𝑝𝜃𝜃,
𝜀𝑝𝜃𝜃 = −𝜀𝑝𝑟𝑟, 𝜀𝑝𝑧𝑧 = 0. Отсюда закон Гука (5) можно преобразовать к виду

𝜎𝑟𝑟 =
1

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

(︀
(1− 𝜈)𝜀𝑟𝑟 + 𝜈𝜀𝜃𝜃 − (1− 2𝜈)𝜀𝑝𝑒𝑞 − (1 + 𝜈)𝛼𝑇

)︀
,

𝜎𝜃𝜃 =
1

(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

(︀
𝜈𝜀𝑟𝑟 + (1− 𝜈)𝜀𝜃𝜃 + (1− 2𝜈)𝜀𝑝𝑒𝑞 − (1 + 𝜈)𝛼𝑇

)︀
,

𝜎𝑧𝑧 = 𝜈(𝜎𝑟𝑟 + 𝜎𝜃𝜃)− 𝛼𝑇.

Из полученных выше соотношений и условия пластичности найдем

𝜀𝑝𝜃𝜃 =
−𝜀𝑟𝑟 + 𝜀𝜃𝜃 − (1 + 𝜈)

2 +𝐻 +𝐻𝜈
.

Используя закон Гука и выражение для пластической деформации, пре-
образуем уравнение равновесия (2) к виду

𝑢′′ + 𝑢′𝛽−1 − 𝑢𝛽−2 = 2ℎ6𝛽
−1 − ℎ6𝑔6Ω𝛽 + 𝛼

ℎ6𝑔6
1− 2𝜈

𝑇 ′,

ℎ6 =
(1 + 𝜈)(1− 2𝜈)

1 + (1− 𝜈2)𝐻
, 𝑔6 = 2 +𝐻 +𝐻𝜈.

Решение этого уравнения с учетом (13) имеет вид

𝑢 = 𝑐11𝛽
−1 + 𝑐12𝛽 + ℎ6𝛽 ln𝛽 −𝑚6Ω𝛽

3 + 𝑛6Δ𝑇 (1− 2 ln𝛽)𝛽,

𝑚6 =
ℎ6𝑔6
8

, 𝑛6 =
𝛼(1 + 𝜈)𝑔6

4
(︀
1 +𝐻(1− 𝜈2)

)︀
ln 𝛿

.
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4. Вычисление констант интегрирования и переходных скоро-
стей. Процесс упругопластического деформирования разделяется на два или
три интервала, в каждом из которых цилиндр состоит из нескольких пла-
стических и упругой областей. Завершающим шагом решения является вы-
числение неизвестных констант интегрирования и координат границ между
областями. С этой целью для каждого интервала формулируется система
уравнений, состоящая из граничных условий задачи (11), а также трех усло-
вий непрерывности на каждой границе. Такая система является линейной от-
носительно констант интегрирования и нелинейной относительно координат
между областями. Часть уравнений системы решается в символьном виде от-
носительно констант интегрирования. Данный шаг может занимать длитель-
ное время, однако его достаточно выполнить лишь один раз. Далее получен-
ные выражения вместе с параметрами задачи подставляются в оставшиеся
уравнения системы, которые решаются численно относительно неизвестных
координат границ. Описанную процедуру удобно выполнять в системах ком-
пьютерной алгебры.

Рассмотрим первый интервал Ω𝑝 6 Ω 6 Ω1. Неизвестными величинами
являются константы интегрирования 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4 в пластических областях
I и II, 𝑑1, 𝑑2 в упругой области, а также координаты 𝛽1 и 𝛽2 границ меж-
ду областями. Выражения для констант интегрирования можно получить из
решения следующей системы линейных уравнений:

𝑢I(𝛿) = 0, 𝑢I(𝛽1) = 𝑢II(𝛽1), 𝜎I𝑟𝑟(𝛽1) = 𝜎II𝑟𝑟 (𝛽1),

𝑝II𝑟𝑟(𝛽2) = 0, 𝜎El𝑟𝑟(𝛽2)− 𝜎El𝑧𝑧(𝛽2) = 1, 𝜎El𝑟𝑟(1) = 0.
(21)

Здесь верхний индекс обозначает область, индекс El соответствует упругой
области. Координаты 𝛽1 и 𝛽2 определяются численно из приведенной ниже
системы (22) нелинейных уравнений с учетом решения системы (21), чис-
ленных значений параметров задачи 𝛿, 𝜈, 𝐻, 𝛼, Δ𝑇 и выбранного значения
скорости вращения Ω:

𝜎I𝑧𝑧(𝛽1) = 𝜎II𝑧𝑧(𝛽1), 𝑢II(𝛽2) = 𝑢El(𝛽2). (22)

Нетрудно убедиться в том, что уравнения (21) и (22) обеспечивают выпол-
нение граничных условий, а также непрерывность всех искомых функций.
Переходное значение коэффициента Пуассона 𝜈𝑡𝑟 вычисляется с помощью
уравнений (22) вместе со следующими условиями:

𝜎II𝑟𝑟 (𝛽2) = 𝜎II𝜃𝜃(𝛽2), 𝜎El𝜃𝜃(1)− 𝜎El𝑟𝑟(1) = 1. (23)

В полученной расширенной системе уравнений неизвестными являются
𝛽1, 𝛽2, 𝜈𝑡𝑟, Ω. Для вычисления переходной скорости Ω1 к уравнениям (22) до-
бавляется одно из уравнений (23) в зависимости от выполнения неравенства
𝜈 < 𝜈𝑡𝑟. Заметим, что 𝜈𝑡𝑟 зависит от параметров 𝛿, 𝐻, 𝛼, Δ𝑇 .

На интервале Ω1 6 Ω 6 Ω2 цилиндр может состоять из трех или четырех
пластических областей. В первом случае неизвестные константы интегриро-
вания определяются из решения системы уравнений:

𝑢I(𝛿) = 0, 𝑢I(𝛽1) = 𝑢II(𝛽1), 𝜎I𝑟𝑟(𝛽1) = 𝜎II𝑟𝑟 (𝛽1),

𝑝II𝑟𝑟(𝛽2) = 0, 𝜎El𝑟𝑟(𝛽2)− 𝜎El𝑧𝑧(𝛽2) = 1,

𝜎El𝜃𝜃(𝛽3)− 𝜎El𝑟𝑟(𝛽3) = 1, 𝑝VI𝜃𝜃(𝛽3) = 0, 𝜎VI𝑟𝑟 (1) = 0.
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В свою очередь, для вычисления границ используются уравнения

𝜎I𝑧𝑧(𝛽1) = 𝜎II𝑧𝑧(𝛽1), 𝑢II(𝛽2) = 𝑢El(𝛽2), 𝑢El(𝛽3) = 𝑢VI(𝛽3). (24)

Для определения переходной скорости Ω2 уравнения (24) дополняются
первым из условий (23). Если 𝜈 < 𝜈𝑡𝑟, то на втором интервале цилиндр со-
стоит из четырех пластических областей. Константы интегрирования вычис-
ляются из следующей системы уравнений

𝑢I(𝛿) = 0, 𝑢I(𝛽1) = 𝑢II(𝛽1), 𝜎I𝑟𝑟(𝛽1) = 𝜎II𝑟𝑟 (𝛽1),

𝑢II(𝛽2) = 𝑢III(𝛽2), 𝜎II𝑟𝑟 (𝛽2) = 𝜎III𝑟𝑟 (𝛽2),

𝜎III𝑟𝑟 (𝛽3) = 𝜎IV𝑟𝑟 (𝛽3), 𝜎III𝑧𝑧 (𝛽3) = 𝜎IV𝑧𝑧(𝛽3),

𝜎IV𝑟𝑟 (𝛽4) = 𝜎El𝑟𝑟(𝛽4), 𝜎El𝜃𝜃(𝛽4)− 𝜎El𝑧𝑧(𝛽4) = 1, 𝜎El𝑟𝑟(1) = 0.

Координаты границ определяются численно с помощью системы

𝜎I𝑧𝑧(𝛽1) = 𝜎II𝑧𝑧(𝛽1), 𝜎II𝑧𝑧(𝛽2) = 𝜎III𝑧𝑧 (𝛽2),

𝑢III(𝛽3) = 𝑢IV(𝛽3), 𝑢IV(𝛽4) = 𝑢El(𝛽4).
(25)

Если Δ𝑇 = Δ𝑇𝑡𝑟, то пластическая область VI зарождается на внешней
поверхности цилиндра в момент Ω = Ω𝑓𝑝 перехода в состояние полной пла-
стичности. Таким образом, для вычисления Δ𝑇𝑡𝑟 дополним систему (25) сле-
дующими условиями:

𝛽4 = 1, 𝜎El𝜃𝜃(1)− 𝜎El𝑟𝑟(1) = 1. (26)

Заметим, что константы интегрирования в упругой области с учетом условия
𝛽4 = 1 примут вид

𝑑1 =

(︀
4− (1− 2𝜈)Ω

)︀
ln 𝛿 − 2𝛼(1 + 2 ln 𝛿)Δ𝑇𝑡𝑟

4(1− 𝜈) ln 𝛿
, 𝑑2 =

2 + Ω

4− 4𝜈
.

В свою очередь, второе из условий (26) преобразуется следующим образом:

𝑑1 +
(1− 2𝜈)Ω ln 𝛿 + 2𝛼Δ𝑇𝑡𝑟

4(1− 𝜈) ln 𝛿
= 1.

Из двух последних соотношений нетрудно найти переходное значение гради-
ента температуры:

Δ𝑇𝑡𝑟 =
𝜈

𝛼
.

Если Δ𝑇 < Δ𝑇𝑡𝑟, то для вычисления Ω2 система уравнений (25) допол-
няется вторым условием (26). В противном случае система уравнений (25)
решается совместно с первым из уравнений (26) для определения Ω𝑓𝑝. На
третьем интервале Ω2 6 Ω 6 Ω𝑓𝑝 цилиндр состоит из 5 пластических об-
ластей. Необходимые системы уравнений на этом интервале формулируются
аналогичным образом, а дополнительное условие для вычисления Ω𝑓𝑝 имеет
вид 𝛽4 = 𝛽5.
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5. Результаты. В качестве примера рассмотрим цилиндр, геометриче-
ский параметр которого равен 𝛿 = 0.25. В качестве отсчетной температуры
примем 𝑇0 = 300 K. Цилиндр изготовлен из алюминиевого сплава со следу-
ющими значениями параметров: 𝐸 = 66 ГПа, 𝜎0 = 237 МПа, 𝐻 = 6.195 ГПа,
𝛼 = 2.32 · 10−5 K−1, 𝜈 = 0.33 [39]. Соответствующие безразмерные величины
примут значения 𝐻 = 0.094, 𝛼 = 1.938. Отсюда максимальное значение тем-
пературного градиента Δ𝑇𝑝 = 0.4388; переходное значение температурного
градиента Δ𝑇𝑡𝑟 = 0.1703. Также отметим, что неравенство (20) выполняется.

Численные зависимости скоростей вращения Ω𝑝 и Ω𝑓𝑝 от градиента тем-
пературы Δ𝑇 представлены на рис. 1. Видно, что и Ω𝑝, и Ω𝑓𝑝 снижаются
с увеличением Δ𝑇 от 0 до Δ𝑇𝑝 на 34 % и 50 % соответственно. Следует от-
метить, что в полом вращающемся цилиндре, боковые поверхности которого
свободны от напряжений, наличие положительного температурного гради-
ента также приводит к снижению Ω𝑝, однако умеренные значения гради-
ента Δ𝑇 могут вызвать даже небольшое увеличение критической скорости
Ω𝑓𝑝 [26]. Скорость начала пластического течения (рис. 1) следует линейной
аналитической зависимости (17) практически для всех значений Δ𝑇 , лишь
для Δ𝑇 ≈ Δ𝑇𝑝 у графика Ω𝑝 появляется небольшой нелинейный участок. За-
висимость Ω𝑓𝑝(Δ𝑇 ) состоит из двух практически линейных участков, а для
Δ𝑇 > Δ𝑇𝑡𝑟 скорость падения Ω𝑓𝑝 увеличивается. Интересно отметить, что
для Δ𝑇 ≈ Δ𝑇𝑝 во всем цилиндре еще до начала пластического течения реали-
зуется напряженное состояние, близкое к условию пластичности 𝜎𝑟𝑟−𝜎𝑧𝑧 = 1,
откуда можно ожидать, что скорости Ω𝑝 и Ω𝑓𝑝 будут практически равны. Од-
нако, как показали расчеты, при таких условиях цилиндр способен выдержи-
вать значительные скорости до полного перехода в пластическое состояние и
в нем также появляются пластические области III и IV.

Перейдем к анализу напряженно-деформированного состояния. Не будем
подробно останавливаться на каждой стадии процесса упругопластического
деформирования. Рассмотрим влияние температурного градиента на распре-
деление и величину напряжений и пластических деформаций в цилиндре.
Для сравнения используются следующие значение температурного градиен-
та: Δ𝑇 = 0.0 (изотермический случай), Δ𝑇 = 0.2, Δ𝑇 = 0.4. На рис. 2 пред-
ставлено распределение напряжений в цилиндре при скорости Ω = 2.709.
Данное значение скорости соответствует началу пластического течения в ци-
линдре при температурном градиенте Δ𝑇 = 0.4. Разумеется, для значений
градиента Δ𝑇 = 0.0 и Δ𝑇 = 0.2 цилиндр при такой скорости еще нахо-
дится в упругом состоянии. Из рис. 2 видно, что наличие температурного
градиента приводит к значительному повышению абсолютной величины на-
пряжений во вращающемся цилиндре. Помимо этого происходит и качествен-
ное изменение напряженного состояния, в частности, при больших значениях
градиента Δ𝑇 и скоростях, близких к Ω𝑝, во всем цилиндре реализуется нера-
венство 𝜎𝑟𝑟 > 𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑧𝑧, однако при дальнейшем увеличении скорости вра-
щения вблизи внешней поверхности цилиндра появится область, в которой
𝜎𝜃𝜃 > 𝜎𝑟𝑟 > 𝜎𝑧𝑧.

На рис. 3 представлено распределение напряжений и пластических де-
формаций в цилиндре при скорости Ω = 6.428. Выбранное значение скорости
соответствует полному переходу цилиндра в пластическое состояние для зна-
чения градиента Δ𝑇 = 0.4. При Δ𝑇 = 0.0 и Δ𝑇 = 0.2 и указанном значении
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Рис. 1. Скорости начала пластического течения Ω𝑝 и полного перехода в сос-
тояние пластичности Ω𝑓𝑝 в зависимости от температурного градиента Δ𝑇

[Figure 1. The elastic limit angular velocity Ω𝑝 and the plastic limit angular
velocity Ω𝑓𝑝 versus the temperature gradient Δ𝑇 ]

Рис. 2. Распределение упругих напряжений в цилиндре при Ω = 2.709
для различных значений градиента температуры: 1 —Δ𝑇 = 0.0, 2 —Δ𝑇 = 0.2,

3 —Δ𝑇 = 0.4
[Figure 2. Elastic stresses distribution in the cylinder at Ω = 2.709 for different
values of the temperature gradient: 1 —Δ𝑇 = 0.0, 2 —Δ𝑇 = 0.2, 3 —Δ𝑇 = 0.4]
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Рис. 3. Распределение напряжений (a) и пластических деформаций (b) при
Ω = 6.428 для различных значений градиента температуры: 1 —Δ𝑇 = 0.0,

2 —Δ𝑇 = 0.2, 3 —Δ𝑇 = 0.4

[Figure 3. Stresses (a) and plastic strains (b) distribution at Ω = 6.428 for dif-
ferent values of the temperature gradient: 1 —Δ𝑇 = 0.0, 2 —Δ𝑇 = 0.2, 3 —

Δ𝑇 = 0.4]
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скорости в цилиндре еще присутствует область чисто упругого деформиро-
вания. Сравнивая рис. 2 и 3, отметим, что с ростом скорости вращения на-
пряжения в цилиндре, разумеется, также возрастают. Из рис. 3 видим, что
температурный градиент значительно ускоряет распространение пластиче-
ского течения. Кроме того, как и в чисто упругом состоянии, абсолютная
величина напряжений и пластических деформаций существенно возрастает
с увеличением температурного градиента. Для достаточно больших значений
температурного градиента и скоростей вращения вблизи внешней поверхно-
сти цилиндра появляется область отрицательных осевых напряжений, в то
время как в изотермическом случае все напряжения в течение процесса оста-
ются положительными.

Заключение. В настоящей работе получено точное решение задачи об
упругопластическом деформировании вращающегося цилиндра с жестким
включением при наличии температурного градиента между внутренней и
внешней поверхностями. Установлено, что температурный градиент приводит
к значительному снижению скорости начала пластического течения, а само
течение может возникнуть внутри цилиндра, а не на внутренней боковой по-
верхности, как и в изотермическом случае. Критическая скорость вращения,
соответствующая полному переходу цилиндра в пластическое состояние, так-
же заметно снижается с увеличением температурного градиента. Кроме того,
наличие градиента температуры приводит к увеличению абсолютной вели-
чины напряжений и пластических деформаций в цилиндре. Для дальнейших
исследований представляет интерес термоупругопластический анализ враща-
ющегося цилиндра из материала, чьи механические и теплофизические па-
раметры зависят от температуры.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторский вклад и ответственность. Я несу полную ответственность за предо-
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Abstract

The article is devoted to thermoelastoplastic analysis of a rotating cylin-
der with a rigid shaft and fixed ends. The problem statement is based on
the theory of infinitesimal deformations, the Tresca yield condition, the flow
rule associated with it and the law of linear isotropic hardening.

It is assumed that the cylinder is subject to stationary positive temper-
ature gradient between the inner and outer surfaces. The mechanical and
thermophysical parameters of the material are assumed to be independent
of temperature. The performed analysis is limited to the loading stage.

It is found that, in the general case, six plastic regions can appear in a
cylinder, corresponding to different edges and faces of the Tresca hexagon,
and the evolution of plastic flow has qualitative differences from the isother-
mal case. For each plastic region, an exact solution of the governing equations
is found. It has been established that the temperature gradient leads to a
significant increase in the absolute value of stresses and plastic deformations
in the cylinder and a decrease in elastic and plastic limit angular velocities.

Keywords: rotating cylinder, rigid inclusion, elastoplasticity, linear hard-
ening, thermal stresses.
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