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Аннотация
При реализации активной стратегии управления динамическим по-

ведением конструкций, в состав которых входят элементы, выполнен-
ные из пьезоэлектрических материалов, как правило, используют два
пьезоэлемента, один из которых выступает в роли сенсора, а другой –
актуатора. При этом проблема заключается в определении величины
управляющего сигнала, подаваемого на актуатор, и аппаратной реали-
зации необходимого закона управления. В связи с необходимостью фор-
мирования сложных электрических цепей, представляющих собой блок
управления, привлекательным становится предварительное моделиро-
вание механического отклика на тот или иной управляющий сигнал.

В настоящей работе подход, позволяющий на основе решения задачи
о собственных колебаниях электровязкоупругой конструкции получить
аналитические выражения для определения величины электрического
потенциала, генерируемого в момент резонанса на электродированной
поверхности пьезоэлемента при его деформировании на рассматривае-
мой моде при вынужденных установившихся колебаниях, распространен
на случай использования двух пьезоэлементов, выполняющих функции
сенсора и актуатора и располагающихся соответствующим образом на
поверхности конструкции.
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Се в о д и н а Н. В., Юрл о в а Н. А., Ошмарин Д. А.

Выведены аналитические выражения для определения величины уп-
равляющего сигнала, который подается на актуатор и обеспечивает демп-
фирование заданной моды колебаний. Управляющий сигнал формиру-
ется путем преобразования сигнала, получаемого от сенсора.

Приемлемость предложенного подхода продемонстрирована на при-
мере консольно защемленной пластинки, выполненной из вязкоупругого
материала, механическое поведение которого описывается комплексны-
ми динамическими модулями. По обе стороны пластинки размещены
пьезоэлементы, играющие роли сенсора и актуатора. Численная реали-
зация предложенного подхода осуществляется методом конечных эле-
ментов с использованием пакета прикладных программ ANSYS. Проде-
монстрировано хорошее совпадение результатов, полученных по выве-
денным формулам, с результатами расчета в ANSYS. Предложенный под-
ход позволяет существенно сократить временные и ресурсные затраты
при математическом моделировании активного управления вынужден-
ными установившимися колебаниями электровязкоупругих тел, опреде-
лить условия, которым должны удовлетворять элементы блока управ-
ления при реализации активной стратегии управления динамическим
поведением такого рода smart-систем.

Ключевые слова: электровязкоупругость, пьезоэлемент, вынужден-
ные установившиеся колебания, собственные колебания, управление ко-
лебаниями, смещения, электрический потенциал, сенсор, актуатор.
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1. Введение. Колебания при эксплуатации различных конструкций встре-
чаются в огромном множестве ситуаций. При этом иногда они не создают ни-
каких проблем и даже могут вызываться целенаправленно. Однако если они
нежелательны, то могут создавать угрозу целостности и плановому функцио-
нированию технических объектов. От крупных сооружений, таких как здания
и мосты, до небольших сложных систем, таких как беспилотные летательные
аппараты и манипуляторы-роботы, — у всех у них нежелательные вибрации
требуется тем или иным образом подавлять или демпфировать. Ситуации
зачастую осложняются тем, что к ряду конструкций доступ человеку невоз-
можен либо затруднен (космические, подводные и т.п.). При этом становится
крайне важным обеспечение управления динамическим поведением таких си-
стем способом, не нарушающим жесткие требования к их весу и габаритам.

Активно развивающиеся в последние годы smart-технологии позволяют
эффективно решать проблемы управления механическим поведением такого
рода инженерных объектов, например, демпфирование колебаний различной
природы или управление геометрией, сбор энергии и так далее.

Smart-системы реализуют smart-технологии, поскольку обладают способ-
ностью адаптироваться к изменениям окружающей среды благодаря нали-
чию чувствительных элементов, в качестве которых широко применяются
пьезоэлектрические материалы. Они обычно состоят из основной конструк-
ции, объединенной с датчиками и исполнительными механизмами, координи-
руемыми контроллером, входящим в блок управления.

Основные стратегии управления колебаниями с применением пьезоэлек-
трических материалов можно разделить на активные, полуактивные и пас-
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сивные. Среди них активные способы управления, в которых пьезоэлектриче-
ские материалы используются в качестве как датчиков (сенсоров), так и ис-
полнительных механизмов (актуаторов) [1–3], обладают преимуществами вы-
сокой эффективности и адаптивности к изменяющимся внешним условиям.
Однако этот способ требует внешних энергозатрат, что приводит к услож-
нению реализации управления и специальных решений для обеспечения ста-
бильности систем.

Реализация активной стратегии управления подразумевает использование
как минимум двух пьезоэлементов, один из которых является сенсором, реги-
стрирующим отклик конструкции на приложенную нагрузку, а второй — ак-
туатором, формирующим локальное управляющее воздействие на конструк-
цию и требуемым образом влияющим на ее механическое поведение. В силу
того, что прямой и обратный пьезоэффекты не являются взаимно обратимы-
ми, для того чтобы подать на актуатор сигнал, необходимый, например, для
восстановления исходной формы конструкции или демпфирования заданной
моды колебаний, необходимо некоторым образом преобразовать сигнал, по-
лученный с сенсора.

При реализации активных стратегий управления динамическим поведе-
нием smart-конструкций необходимо понимать, как механически отреагирует
система на внешнее воздействие, чтобы определить параметры такого воз-
действия и затем применить их при конструировании исполнительных меха-
низмов (актуаторов) для усиления или нивелирования такого отклика.

Внешние динамические воздействия при эксплуатации ряда конструкций
зачастую моделируются как вынужденные установившиеся колебания, за-
данные моды которых, реализующиеся на определенных частотах, требуется
демпфировать.

Как правило, при математическом моделировании демпфирующие свой-
ства объектов оцениваются по величине амплитуды при резонансном режи-
ме или по скорости переходных процессов. В первом случае решается зада-
ча о вынужденных установившихся колебаниях, во втором — динамическая
задача с начальными условиями. Приложения этих задач для поиска опти-
мальных параметров рассматриваемых систем сопряжены с рядом проблем.
В частности, для получения амплитуд при резонансных режимах на основе
решения задачи о вынужденных установившихся колебаниях требуется мно-
гократное повторение вычислительной процедуры при различных частотах
внешних воздействий. Кроме этого, при использовании задачи о вынужден-
ных установившихся колебаниях или задачи с начальными условиями най-
денные оптимальные решения связаны с моделируемым вариантом нагруже-
ния исследуемой системы.

Практический интерес, в том числе для решения задач оптимизации, пред-
ставляет постановка задачи о собственных колебаниях системы, позволяю-
щая оценить демпфирующие свойства объекта вне зависимости от внешних
силовых, кинематических и других факторов. Поэтому применение задачи
о собственных колебаниях при решении такого рода задач является более
эффективным. Это определяет привлекательность использования результа-
тов решения задачи о собственных колебаниях электровязкоупругих систем
в приложении к активному управлению их динамическим поведением в режи-
ме вынужденных установившихся колебаний, а именно для поиска оптималь-
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ной величины потенциала, характеризующего управляющее электрическое
воздействие, направленное на демпфирование заданных мод. Понимание то-
го, каким должно быть управляющее электрическое воздействие, позволяет
соответствующим образом реализовать на аппаратном уровне блок управле-
ния при реализации активного управления динамическим поведением smart-
конструкций.

Для таких оценочных решений удобно применять простые аналитические
выражения, которые затем могут быть уточнены проведением полномасштаб-
ных расчетов. Примером такого рода выражений могут служить формулы
определения оптимальных параметров сопротивления и индуктивности резо-
нансной шунтирующей цепи при реализации пассивной стратегии управления
динамическим поведением конструкций, предложенные в [4].

Данная работа является продолжением идеи и ее реализации, предло-
женной в работе [5], суть которой состоит в том, что в момент резонанса
при вынужденных гармонических колебаниях конструкции форма колеба-
ний подобна собственной форме колебаний, полученной из решения задачи
о собственных колебаниях. В результате некоторых математических преобра-
зований исходных матричных уравнений получены аналитические формулы,
которые связывают величины, являющиеся решением задачи о вынужденных
колебаниях, с аналогичными величинами в собственных векторах, которые
являются решением задачи о собственных колебаниях.

Здесь соотношения, полученные в [5], распространены на случай исполь-
зования двух пьезоэлементов, выполняющих функции сенсора и актуатора,
что позволяет реализовать активное управление динамическим поведением
такого рода конструкций, заключающееся в том, что сигнал, регистрируемый
на пьезоэлементе-сенсоре, усиливается в блоке управления и затем подает-
ся на пьезоэлемент-актуатор для демпфирования заданной моды колебаний.
Поскольку в момент резонанса все величины имеют максимальные значения,
рассматривается именно момент резонанса.

Применение результатов решения задачи о собственных колебаниях для
получения величин, необходимых для управления вынужденными установив-
шимися колебаниями конструкций, имеющих элементы, выполненные из пье-
зоэлектрических материалов, позволяет существенно сократить время, тре-
буемое для проведения расчетов за счет исключения ряда повторяющихся
вычислений. Полученные путем математического моделирования значения
коэффициента усиления сигнала, а также потенциала, который должен быть
подан на актуатор, позволяют сократить время на разработку блока управ-
ления на элементном уровне и программирование контроллеров, осуществ-
ляющих преобразование сигнала с сенсора.

2. Математическая формулировка. Рассматриваемые в качестве smart-
конструкций объекты — кусочно-однородные электровязкоупругие тела, име-
ющие в своем составе элементы, выполненные из упругих, вязкоупругих,
а также из пьезоэлектрических материалов, присоединенных к поверхности
тела.

Математическая постановка задачи подробно приведена в работах [6, 7],
поэтому здесь для краткости изложения опущена. Отметим лишь, что вариа-
ционное уравнение равновесия кусочно-однородных электровязкоупругих тел
формулируется на основе принципа возможных перемещений, дифференци-

546



Способ определения параметров электрического сигнала . . .

альных уравнений Максвелла в квазистатическом приближении и соотноше-
ний линейной теории вязкоупругости и имеет вид∫︁

𝑉1

(𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 −𝐷𝑖𝛿𝐸𝑖 + 𝜌1𝑢𝑖𝛿𝑢𝑖)𝑑𝑉 +

∫︁
𝑉2

(𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 + 𝜌2𝑢𝑖𝛿𝑢𝑖)𝑑𝑉 =

=

∫︁
𝑆𝑞

𝑞𝑒𝛿𝜑𝑑𝑆 +

∫︁
𝑆𝜎

𝑝𝑖𝛿𝑢𝑖𝑑𝑆. (1)

При отсутствии внешних усилий уравнение (1) будет описывать собствен-
ные колебания электровязкоупругого тела:∫︁

𝑉1

(𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 −𝐷𝑖𝛿𝐸𝑖 + 𝜌1𝑢𝑖𝛿𝑢𝑖)𝑑𝑉 +

∫︁
𝑉2

(𝜎𝑖𝑗𝛿𝜀𝑖𝑗 + 𝜌2𝑢𝑖𝛿𝑢𝑖)𝑑𝑉 = 0.

Здесь приняты следующие обозначения [5]: 𝜎𝑖𝑗 , 𝜀𝑖𝑗 и 𝑢𝑖 — компоненты тен-
зоров напряжений Коши и линейных деформаций, а также векторы переме-
щений соответственно; 𝜌1 и 𝜌2 — удельные плотности электроупругого мате-
риала тела объема 𝑉1 и вязкоупругого материала тела объема 𝑉2; 𝜑— элек-
трический потенциал; 𝐷𝑖, 𝐸𝑖 — компоненты векторов электрической индук-
ции и напряженности электрического поля; 𝜙— электрический потенциал;
𝑉 = 𝑉1 + 𝑉2, при этом 𝑉1 относится к его электроупругой, а 𝑉2 — к вязко-
упругой части; 𝑆 = 𝑆𝑢+𝑆𝜎 +𝑆𝑞 +𝑆𝜙+𝑆𝑝0 — полная поверхность кусочно-од-
нородного тела, ограничивающая объем 𝑉 . При этом на частях поверхности,
ограничивающей объем 𝑉2, заданы перемещения 𝑢0𝑖 (на 𝑆𝑢) и поверхностные
усилия 𝑝𝑖 (на 𝑆𝜎); на частях поверхности, ограничивающей объем 𝑉1, заданы
поверхностная плотность зарядов 𝑞𝑠 (на 𝑆𝑞) и электрический потенциал 𝜙0

(на 𝑆𝜙).
Принято, что все части кусочно-однородного тела 𝑉 идеально скрепле-

ны между собой. На электродированных поверхностях пьезоэлектрических
частей выполняется условие потенциальности.

Связь между компонентами вектора перемещений и компонентами тен-
зора деформаций описывается дифференциальными соотношениями Коши.
Упругие части составного тела удовлетворяют закону Гука, материал пье-
зоэлектрических частей принят упругим, описывающие его физические со-
отношения учитывают связь между механическими и электрическими свой-
ствами материала, вязкоупругое поведение соответствующих элементов те-
ла описывается комплексными динамическими модулями в рамках линейной
наследственной теории вязкоупругости [6, 8]. Принято, что составляющие
комплексных динамических модулей вязкоупругого материала тела не зави-
сят от частоты колебаний в пределах некоторого диапазона, ограниченного
окрестностью рассматриваемой собственной или резонансной частоты [5]:

�̃� = 𝐺Re + 𝑖𝐺Im = 𝐺Re

(︁
1 + 𝑖

𝐺Im

𝐺Re

)︁
= 𝐺Re(1 + 𝑖𝜂𝑔),

�̃� = 𝐵Re + 𝑖𝐵Im = 𝐵Re

(︁
1 + 𝑖

𝐵Im

𝐵Re

)︁
= 𝐵Re(1 + 𝑖𝜂𝑏).

Здесь �̃�, �̃� — комплексные динамические модули сдвига и объемного сжа-
тия, в общем случае являющиеся функциями частоты колебаний Ω; 𝜂𝑔, 𝜂𝑏 —
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соответствующие тангенсы углов механических потерь; 𝐺Re, 𝐵Re, 𝐺Im, 𝐵Im —
значения действительных и мнимых частей комплексных модулей соответ-
ственно [5].

При решении задач электровязкоупругости необходимо задать не только
механические граничные условия, но и электрические. В качестве механиче-
ских граничных условий приняты следующие:

𝑢𝑖 = 𝑢0𝑖 на 𝑆𝑢, 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 = 𝑝𝑖 на 𝑆𝜎.

Электрические граничные условия имеют вид∫︁
𝑆𝑞

(�̄� · �̄�) = −𝑞𝑠 на 𝑆𝑞, 𝜑 = 𝜑0 на 𝑆𝜑.

Потенциал 𝜑 определяется с точностью до аддитивной постоянной, по-
этому принимается, что на участке поверхности 𝑆𝜑 задан нулевой потенциал,
тогда 𝜑0 будет иметь смысл разности потенциалов. При этом рассмотрим си-
туацию, когда граничные условия на пьезоэлементе соответствуют режиму
холостого хода (open circuit — 𝑜/𝑐). Как показано в работах [9–12], при этом
условии пьезоэлемент проявляет более высокую жесткость, что способствует
рассеянию потенциальной энергии системы. При этом электрические гранич-
ные условия примут вид∫︁

𝑆𝑞

(�̄� · �̄�) = 0 на 𝑆𝑞, 𝜑 = 𝜑0 на 𝑆𝜑.

Решение задачи о вынужденных установившихся колебаниях электровяз-
коупругого тела ищется в виде

�̄�(𝑥, 𝑡) = �̄�0(𝑥)𝑒
−𝑖Ω𝑡, 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),

а решение задачи о собственных колебаниях —

�̄�(𝑥, 𝑡) = �̄�0(𝑥) exp(−𝑖𝜔𝑡), 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3). (2)

Здесь �̄�0(𝑥) =
{︀
𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), 𝑢3(𝑥), 𝜙(𝑥)

}︀
— обобщенный вектор состояния, со-

держащий как компоненты механических перемещений 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, так и ком-
поненту электрического потенциала 𝜙; 𝜔— круговая комплексная собствен-
ная частота колебаний, 𝜔 = 𝜔Re+𝑖 𝜔Im, при этом 𝜔Re имеет смысл собственной
частоты колебаний, а 𝜔Im характеризует скорость их затухания; Ω— круговая
частота внешнего возбуждения [5].

Численная реализация осуществляется методом конечных элементов с ис-
пользованием пакета прикладных программ ANSYS.1 В работе [5] показано, что
при использовании метода конечных элементов для численной реализации
уравнение собственных колебаний в матричной форме принимает вид(︀

−𝜔2[𝑀 ] + [𝐾𝑝] + (1 + 𝑖𝜂)[𝐾𝜈 ]
)︀
{𝛿} = 0. (3)

Здесь [𝐾] = [𝐾𝑝] + [𝐾𝜈 ]— матрица жесткости составной конструкции, состо-
ящей из основной конструкции, выполненной из вязкоупругого материала

1Лицензия Academic Research Mechanical and CFD № 1064623.

548



Способ определения параметров электрического сигнала . . .

и упругого пьезоэлемента; [𝐾𝑝]— матрица жесткости упругого пьезоэлемен-
та, [𝐾𝜈 ]— матрица жесткости вязкоупругого материала основной конструк-
ции без учета вязкоупругих свойств; 𝜔— круговая комплексная собственная
частота колебаний; 𝜂𝑔 = 𝜂𝑏 = 𝜂— тангенсы углов механических потерь сдви-
говой и объемной частей комплексных динамических модулей, принятые рав-
ными друг другу; {𝛿} = {𝑢𝑖, 𝜑}— вектор узловых переменных.

Для задачи вынужденных установившихся колебаний уравнение в мат-
ричной форме принимает вид(︀

−Ω2[𝑀 ] + [𝐾𝑝] + (1 + 2𝑖𝛽)[𝐾𝜈 ]
)︀
{𝛿}𝑑𝑓 = {𝐹},

где {𝛿}𝑑𝑓 — вектор искомого решения, форма колебаний; {𝐹}— вектор внеш-
ней силовой нагрузки; 𝛽 = 𝜂/2; Ω— круговая частота внешнего возбуждения.

В работе [5] предложен способ, основанный на математическом преобразо-
вании конечно-элементных матричных уравнений собственных и вынужден-
ных колебаний электровязкоупругих тел, который позволил получить анали-
тические выражения, связывающие величины, являющиеся решением задачи
о вынужденных колебаниях, с аналогичными величинами в собственных век-
торах, являющихся решением задачи о собственных колебаниях.

Далее в качестве примера рассмотрим консольно защемленную прямо-
угольную пластину со следующими размерами: длина 𝑙1 = 500 мм, ширина
𝑏1 = 60 мм, толщина ℎ1 = 2 мм (рис. 1). На основе предложенного в [5]
метода аналитические выражения для резонансного смещения (𝑈𝑧)𝐴 точки
слежения 𝐴 и величины оптимального потенциала 𝑉 𝑜𝑝𝑡, который необходимо
подать на единственный пьезоэлемент (играющий роли и сенсора, и актуато-
ра) для демпфирования заданной моды колебаний, имеют вид

(𝑈𝑧)𝐴 = 𝛼𝑑𝑓 (𝑈0)𝐴 =
𝑄

2𝜔Re𝜔Im
(𝑈0)𝐴,

𝑉 𝑜𝑝𝑡 = − 𝑄

2𝜔Re𝜔Im

(𝑈0)𝐴
𝛾𝑢(𝜉)

. (4)

Рис. 1. Схема консольно защемленной пластинки с прикрепленным к ее поверхности пьезо-
элементом [5]

[Figure 1. A schematic diagram of a cantilever-clamped plate with a piezoelement attached to
its surface [5]]
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Здесь приняты следующие обозначения:
– (𝑈𝑧)𝐴 — смещения точки 𝐴 в каком-либо направлении (𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑧) (в дан-

ном примере — в направлении действия усилия 𝐹𝑧) в момент резонанса,
вызванные действием гармонической силы 𝐹 = {0, 0, 𝐹𝑧}, приложенной
в точке 𝐵 (в соответствии с обозначениями на рис. 1);

– (𝑈0)𝐴 — смещение точки 𝐴 в том же направлении, определенное из век-
тора собственной формы колебаний для рассматриваемой собственной
частоты колебаний, близкой к исследуемому резонансу;

– 𝛼𝑑𝑓 = 𝑄/(2𝜔Re𝜔Im)— коэффициент пропорциональности;
– 𝑄— параметр, который при действии только силы 𝐹 = {0, 0, 𝐹𝑧} опре-

деляется по формуле 𝑄 = {𝛿0}⊤{𝐹} = 𝐹𝑧{𝛿0}⊤{𝛿𝐹 }, где {𝛿𝐹 }— вектор,
в котором отличны от нуля только те компоненты, которые соответству-
ют приложенной силе 𝐹𝑧; произведение {𝛿0}⊤{𝛿𝐹 } представляет собой
величину смещения точки приложения силы (точки 𝐵) (𝑈0)𝐵 в направ-
лении действия силы 𝐹𝑧, выбранного из вектора собственной формы
колебаний;

– 𝛾𝑢(𝜉) =
(︀
𝑈𝑧(𝜉)

)︀
𝐴

⃒⃒
𝑉 *=1

— коэффициент пропорциональности, который
имеет смысл резонансного смещения точки слежения (точки 𝐴) при
подаче на пьезоэлемент единичного потенциала при решении задачи о
колебаниях системы под действием потенциала, подаваемого на элек-
тродированную поверхность пьезоэлемента и изменяющегося по гармо-
ническому закону (параметрические колебания системы), и имеет раз-
мерность, определяемую отношением смещения к потенциалу [м/В];

– 𝑉 𝑜𝑝𝑡 — величина потенциала, подаваемого на пьезоэлемент, оптималь-
ная для демпфирования рассматриваемой моды колебаний в момент
резонанса.

Использование найденных зависимостей позволило определить величину
электрического потенциала на электродированной поверхности пьезоэлемен-
та-сенсора, генерируемого при деформировании его на рассматриваемой мо-
де при вынужденных установившихся колебаниях. При этом решать задачу
о вынужденных установившихся колебаниях для диапазона частот в окрест-
ности исследуемой резонансной частоты не требуется. Достаточно решить
задачу о собственных колебаниях исследуемой системы (конструкция с пье-
зоэлементами), определить спектр собственных частот колебаний и соответ-
ствующие им собственные векторы. Алгоритм для получения величины по-
тенциала, который необходимо подать на пьезоэлемент для демпфирования
заданной моды колебаний, следующий [5].

1. Получить решение задачи модального анализа — собственную частоту
и соответствующий ей вектор собственной формы колебаний, реализу-
ющиеся в заданном частотном диапазоне. Частотный диапазон задается
из условия близости собственной частоты колебаний к резонансной ча-
стоте Ω исследуемой моды колебаний. Из этого вектора определяются
величины (𝑈0)𝐴, 𝑉𝑜/𝑐, а также параметр 𝑄.

2. Решить задачу параметрических колебаний, вызываемых приложением
единичного потенциала к пьезоэлементу 𝑉 * = 1 В, затем на АЧХ точ-
ки слежения найти величину ее смещения 𝛾𝑢(𝜉) =

(︀
𝑈𝑧(𝜉)

)︀
𝐴

⃒⃒
𝑉 *=1

при
исследуемом резонансе. Величины 𝛾𝑢(𝜉) можно определять сразу для
нескольких резонансных пиков (аналогично тому, как при решении мо-
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дальной задачи можно сразу определить несколько собственных частот
колебаний).

3. По формуле (4) рассчитать оптимальное значение подаваемого на пьезо-
элемент потенциала 𝑉 𝑜𝑝𝑡, позволяющего демпфировать колебания рас-
сматриваемой моды от действия возбуждающих усилий, реализующей-
ся на резонансной частоте, близкой к собственной частоте колебаний.

Отметим, что если рассматриваются вынужденные установившиеся ко-
лебания конструкции в некотором диапазоне частот внешнего воздействия
и при этом положение возбуждающей силы не меняется, то для определения
оптимальных величин потенциала, который должен быть подан на пьезоэле-
мент для демпфирования различных возникающих в данном случае мод ко-
лебаний, никаких других задач, кроме задачи модального анализа для опре-
деления всех собственных частот и собственных векторов колебаний, вхо-
дящих в заданный диапазон частот внешнего воздействия, а также задачи
параметрических колебаний от действия единичного потенциала в заданном
диапазоне частот внешнего воздействия, решать не требуется.

Принцип активного управления динамическим поведением конструкции
в самом общем случае можно описать следующим образом: сигнал, получа-
емый с пьезоэлемента-сенсора, поступает в блок управления, в котором он
усиливается, преобразуется требуемым образом и подается на пьезоэлемент-
актуатор. Эффект от такого воздействия может оцениваться по новому сиг-
налу, регистрируемому на пьезоэлементе-сенсоре. Поэтому важно иметь про-
стые аналитические выражения для коэффициента преобразования сигнала
в блоке управления (коэффициент усиления) с тем, чтобы анализировать ре-
акцию объекта на управляющий сигнал и решать проблему компоновки блока
управления на аппаратном уровне.

Под коэффициентом усиления 𝑘𝑉 будем понимать величину, показываю-
щую, во сколько раз необходимо усилить потенциал, регистрируемый на пье-
зоэлементе-сенсоре в момент резонанса 𝑉𝑠𝑒𝑛, чтобы получить оптимальный
потенциал, подаваемый на пьезоэлемент-актуатор 𝑉 𝑜𝑝𝑡

𝑎𝑐 для демпфирования,
соответствующей данному резонансу моды:

𝑘𝑉 = 𝑉 𝑜𝑝𝑡
𝑎𝑐 /𝑉𝑠𝑒𝑛.

Для определения коэффициента усиления 𝑘𝑉 воспользуемся следующим
способом.

Сначала решается задача о собственных колебаниях конструкции, состоя-
щей из вязкоупругого тела, на поверхности которого располагаются два пье-
зоэлемента — сенсор и актуатор, и для каждой рассматриваемой моды колеба-
ний определяется собственный вектор, в котором есть и величина потенциала
на пьезоэлементе-сенсоре (𝑉𝑜/𝑐)𝑠𝑒𝑛, и величина потенциала на пьезоэлементе-
актуаторе (𝑉𝑜/𝑐)𝑎𝑐. Величины потенциалов на пьезоэлементах в момент резо-
нанса на каждой рассматриваемой моде вынужденных колебаний определя-
ются коэффициентом пропорциональности 𝛼𝑑𝑓 [5].

При резонансе на пьезоэлементе-сенсоре генерируется потенциал 𝑉𝑠𝑒𝑛, ве-
личина которого определяется формулой [5]

𝑉𝑠𝑒𝑛 =
𝑄

2𝜔Re𝜔Im
(𝑉𝑜/𝑐)𝑠𝑒𝑛. (5)
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Величина же оптимального потенциала, который необходимо подать на ак-
туатор (𝑉𝑜/𝑐)𝑎𝑐, определяется формулой (3).

Таким образом, окончательно коэффициент усиления определяется сле-
дующим образом:

𝑘𝑉 =
𝑉 𝑜𝑝𝑡
𝑎𝑐

𝑉𝑠𝑒𝑛
= − (𝑈0)𝐴

𝛾𝑢(𝜉) · (𝑉𝑜/𝑐)𝑠𝑒𝑛
. (6)

Этот коэффициент не зависит от величины приложенной силы, возбуждаю-
щей вынужденные установившиеся колебания, и является характеристикой
системы. Однако для каждой моды колебаний коэффициент имеет свое зна-
чение.

3. Численная иллюстрация. Как было продемонстрировано в [1], диа-
пазон рабочих частот системы управления динамическим поведением кон-
струкций ограничен точностью модели, так как всегда есть некоторая деста-
билизация мод колебаний за пределами рассматриваемого диапазона. Умень-
шение возмущенных отклонений внутри диапазона рабочих частот управля-
емой системы всегда компенсируется возрастанием отклонений за предела-
ми этого диапазона. Одним из путей преодоления этой сложности является
использование совместно размещенных пьезоэлектрических датчиков и ак-
туаторов [1, 13, 14]. Такая конструкция позволяет спроектировать системы
управления с гарантированной стабильностью, несмотря на наличие динами-
ческих возмущений вне рассматриваемого диапазона частот. Поэтому в боль-
шом числе работ принято, что пьезоэлементы присоединяются по обеим сто-
ронам к поверхностям основной конструкции (здесь — пластинки) строго друг
под другом. В [15,16] подтверждено экспериментально, что такое расположе-
ние пьезоэлементов является оптимальным для реализации активного управ-
ления колебаниями конструкции. На основании этого в настоящей работе
принято, что пьезоэлементы, выполняющие роль сенсора и актуатора, раз-
мещены таким же образом.

В качестве объекта исследования рассматривается консольно защемлен-
ная прямоугольная пластина, отличающаяся от представленной на рис. 1 тем,
что к ее поверхности прикреплены два пьезоэлемента, расположенные так,
как показано на рис. 2. Геометрические размеры пьезоэлементов следующие:
длина 𝑙𝑝 = 50 мм, ширина 𝑏𝑝 = 20 мм и толщина ℎ𝑝 = 0.3 мм. Верхняя
и нижняя поверхности пьезоэлементов электродированы. Центры масс пье-
зоэлементов смещены на 55 мм от заделки и расположены на продольной оси
симметрии пластины.

Рис. 2. Схема консольно защемленной пластинки с двумя пьезоэлементами — актуатором
и сенсором

[Figure 2. A scheme of the cantilever-clamped plate with two piezoelectric elements — an actuator
and a sensor]
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Материал пластины обладает вязкоупругими свойствами, которые опи-
сываются частотно-независимыми комплексными динамическими модулями
сдвига и объемного сжатия, действительные и мнимые компоненты которых
следующие: 𝐺Re = 6.71 · 108 Па, 𝐵Re = 3.33 · 1010 Па, 𝐺Im = 6.71 · 107 Па,
𝐵Im = 3.33 · 109 Па. Удельная плотность материала 𝜌𝑒𝑙 = 1190 кг/м3.

Пьезоэлементы выполнены из пьезокерамики ЦТС-19, поляризованной в
направлении оси 𝑧, со следующими физико-механическими характеристика-
ми: 𝐶11 = 𝐶22 = 10.9 · 1010 Па, 𝐶13 = 𝐶23 = 5.4 · 1010 Па, 𝐶12 = 6.1 · 1010 Па,
𝐶33 = 9.3 · 1010 Па, 𝐶44 = 𝐶55 = 𝐶66 = 2.4 · 1010 Па, 𝛽31 = 𝛽23 = −4.9 Кл/м2,
𝛽33 = −14.9 Кл/м2, 𝛽51 = 𝛽42 = −10.6 Кл/м2, 𝑒11 = 𝑒22 = 8.2 · 10−9 Ф/м,
𝑒33 = 8.4 · 10−9 Ф/м, 𝜌𝑝 = 7500 кг/м3, которые являются компонентами мат-
рицы [𝐷2], представленой в работе [6].

Определим собственные частоты колебаний рассматриваемой системы.
Тип первых пяти мод колебаний и собственные частоты, на которых они
реализуются, приведены в табл. 1.

Вся конструкция совершает вынужденные установившиеся колебания под
действием силы 𝐹 = {0, 0, 𝐹𝑧}, изменяющейся по гармоническому закону
и приложенной в центре торцевой части пластинки (точке 𝐵), как показа-
но на рис. 2. Принято, что 𝐹𝑧 = −0.02 Н.

В режиме вынужденных установившихся колебаний наиболее энергоем-
кими и реализующимися при таком внешнем воздействии являются первые
две изгибные моды колебаний, которые и будем рассматривать в дальней-
шем. Комплексные собственные частоты при граничных условиях холостого
хода на пьезоэлементах, соответствующие этим модам, следующие:

𝜔
𝑜/𝑐
1 = 2.102 + 𝑖 0.200, 𝜔

𝑜/𝑐
2 = 12.944 + 𝑖 1.220.

При выбранном расположении, одинаковых размерах и физико-механиче-
ских характеристиках пьезоэлементов в собственном векторе величина потен-
циала на поверхности второго пьезоэлемента (сенсора) 𝑉𝑠𝑒𝑛 равна величине
потенциала на поверхности первого пьезоэлемента (актуатора) 𝑉𝑎𝑐:

|𝑉𝑎𝑐| = |𝑉𝑠𝑒𝑛|.

При действии на конструкцию только внешней гармонической силы, воз-
буждающей вынужденные установившиеся колебания, величины потенциа-
лов, возникающих на поверхностях пьезоэлементов, также равны между со-
бой.

Таблица 1
Собственные частоты колебаний пластинки с двумя пьезоэлементами

[Eigenfrequencies of the plate with two piezoelectric elements]

The number of the Type of
vibration mode, 𝑘

Eigenfrequency, 𝜔𝑜/𝑐
𝑘 vibration mode

1 2.102 + 𝑖 0.200 bending
2 12.944 + 𝑖 1.220 bending
3 28.312 + 𝑖 2.743 torsional
4 35.620 + 𝑖 3.326 bending
5 51.8198 + 𝑖 4.943 planar
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В соответствии с предлагаемым подходом находим собственные векторы
колебаний, т.е. формы колебаний соответствующих изгибных мод. Далее из
найденных векторов определяем значения смещений (𝑈0)𝐴 в рассматривае-
мой точке 𝐴, значения смещений (𝑈0)𝐵 в точке приложения силы (в точке 𝐵),
величины потенциалов на поверхности первого пьезоэлемента-актуатора 𝑉𝑎𝑐
как значения соответствующих узловых неизвестных в собственном векторе.
Затем по формулам (4)–(6) рассчитываем величины оптимального потенци-
ала на актуаторе 𝑉 𝑜𝑝𝑡

𝑎𝑐 и резонансного потенциала на сенсоре 𝑉 𝑜𝑝𝑡
𝑠𝑒𝑛 , а также

коэффициент усиления сигнала 𝑘𝑉 , получаемого с сенсора, для подачи его
на актуатор.

Для сравнения полученных результатов проводим аналогичные расчеты
в ANSYS.

На рис. 3 приведены полученные в первой серии расчетов амплитудно-
частотные характеристики (АЧХ) потенциала 𝑉𝑠𝑒𝑛, регистрируемого на сен-
соре в области первого (a) и второго (b) резонансов, который подается в блок
управления, а также смещения |(𝑈𝑧)𝐴|𝐹 точки 𝐴 пластинки, совершающей
вынужденные установившиеся колебания под действием приложенной воз-
мущающей силы 𝐹𝑧, в области первого (c) и второго (d) резонансов (синие
линии).

Вторая серия расчетов — поиск оптимальной величины потенциала, кото-
рый должен быть подан на пьезоэлемент-актуатор для того, чтобы величи-
на резонансного смещения точки 𝐴 была минимальной. В этом случае для
поиска оптимального значения использовался метод сканирования. Данный
подход был реализован следующим образом. Сначала берется максимально
широкий диапазон изменения подаваемого на пьезоэлемент-актуатор потен-
циала с достаточно крупным шагом, и для каждого значения электрического
потенциала решается задача о вынужденных установившихся колебаниях. На
основе полученных результатов строится зависимость смещения (𝑈𝑧)𝐴 точки
𝐴 от величины подаваемого потенциала на пьезоэлемент-актуатор 𝑉𝑎𝑐. Гра-
ницы области изменения кривизны графика данной зависимости и определя-
ют границы диапазона изменения потенциала для следующей серии расче-
тов с меньшим шагом. Так повторяется до тех пор, пока требуемое значение
потенциала не отыщется с требуемой точностью (в рамках данного исследо-
вания — с точностью до 10−2).

Следует отметить, что в этой серии расчетов необходимо учитывать знак
прикладываемого потенциала, так как заранее знак потенциала, оптималь-
ного для демпфирования выбранной моды колебаний, неизвестен [5].

На рис. 4 приведены графики таких зависимостей в окрестности опти-
мального значения потенциала. Нужно отметить, что графики приведены
только для случая 𝑉𝑎𝑐 < 0, поскольку для 𝑉𝑎𝑐 > 0 наблюдается только рост
смещения с ростом его величины, что согласовывается с результатами, при-
веденными в [17]. Минимальное значение смещения и определяет величину
оптимального значения потенциала, который необходим для демпфирования
выбранной моды колебаний.

В третьей серии расчетов задача о вынужденных установившихся колеба-
ниях решалась для случая силового внешнего воздействия с одновременной
подачей на актуатор управляющего потенциала 𝑉 𝑜𝑝𝑡

𝑎𝑐 , оптимального по ве-
личине, для демпфирования соответствующей моды колебаний. Полученные
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Рис. 3. Амплитудно-частотные характеристики потенциала 𝑉𝑠𝑒𝑛𝑠, регистрируемого на сен-
соре в области первого (a) и второго (b) резонансов, который подается в блок управления,
и смещения |(𝑈𝑧)𝐴|𝐹 точки 𝐴 пластинки, совершающей вынужденные установившиеся ко-
лебания под действием приложенной возмущающей силы 𝐹𝑧, в области первого (c) и вто-
рого (d) резонансов (синие линии), и при подаче на актуатор управляющего потенциала,

оптимального по величине 𝑉 𝑜𝑝𝑡
𝑎𝑐 (красные линии)

[Figure 3. The amplitude-frequency characteristics of the potential 𝑉𝑠𝑒𝑛𝑠 recorded on the sensor
in the region of the first (a) and second (b) resonances, which is input to the control unit, and the
displacement |(𝑈𝑧)𝐴|𝐹 of point 𝐴 of the plate, which undergoes forced steady-state vibrations
under the influence of the applied disturbing force 𝐹𝑧, in the regions of the first (c) and second (d)
resonances (blue lines), and when applying the optimal control potential 𝑉 𝑜𝑝𝑡

𝑎𝑐 (red lines) to
the actuator]

для такого случая АЧХ смещения (𝑈𝑧)𝐴 точки 𝐴 на рис. 3, c, d обозначены
красной линией.

В табл. 2 приведены результаты решения задач о собственных и о па-
раметрических колебаниях, данные, полученные с помощью предлагаемого
подхода, и серии расчетов задачи о вынужденных колебаниях в ANSYS. Если
принять величины параметров, определенные при помощи решения цикла за-
дач о вынужденных установившихся колебаниях в ANSYS, за истинные, то для
первых двух рассматриваемых изгибных мод колебаний погрешность опре-
деления смещения точки 𝐴 по предложенным формулам не превышает 3.5 %,
а по величине оптимального потенциала и коэффициенту усиления — 5%.

Анализируя полученные результаты, приходим к выводу, что после пода-
чи управляющего сигнала на пьезоэлемент-актуатор по величине смещений
точки наблюдения на первых двух модах колебаний можно констатировать
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Рис. 4. Амплитудно-частотные характеристики смещения (𝑈𝑧)𝐴 точки 𝐴 в области пер-
вого (a) и второго (b) резонансов в зависимости от величины подаваемого на актуатор

управляющего потенциала 𝑉𝑎𝑐

[Figure 4. The amplitude-frequency characteristics of the displacement (𝑈𝑧)𝐴 at point 𝐴 in the
region of the first (a) and second (b) resonances as a function of the magnitude of the control

potential 𝑉𝑎𝑐 applied to the actuator]

существенное снижение их амплитуды, то есть демпфирование (на первой
моде — в 6.7 раз, на второй — в 3.33 раза).

Заключение. В настоящей работе способ, позволяющий на основе ре-
шения задачи о собственных колебаниях электровязкоупругой конструкции
получить аналитические выражения для определения величины электриче-
ского потенциала, генерируемого на электродированной поверхности пьезо-
элемента при его деформировании на рассматриваемой моде, реализующейся
на частоте, приводящей при вынужденных установившихся колебаниях к воз-
никновению резонанса, предложенный в [5], распространен на случай исполь-
зования двух пьезоэлементов, выполняющих функции сенсора и актуатора,
расположенных друг напротив друга по разные стороны конструкции.

Получены аналитические выражения, позволяющие определить величину
управляющего сигнала для демпфирования заданной моды колебаний и ко-
эффициента усиления сигнала, регистрируемого на сенсоре и подаваемого на
актуатор.

Приемлемость предложенного подхода продемонстрирована совпадением
результатов, полученных с помощью предложенных формул и с использова-
нием ANSYS. Полученные результаты показали, что погрешность определения
смещения точки 𝐴 по предложенным формулам не превышает 3.5%, а по ве-
личинам потенциала и коэффициенту усиления — 5 %.

Это позволяет с приемлемой точностью понять требования, которые долж-
ны быть предъявлены к элементам блока управления при реализации актив-
ной стратегии демпфирования колебаний smart-систем, формируемым присо-
единением к основной конструкции пьезоэлементов, выполняющих роль сен-
сора и актуатора.
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Таблица 2
Данные решения задачи о собственных колебаниях и результаты решения серии за-
дач о вынужденных установившихся колебаниях для пластинки с двумя пьезоэле-
ментами [The solutions to the problem of natural vibrations and the results of solving
a series of problems on forced steady-state vibrations for a plate with two piezoelectric

elements]

1st mode 2nd mode

Parametric vibrations
𝛾𝑢(𝜉), m/V −3.532 · 10−6 −9.697 · 10−3

Natural vibration
(𝑈0)𝐴, m 7.896− 𝑖 0.0069 −7.813 + 𝑖 0.022
(𝑈0)𝐵 , m 7.896 + 𝑖 0.0069 7.813− 𝑖 0.022
𝑉𝑠𝑒𝑛, V 2099.110 + 𝑖 45.475 15030.87 + 𝑖 192.696

Forced steady-state vibration |(𝑈𝑧)𝐴|𝐹 , m
Proposed method 3.756 · 10−2 9.799 · 10−4

ANSYS 3.760 · 10−2 1.013 · 10−3

Difference, % 0.106 3.267

Optimal potential 𝑉 𝑜𝑝𝑡, V
Proposed method −1753.431 242.34
ANSYS −1723.250 231.00
Difference, % 1.75 4.91

|(𝑈𝑧)𝐴|𝑉 𝑜𝑝𝑡 , m
ANSYS 5.52 · 10−3 3.01 · 10−4

Potential on the sensor under the action of force 𝑉𝑠𝑒𝑛|𝐹 , V
Proposed method −9.987 1.885
ANSYS −10.092 1.884
Difference, % 1.04 0.05

Gain factors 𝑘𝑉
Proposed method 175.566 128.560
ANSYS 170.754 122.611
Difference, % 2.82 4.85

Конкурирующие интересы. Конфликты интересов отсутствуют.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
Финансирование. Работа выполнена в рамках государственного задания Минис-
терства науки и высшего образования Российской Федерации (тема № 124020700047-3
«Комплексные исследования в задачах деформационного мониторинга, аэроупруго-
сти, интеллектуальных конструкций, термомеханики»).
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Abstract
As a rule, two piezoelectric elements are used in case of implementing

an active strategy for controlling the dynamic behavior of structures that
include elements made of piezoelectric materials. One of them acts as a
sensor and the other one acts as an actuator. In this case, the key problem is
in determining the magnitude of the control signal applied to the actuator,
and the hardware implementation of the established control law. Due to
the need of constructing of complex electrical circuits representing a control
unit, preliminary modeling of the mechanical response to a particular control
signal becomes attractive. In this paper, the earlier developed approach was
extended to the case of using two piezoelectric elements that perform the
functions of a sensor and an actuator, and are located accordingly on the
surface of the structure.

This approach allows us to obtain expressions for determining the mag-
nitude of the electric potential generated at the moment of resonance on the
electroded surface of a piezoelectric element when it is deformed at the vi-
bration mode under consideration in case of forced steady-state vibrations.
All the derivations are performed on the basis of solving the problem of
natural vibrations of an electro-viscoelastic structure.
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S e v o d i n a N. V., I u r l o v a N. A., O s hma r i n D. A.

Analytical expressions are derived to determine the magnitude of the
control signal which is applied to the actuator and provides damping of
a given vibration mode. The control signal is generated by converting the
signal received from the sensor.

The applicability of the proposed approach is demonstrated at the exam-
ple of a cantilever plate made of viscoelastic material, the mechanical behav-
ior of which is described by complex dynamic moduli. Piezoelectric elements
acting as a sensor and an actuator are placed on both sides of the plate.
Numerical implementation of the proposed approach is carried out based on
the finite element method using the ANSYS application software package. A
good concordance of the results obtained by the derived formulas with the
results of the calculation in ANSYS is demonstrated. The proposed approach
makes it possible to significantly reduce time and resource costs in case of
mathematical modeling of active control of forced steady-state vibrations
of electro-viscoelastic bodies, to determine the conditions that the elements
of the control unit must satisfy when implementing an active strategy for
controlling the dynamic behavior of such smart systems.

Keywords: electroviscoelasticity, piezoelectric element, forced steady-state
vibrations, natural vibrations, vibration control, displacements, electric po-
tential, sensor, actuator.
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