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Аннотация

Рассматривается функция Фокса с четырьмя параметрами, которая
возникает в теории вырождающихся дифференциальных уравнений с
частными производными дробного порядка. В терминах указанной функ-
ции были ранее записаны явные решения первой и второй краевых за-
дач в полуполосе для уравнения с оператором Бесселя, действующим
по пространственной переменной, и дробной производной по времени.

Для рассматриваемой функции в случае зависимости двух парамет-
ров из четырех в работе получена формула преобразования Лапласа,
которая выражается через специальную функцию Макдональда. Так-
же получены формулы интегральных преобразований, выражающиеся
через обобщенную функцию Райта и более общую 𝐻-функцию Фокса.

Вспомогательным средством для доказательства полученных фор-
мул является интеграл Меллина–Барнса, с помощью которого записы-
вается рассматриваемая специальная функция. Сходимость несобствен-
ных интегралов при этом следует из асимптотических оценок, также
приведенных в работе.

Показано, что при частных значениях из формулы преобразования
Лапласа следуют известные формулы преобразований экспоненциаль-
ной функции и функции Райта со степенными множителями.
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Хушто в а Ф. Г.

Введение. Пусть 0 < 𝜌 6 2, 𝜇, 𝜎 и 𝜈 ∈ C, (𝜎 + 𝜈)/2 /∈ Z. Рассмотрим
функцию

𝒥 𝜌,𝜇,𝜎
𝜈 (𝑧) = 𝐻2,1

2,3

[︂
𝑧2

4

⃒⃒⃒⃒ (︀
1− 𝜎/2, 1

)︀
,
(︀
𝜇− 𝜌 𝜎/2, 𝜌

)︀(︀
𝜈/2, 1

)︀
,
(︀
1− 𝜎/2, 1

)︀
,
(︀
− 𝜈/2, 1

)︀ ]︂
, (1)

где 𝐻2,1
2,3 [ · · · ]—𝐻-функция Фокса [1–3].

Функция (1) возникает в теории вырождающихся дифференциальных
уравнений с частными производными дробного порядка. В частности, в тер-
минах функции (1) записываются решения некоторых краевых задач для
дифференциального уравнения

𝐵𝑥𝑢(𝑥, 𝑦)−𝐷𝛼
0𝑦𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, (2)

где

𝐵𝑥𝑢 = 𝑥−𝑏 𝜕

𝜕𝑥

(︁
𝑥𝑏
𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁
— оператор Бесселя, |𝑏| < 1, 𝐷𝛼

0𝑦 — оператор дробного дифференцирования
в смысле Римана—Лиувилля порядка 𝛼, 0 < 𝛼 6 1 [4, § 0.1]. Например, реше-
ние первой краевой задачи (задачи Дирихле) для уравнения (2) в полуполосе
Ω = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 <∞, 0 < 𝑦 < 𝑇}

lim
𝑦→0

𝑦1−𝛼𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, 0 < 𝑥 <∞,

𝑢(0, 𝑦) = 𝜏(𝑦), 0 < 𝑦 < 𝑇,

имеет вид [5]

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
𝐾1(𝑥, 𝑦 − 𝜂)𝜏(𝜂)𝑑𝜂,

где

𝐾1(𝑥, 𝑦) =
𝑥𝛽𝑦−𝛼𝛽/2−1

2𝛽Γ(𝛽)
𝒥 𝛼,𝛼,2+𝛽

𝛽 (𝑥𝑦−𝛼/2), 𝛽 = (1− 𝑏)/2,

Γ(𝛽)— гамма-функция Эйлера [6, § 1], [7, § 1.1, форм. (1)].
Решение второй краевой задачи (задачи Неймана) в области Ω

lim
𝑦→0

𝑦1−𝛼𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, 0 < 𝑥 <∞,

lim
𝑥→0

𝑥𝑏𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝜈(𝑦), 0 < 𝑦 < 𝑇,

имеет вид [8]

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
𝐾2(𝑥, 𝑦 − 𝜂)𝜏(𝜂)𝑑𝜂,

где

𝐾2(𝑥, 𝑦) = −
𝑥𝛽𝑦𝛼𝛽/2−1

21−𝛽Γ(1− 𝛽)
𝒥 𝛼,𝛼,2−𝛽

−𝛽 (𝑥𝑦−𝛼/2).
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Некоторые свойства функции (1), такие как представление через кон-
турный интеграл, асимптотические свойства, формулы дифференцирования
и интегрирования, рекуррентные соотношения, рассмотрены в работах [9–
13]. Отметим при этом, что основные свойства функции (1), такие как, на-
пример, представление через контурный интеграл Меллина—Барнса, асимп-
тотические свойства, разложение в степенные ряды, следуют из свойств бо-
лее общей 𝐻-функции. Некоторые интегральные преобразования 𝐻-функции
Фокса исследованы в работах [1–3].

Среди более поздних работ, посвященных интегральным преобразованиям
с различными специальными функциями гипергеометрического типа в ядрах,
отметим, например, работы [14–23].

В работах [24–26] развиты методы операторов преобразования для эллип-
тических и параболических уравнений с операторами Бесселя.

1. Вспомогательные сведения. Далее в работе

𝐾𝜈(𝑧) =
1

4𝜋𝑖

∫︁ 𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞
Γ (𝜈/2 + 𝑠) Γ (−𝜈/2 + 𝑠)

(︁𝑧
2

)︁−2𝑠
𝑑𝑠, 𝛾 > |Re 𝜈|/2, (3)

— функция Макдональда [27, § 5.7], [28, § 6, форм. (6.36)];

𝜑 (𝜌, 𝛿; 𝑧) =
∞∑︁
𝑘=0

𝑧 𝑘

𝑘! Γ(𝜌𝑘 + 𝛿)
, 𝜌 > −1,

— функция Райта [29, 30];

𝑝Ψ𝑞

[︂
𝑧

⃒⃒⃒⃒ (︀
𝑎𝑝, 𝐴𝑝

)︀(︀
𝑏𝑞, 𝐵𝑞

)︀ ]︂
=

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿

Γ (𝑠)
𝑝∏︀

𝑗=1
Γ (𝑎𝑗 −𝐴𝑗𝑠)

𝑞∏︀
𝑗=1

Γ (𝑏𝑗 −𝐵𝑗𝑠)

(−𝑧)−𝑠𝑑𝑠. (4)

— обобщенная функция Райта [3, § 1.8, форм. (1.140)], 𝑝, 𝑞 = 0, 1, 2, . . . ,
𝑝2 + 𝑞2 ̸= 0, 𝑎𝑖, 𝑏𝑗 ∈ C, 𝐴𝑖, 𝐵𝑗 ∈ R (𝑎𝑖, 𝑏𝑗 ̸= 0; 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑝; 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑞).

Функция (1) может быть представлена с помощью интеграла Меллина—
Барнса [11]:

𝒥 𝜌,𝜇,𝜎
𝜈 (𝑧) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿𝑖∞

Θ(𝑠)
(︁𝑧
2

)︁−2𝑠
𝑑𝑠, 𝑧 ∈ C, (5)

где 𝐿𝑖∞ = (𝜔 − 𝑖∞, 𝜔 + 𝑖∞), 𝜔1 < 𝜔 < 𝜔2, 𝜔1 = −min{Re 𝜈/2, 1 − Re𝜎/2},
𝜔2 = Re𝜎/2,

Θ(𝑠) =
Γ (𝜈/2 + 𝑠) Γ (1− 𝜎/2 + 𝑠) Γ (𝜎/2− 𝑠)
Γ (𝜇− 𝜌 𝜎/2 + 𝜌 𝑠) Γ (1 + 𝜈/2− 𝑠)

.

Для функции (1) справедливы асимптотические разложения [11]

𝒥 𝜌,𝜇,𝜎
𝜈 (𝑧) = 𝑎0

(︁𝑧
2

)︁𝜈
+ 𝑏0

(︁𝑧
2

)︁2−𝜎
+ 𝑜(𝑧𝛿), 𝑧 → 0, (6)
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где 𝛿 = min {Re 𝜈, 2− Re𝜎},

𝑎0 =
Γ (1− (𝜈 + 𝜎)/2) Γ ((𝜈 + 𝜎)/2)

Γ (𝜇− 𝜌(𝜈 + 𝜎)/2) Γ (1 + 𝜈)
, 𝑏0 =

Γ ((𝜈 + 𝜎)/2− 1)

Γ (𝜇− 𝜌) Γ (2 + (𝜈 − 𝜎)/2)
,

и
𝒥 𝜌,𝜇,𝜎

𝜈 (𝑧) = 𝑐0

(︁𝑧
2

)︁−𝜎
+ 𝑜(𝑧−𝜎), 𝑧 →∞, (7)

где

𝑐0 =
Γ ((𝜈 + 𝜎)/2)

Γ (𝜇) Γ (1 + (𝜈 − 𝜎)/2)
.

Также далее понадобятся частные случаи:

𝒥 1,1,2+𝜈
𝜈 (𝑧) =

(︁𝑧
2

)︁𝜈
exp

(︁
−𝑧

2

4

)︁
, (8)

√
𝑧 𝒥 2𝜌,𝜇+𝜌,3/2

−1/2 (𝑧) =
√
2𝜋 𝜑(−𝜌, 𝜇;−𝑧). (9)

2. Основные результаты. Докажем следующие формулы.
2.1. Для любого Re𝜇 > 0 имеет место равенство∫︁ ∞

0
𝑒−𝑡𝑡𝜇−𝜌−𝜌 𝜈/2−1𝒥 𝜌,𝜇,𝜈+2

𝜈 (𝑧𝑡−𝜌/2) 𝑑𝑡 = 2𝐾𝜈(𝑧). (10)

До к а з ат е л ь ств о. Сходимость интеграла в (10) следует из (6) и (7).
Согласно (5) можем записать

𝒥 𝜌,𝜇,𝜈+2
𝜈 (𝑧𝑡−𝜌/2) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿1

Θ1(𝑠)
(︁𝑧𝑡−𝜌/2

2

)︁−2𝑠
𝑑𝑠,

где

Θ1(𝑠) =
Γ (𝜈/2 + 𝑠) Γ (−𝜈/2 + 𝑠)

Γ (𝜇− 𝜌− 𝜌 𝜈/2 + 𝜌𝑠)
, (11)

𝐿1 = (𝜔 − 𝑖∞, 𝜔 + 𝑖∞), 𝜔 > |Re 𝜈|/2.
Тогда левая часть (10) запишется в виде∫︁ ∞

0
𝑒−𝑡𝑡𝜇−𝜌−𝜌 𝜈/2−1𝒥 𝜌,𝜇,𝜈+2

𝜈 (𝑧𝑡−𝜌/2) 𝑑𝑡 =

=
1

2𝜋𝑖

∫︁ ∞

0
𝑒−𝑡𝑡𝜇−𝜌−𝜌 𝜈/2−1

∫︁
𝐿1

Θ1(𝑠)
(︁𝑧𝑡−𝜌/2

2

)︁−2𝑠
𝑑𝑠 𝑑𝑡. (12)

Меняя в (12) порядок интегрирования, получим∫︁ ∞

0
𝑒−𝑡𝑡𝜇−𝜌−𝜌 𝜈/2−1𝒥 𝜌,𝜇,𝜈+2

𝜈 (𝑧𝑡−𝜌/2) 𝑑𝑡 =

=
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿1

Θ1(𝑠)
(︁𝑧
2

)︁−2𝑠
∫︁ ∞

0
𝑒−𝑡𝑡𝜇−𝜌−𝜌 𝜈/2+𝜌𝑠−1𝑑𝑡 𝑑𝑠. (13)
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Согласно формуле [31, форм. 2.3.3.1]∫︁ ∞

0
𝑡𝑎−1𝑒−𝑝𝑡𝑏𝑑𝑡 = 𝑏−1𝑝−𝑎/𝑏Γ(𝑎/𝑏), 𝑏, Re 𝑎, Re 𝑝 > 0, (14)

внутренний интеграл в (13) равен∫︁ ∞

0
𝑒−𝑡𝑡𝜇−𝜌−𝜌 𝜈/2+𝜌𝑠−1𝑑𝑡 = Γ (𝜇− 𝜌− 𝜌 𝜈/2 + 𝜌𝑠) .

Подставляя найденное значение в (13) и учитывая представления (11) и (3),
приходим к (10).

В терминах преобразования Лапласа формулу (10) можно записать в виде∫︁ ∞

0
𝑒−𝑝𝑡𝑡𝜇−𝜌−𝜌 𝜈/2−1𝒥 𝜌,𝜇,𝜈+2

𝜈 (𝑡−𝜌/2) 𝑑𝑡 =

= 2𝑝𝜌−𝜇+𝜌 𝜈/2𝐾𝜈(𝑝
𝜌/2), Re 𝑝 > 0. (15)

При 𝜌 = 𝜇 = 1 из (8) и (15) получим формулу∫︁ ∞

0
𝑡−𝜈−1𝑒−𝑝𝑡−1/(4𝑡)𝑑𝑡 = 2𝜈+1𝑝𝜈/2𝐾𝜈(

√
𝑝), Re 𝑝 > 0,

которая совпадает с приведенной в [31, форм. 2.3.16.1].
Из (15) при 𝜌 = 2𝛽, 𝜇 = 𝛽 + 𝛿, 𝜈 = −1/2 с учетом представлений (9) и

𝐾±1/2(𝑧) =
√︀
𝜋/(2𝑧)𝑒−𝑧

получим формулу∫︁ ∞

0
𝑒−𝑝𝑡𝑡𝛿−1𝜑(−𝛽, 𝛿;−𝑡−𝛽)𝑑𝑡 = 𝑝−𝛿𝑒−𝑝𝛽 , Re 𝑝 > 0,

которая совпадает с приведенной в [32, § 3.2, форм. (3.2.7)]. �

2.2. Пусть выполняется одно из условий: −1 < Re 𝜈 < 2 − Re𝜎 либо
2− Re 𝜈 < Re𝜎 < 4 + Re 𝜈. Тогда для Re 𝑧 > 0 имеет место формула∫︁ ∞

0
𝑒−𝑧𝑡2/4𝑡𝜈+1𝒥 𝜌,𝜇,𝜎

𝜈 (𝑡) 𝑑𝑡 =

= 2𝜈+1𝑧(𝜎−𝜈)/2−1
2Ψ1

[︂
𝑧

⃒⃒⃒⃒ (︀
(𝜎 + 𝜈)/2, 1

)︀
,
(︀
1, 1

)︀(︀
𝜇, 𝜌

)︀ ]︂
. (16)

До к а з ат е л ь ств о. Сходимость интеграла в (16) следует из (6) и (7).
Из интегрального представления (5) имеем∫︁ ∞

0
𝑒−𝑧𝑡2/4𝑡𝜈+1𝒥 𝜌,𝜇,𝜎

𝜈 (𝑡) 𝑑𝑡 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿
22𝑠Θ(𝑠)

∫︁ ∞

0
𝑡𝜈+1−2𝑠𝑒−𝑧𝑡2/4𝑑𝑡 𝑑𝑠. (17)
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Из формулы (14) имеем∫︁ ∞

0
𝑡𝜈+1−2𝑠𝑒−𝑧𝑡2/4𝑑𝑡 = 2𝜈−2𝑠+1Γ (1 + 𝜈/2− 𝑠) 𝑧𝑠−𝜈/2−1.

Подставляя найденное значение в (17), находим∫︁ ∞

0
𝑒−𝑧𝑡2/4𝑡𝜈+1𝒥 𝜌,𝜇,𝜎

𝜈 (𝑡) 𝑑𝑡 = 2𝜈+1𝑧−𝜈/2−1 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿
Θ1(𝑠)𝑧

𝑠 𝑑𝑠,

где Θ1(𝑠) =
Γ (𝜈/2 + 𝑠) Γ (1− 𝜎/2 + 𝑠) Γ (𝜎/2− 𝑠)

Γ (𝜇− 𝜌 𝜎/2 + 𝜌 𝑠)
.

Сделаем замену 𝜏 = 𝜎/2− 𝑠. Получим∫︁ ∞

0
𝑒−𝑧𝑡2/4𝑡𝜈+1𝒥 𝜌,𝜇,𝜎

𝜈 (𝑡) 𝑑𝑡 = 2𝜈+1𝑧(𝜎−𝜈)/2−1 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿2

Θ2(𝜏)𝑧
−𝜏 𝑑𝜏, (18)

где
𝐿2 = (𝜔 − 𝑖∞, 𝜔 + 𝑖∞), 0 < 𝜔 < min{Re (𝜎 + 𝜈)/2, 1},

Θ2(𝜏) =
Γ((𝜎 + 𝜈)/2− 𝜏)Γ(1− 𝜏)Γ(𝜏)

Γ(𝜇− 𝜌 𝜏)
.

Сравнивая правую часть (18) с представлением (4), приходим к (16). �

2.3. Пусть выполняется одно из условий: −Re𝛼 < Re 𝜈 < 2 − Re𝜎 либо
2− Re 𝜈 < Re𝜎 < 2 + Re𝛼. Тогда для Re 𝑧 > 0 имеет место формула∫︁ ∞

0
𝑒−𝑡/𝑧𝑡𝛼−1𝒥 𝜌,𝜇,𝜎

𝜈 (𝑡) 𝑑𝑡 =

= 𝑧𝛼𝐻2,2
3,3

[︂
𝑧2

4

⃒⃒⃒⃒ (︀
1− 𝛼, 2

)︀
,
(︀
1− 𝜎/2, 1

)︀
,
(︀
𝜇− 𝜌 𝜎/2, 𝜌

)︀(︀
𝜈/2, 1

)︀
,
(︀
1− 𝜎/2, 1

)︀
,
(︀
− 𝜈/2, 1

)︀ ]︂
. (19)

До к а з ат е л ь ств о. Сходимость интеграла в (19) следует из (6) и (7).
Из интегрального представления (5) имеем∫︁ ∞

0
𝑒−𝑡/𝑧𝑡𝛼−1𝒥 𝜌,𝜇,𝜎

𝜈 (𝑡) 𝑑𝑡 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿
22𝑠Θ(𝑠)

∫︁ ∞

0
𝑡𝛼−2𝑠−1𝑒−𝑡/𝑧𝑑𝑡 𝑑𝑠. (20)

Из формулы (14) имеем∫︁ ∞

0
𝑡𝛼−2𝑠−1𝑒−𝑡/𝑧𝑑𝑡 = Γ(𝛼− 2𝑠)𝑧𝛼−2𝑠.

Подставляя найденное значение в (20), получаем∫︁ ∞

0
𝑒−𝑡/𝑧𝑡𝛼−1𝒥 𝜌,𝜇,𝜎

𝜈 (𝑡) 𝑑𝑡 =
𝑧𝛼

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿
Θ2(𝑠)

(︁𝑧
2

)︁−2𝑠
𝑑𝑠, (21)

где

Θ2(𝑠) =
Γ(𝜈/2 + 𝑠)Γ(1− 𝜎/2 + 𝑠)Γ(𝜎/2− 𝑠)Γ(𝛼− 2𝑠)

Γ(𝜇− 𝜌 𝜎/2 + 𝜌 𝑠)Γ(1 + 𝜈/2− 𝑠)
.
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Сравнивая правую часть (21) с представлением 𝐻-функции Фокса [1, форм.
8.3.1.1], [3, § 1.2, форм. (1.2)], приходим к (19). �

Заключение. В работе получены некоторые интегральные преобразова-
ния специальной функции Фокса, которая зависит от четырех параметров.
Рассматриваемая функция представляет интерес в связи с ее применением
в теории вырождающихся дифференциальных уравнений в частных произ-
водных. Показано, что результаты рассматриваемых интегральных преобра-
зований можно записать в терминах известных специальных функций.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторский вклад и ответственность. Я несу полную ответственность за предо-
ставление окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи
мною одобрена.
Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.
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Abstract

The study examines the Fox function with four parameters, which arises
in the theory of degenerate differential equations with partial derivatives of
fractional order. In terms of this function, explicit solutions to the first and
second boundary value problems in a half-space were previously derived for
the equation with the Bessel operator acting on the spatial variable and a
fractional derivative with respect to time.

For the function under consideration, when two of the four parameters
are dependent, a Laplace transform formula has been obtained, expressed in
terms of the special MacDonald function. Additionally, integral transforma-
tion formulas have been derived, expressed through the generalized Wright
function and the more general 𝐻-function of Fox.

An auxiliary tool for proving the obtained formulas is the Mellin–Barnes
integral, which is used to express the special function under consideration.
The convergence of the improper integrals follows from the asymptotic esti-
mates also provided in the work.

It is shown that for specific values from the Laplace transform formula,
known transformation formulas for the exponential function and the Wright
function with power multipliers follow.

Keywords: Fox function, Macdonald function, Wright function, Bessel op-
erator, fractional derivative, integral transformations, Laplace transform.
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