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Аннотация
Рассматриваются математические модели конвекции–диффузии–ре-

акции, которые относятся к моделям тепломассопереноса и применяют-
ся при исследовании природных и техногенных процессов. Для данного
класса моделей актуальной является задача идентификации как пара-
метров самой модели, так и входящих в нее граничных условий по ре-
зультатам измерений значений искомой функции в отдельных точках
рассматриваемой области. Задачу усложняет наличие неполных изме-
рений, искаженных случайными помехами.

Решение заключается в разработке комбинированного двухэтапного
метода идентификации, основанного на последовательном применении
метода минимизации критерия идентификации безградиентного типа и
рекуррентного метода оценивания неизвестных входных сигналов. Для
применения указанных методов выполняется переход от исходной мо-
дели, описываемой уравнениями в частных производных, к дискретной
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линейной стохастической модели в пространстве состояний, в которой
неизвестные граничные условия рассматриваются как неизвестные вход-
ные сигналы.

В результате построены новые дискретные линейные стохастические
модели конвекции–диффузии–реакции для трех разных типов гранич-
ных условий. Предложена общая схема процесса параметрической иден-
тификации, включающая двухэтапную идентификацию неизвестных па-
раметров математической модели и идентификацию неизвестных гра-
ничных условий.

Для проверки работоспособности предложенного метода построены
компьютерные модели конвекции–диффузии–реакции и выполнена ре-
ализация всех алгоритмов на языке MATLAB. Проведена серия вычисли-
тельных экспериментов, результаты которых показали, что разработан-
ная двухэтапная комбинированная схема позволяет идентифицировать
параметры исходной модели, значения функций, входящих в граничные
условия, а также вычислить по неполным зашумленным измерениям
оценки функции, описывающей процесс конвекции–диффузии–реакции.

Полученные результаты могут быть использованы не только при ис-
следовании процессов тепломассопереноса, но также при решении задач
идентификации параметров моделей дискретных стохастических систем
с неизвестными входными сигналами и при наличии случайных помех.

Ключевые слова: модели конвекции–диффузии–реакции, параметри-
ческая идентификация, квадратичный критерий идентификации, дис-
кретная линейная стохастическая модель в пространстве состояний, оце-
нивание неизвестных входных сигналов.
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Введение и постановка задачи. Задачи параметрической идентифи-
кации относятся к классу обратных задач математического моделирования
и заключаются в определении неизвестных параметров математической мо-
дели объекта, принадлежащей выбранному классу моделей, по известным
входным сигналам и выходным данным измерений. Одними из основных под-
ходов к их решению являются метод подпространств (subspace identification
method) и метод минимума ошибки предсказания (minimum prediction-error
(MPE) method). Фундамент данных подходов был заложен еще в середине
прошлого века в работах [1,2]. Базовые концепции второго подхода определе-
ны в работах Л. Льюнга [3,4], в рамках которого конкретные методы иденти-
фикации получаются как частные случаи в зависимости от выбора функции
потерь, критерия качества, структуры модели и численного метода мини-
мизации. В нашей стране большой вклад в развитие теории идентификации
систем внес выдающийся советский ученый Я. З. Цыпкин [5].

В классе дискретных линейных стохастических систем с известными вход-
ными сигналами методы идентификации неизвестного модельного парамет-
ра, от которого зависят системные матрицы, хорошо развиты. Классическим
подходом к решению задачи параметрической идентификации модельного па-
раметра 𝜃 одновременно с оцениванием вектора состояния дискретной линей-
ной стохастической системы по известным входным и выходным данным яв-
ляется применение методов адаптивной фильтрации [6]. При этом критерий
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идентификации определяет разницу между выходами реальной физической
системы и дискретной линейной стохастической модели с присоединенным
фильтром Калмана, параметры которого необходимо настроить таким обра-
зом, чтобы численное значение критерия идентификации стало оптималь-
ным [3]. В настоящее время существуют различные подходы к построению
алгоритмов параметрической идентификации, требующие построения адап-
тивных фильтров. В общий класс методов минимума ошибки предсказания
входят хорошо известные метод максимального правдоподобия [7] и метод
наименьших квадратов [8], а также методы минимаксного оценивания [9].
Отдельно отметим метод вспомогательного функционала качества [10,11].

Сходимости оценок неизвестных параметров как для линейных, так и для
нелинейных стохастических систем посвящены, в частности, работы [12–14].
Общие условия сходимости оценок неизвестных параметров при решении за-
дач параметрической идентификации линейных стохастических систем рас-
смотрены в работе Л.Льюнга [12]. При решении задач параметрической иден-
тификации предположения о выполнении условий сходимости, среди которых
полная управляемость и наблюдаемость дискретной линейной стохастической
системы, а также непрерывная дифференцируемость по модельному пара-
метру элементов системных матриц и компактность множества допустимых
значений модельного параметра, обеспечивают применимость численных ме-
тодов для минимизации критерия параметрической идентификации.

Отметим, что для квадратических критериев качества, являющихся вы-
пуклыми и монотонно возрастающими функциями по искомому параметру,
существует глобальный минимум. Следовательно, отыскание точки мини-
мума представляется возможным с помощью подходящих численных мето-
дов [15].

Методы оценивания для линейных стохастических систем с неизвестными
входными сигналами в последние десятилетия привлекли к себе большое вни-
мание благодаря их практическим приложениям для решения таких задач,
для которых нельзя делать никаких предположений об эволюции неизвест-
ных входных сигналов.

Для систем с дискретным временем самые ранние подходы основаны на
включении неизвестного вектора входных сигналов в вектор состояния си-
стемы. Предполагалось, что модель динамики вектора входных сигналов из-
вестна. В этом случае для решения задачи применялся расширенный фильтр
Калмана.

Большой вклад в развитие теории дискретной фильтрации стохастиче-
ских систем с неизвестными входными сигналами внесли С. Гиллейнс и Б. Де-
Мор. В [16] они расширили результаты, полученные в [17,18], и предложили
рекуррентный алгоритм одновременного оценивания вектора состояния си-
стемы и вектора неизвестных входных сигналов. При этом полученные оцен-
ки имеют минимальную дисперсию ошибки. Кроме того, они доказали опти-
мальность вычисляемых оценок. Перечисленные результаты относятся к ре-
шению задач оценивания вектора состояния и неизвестных входных воздей-
ствий. Во всех постановках задач предполагалось, что системные матрицы,
определяющие математическую модель объекта и измерителя, точно извест-
ны.

Таким образом, задача параметрической идентификации линейных дис-
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кретных стохастических систем с неизвестными входными сигналами в ука-
занных работах не решалась. В данной работе мы рассматриваем более слож-
ную постановку задачи, в которой вводится дополнительный источник апри-
орной неопределенности модели, а именно неизвестный векторный параметр,
от элементов которого зависят матрицы, определяющие уравнения матема-
тической модели. Такая постановка задачи при условии неизвестных входных
сигналов и наличии случайных помех описывает высокую степень априорной
неопределенности дискретной линейной стохастической системы.

Практическое применение полученного решения поставленной задачи по-
казано на примере идентификации параметров математических моделей кон-
векции–диффузии–реакции, которые относятся к моделям тепломассоперено-
са и широко применяются при исследовании природных и техногенных про-
цессов [19]. Для данного класса моделей актуальной является задача иден-
тификации как параметров самой модели, так и входящих в нее граничных
условий по результатам измерений значений искомой функции в отдельных
точках рассматриваемой области. Усложняет задачу наличие случайных по-
мех в измерениях.

Применение рекуррентных методов калмановского типа для решения за-
дачи параметрической идентификации моделей, описываемых уравнениями
в частных производных, рассмотрено в работах [20–23]. Рекуррентные ме-
тоды решения задач параметрической идентификации моделей конвекции–
диффузии предложены в работах [24–27].

Развивая и дополняя полученные ранее результаты [24–29], данная работа
ставит целью построение комбинированного двухэтапного метода идентифи-
кации моделей тепломассопереноса, основанного на совместном применении
методов минимизации критерия идентификации безградиентного типа и ре-
куррентного оценивания неизвестных входных сигналов.

Рассмотрим математическую модель конвекции–диффузии–реакции, за-
данную уравнением

𝜕𝑐(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑐(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝑐(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝛽𝑐(𝑥, 𝑡) (1)

с начальным условием
𝑐(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥) (2)

и граничными условиями третьего рода

𝜕𝑐(𝑎, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝜆[𝑐(𝑎, 𝑡)− 𝑓(𝑡)], 𝜕𝑐(𝑏, 𝑡)

𝜕𝑥
= −𝜆[𝑐(𝑏, 𝑡)− 𝑔(𝑡)] (3)

либо смешанными граничными условиями первого и третьего рода

𝑐(𝑎, 𝑡) = 𝑓(𝑡),
𝜕𝑐(𝑏, 𝑡)

𝜕𝑥
= −𝜆[𝑐(𝑏, 𝑡)− 𝑔(𝑡)] (4)

или
𝜕𝑐(𝑎, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝜆[𝑐(𝑎, 𝑡)− 𝑓(𝑡)], 𝑐(𝑏, 𝑡) = 𝑔(𝑡), (5)

где 𝑥 ∈ [𝑎; 𝑏]— пространственная координата; 𝑡 ∈ [0;𝑇 ]— время; 𝑐(𝑥, 𝑡)— ис-
комая функция; 𝑣— скорость конвекции; 𝛼— коэффициент диффузии 𝛽 — ко-
эффициент реакции; 𝜙(𝑥), 𝑓(𝑡), 𝑔(𝑡)— заданные функции.
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В уравнении (1) 𝑐(𝑥, 𝑡) может иметь смысл температуры, концентрации
вещества и т.д. Поставим задачу идентификации параметров данной модели,
состоящую в определении коэффициентов 𝑣, 𝛼, 𝛽 и 𝜆 при наличии случайных
помех в измерениях значений функции 𝑐(𝑥, 𝑡) в отдельных точках рассмат-
риваемого отрезка в различные моменты времени. При этом функции 𝑓(𝑡)
и 𝑔(𝑡), входящие в граничные условия (3), (4) или (5), считаются неизвестны-
ми и также подлежат идентификации. Функция 𝜙(𝑥) в начальном условии
(2) предполагается известной.

В первом разделе предложено новое решение задачи параметрической
идентификации моделей тепломассопереноса, которое заключается в перехо-
де к дискретной линейной стохастической модели в пространстве состояний
и разработке комбинированного двухэтапного метода идентификации, осно-
ванного на последовательном применении методов минимизации критерия
идентификации безградиентного типа и рекуррентного оценивания неизвест-
ных входных сигналов. Во втором разделе построены новые дискретные ли-
нейные стохастические модели конвекции–диффузии–реакции для трех раз-
ных типов граничных условий. В третьем разделе изложен этап I — иденти-
фикация параметров дискретной стохастической модели. Четвертый раздел
содержит описание этапа II — рекуррентное оценивание неизвестных гранич-
ных условий модели. В пятом разделе представлены результаты компьютер-
ного моделирования на языке MATLAB, а также их обсуждение. Заключение,
в котором перечислены полученные результаты, завершает статью.

1. Комбинированный метод идентификации неизвестных пара-
метров и неизвестных граничных условий моделей тепломассопе-
реноса. Математическая модель конвекции–диффузии–реакции, заданная
уравнениями (1)–(5), имеет параметрическую неопределенность двух прин-
ципиально различных типов:

1) неизвестный векторный параметр 𝜃 = (𝑣, 𝛼, 𝛽, 𝜆)⊤ ∈ R4, элементы кото-
рого являются числовыми константами;

2) неизвестные функции 𝑓(𝑡) и 𝑔(𝑡), входящие в граничные условия (3)–(5).
В данной работе для устранения параметрической неопределенности ма-

тематической модели мы предлагаем комбинированную двухэтапную схему
решения поставленной задачи, представленную на рис. 1.

Общая схема процесса идентификации состоит из одного подготовитель-
ного и двух основных этапов. Априорные данные о модели включают в се-
бя непрерывную параметризованную модель 𝑀(𝜃), заданную уравнениями
в частных производных, измерительную информацию 𝑍, которая представля-
ет собой измеренные датчиками отдельные значения целевой функции 𝑐(𝑥, 𝑡)
в заданных точках пространства, причем измерения являются неточными
ввиду наличия случайных помех.

На подготовительном этапе с помощью метода конечных разностей осу-
ществляется переход от исходной непрерывной модели 𝑀(𝜃) к дискретной
модели 𝑀𝐷(𝜃), представленной разностными уравнениями в пространстве со-
стояний.

На первом этапе при сборе измерительной информации в качестве гранич-
ных условий используется известный тестовый сигнал. Затем по доступным
данным измерений 𝑍 и тестовым сигналам 𝑈 проводится идентификация век-
торного параметра 𝜃 с помощью численной минимизации критерия качества
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Рис. 1. Схема процесса идентификации [Figure 1. Identification process diagram]

идентификации 𝐽 . По завершении первого этапа найденная оценка 𝜃⋆ исполь-
зуется для настройки модели 𝑀𝐷(𝜃).

На втором этапе при сборе измерительной информации граничные усло-
вия считаются неизвестными. Для идентификации доступны только измере-
ния 𝑍. Граничные условия, подлежащие идентификации, рассматриваются
как неизвестные входные сигналы. Применяется алгоритм одновременного
оценивания вектора состояния модели и неизвестных входных сигналов.

Таким образом, по завершении процесса идентификации математической
модели мы получаем:

1) оценку параметра 𝜃 в соответствии с выбранным критерием иденти-
фикации 𝐽 ;

2) численные значения функций 𝑓(𝑡) и 𝑔(𝑡), входящих в граничные усло-
вия;

3) оценки значений целевой функции 𝑐(𝑥, 𝑡) в каждой точке пространст-
венно-временной сетки в рассматриваемой области.

В последующих разделах приведем подробное описание подготовительно-
го этапа и двух основных этапов процесса параметрической идентификации.

2. Подготовительный этап: переход от исходной модели к дис-
кретной линейной динамической модели в пространстве состояний.
Перейдем от исходной непрерывной модели к дискретной модели, представ-
ленной линейной динамической системой в пространстве состояний. Следуя
[25, 26], зададим в рассматриваемой пространственно-временной области ко-
нечно-разностную сетку {(𝑥𝑖, 𝑡𝑘) | 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝐾}, где

𝑥𝑖 = 𝑎+ 𝑖Δ𝑥, 𝑡𝑘 = 𝑘Δ𝑡, Δ𝑥 = (𝑏− 𝑎)/𝑁, Δ𝑡 = 𝑇/𝐾. (6)
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Введем обозначения: 𝑐𝑘𝑖 = 𝑐(𝑥𝑖, 𝑡𝑘), 𝜙𝑖 = 𝜙(𝑥𝑖), 𝑓𝑘 = 𝑓(𝑡𝑘), 𝑔𝑘 = 𝑔(𝑡𝑘). За-
меним частные производные в уравнении (1) их конечно-разностными ап-
проксимациями, используя двухслойную по времени и симметричную по про-
странственной переменной схему. Предполагая, что соответствующие условия
устойчивости для разностной схемы выполняются [30], получим следующую
систему уравнений:

𝑐𝑘𝑖 − 𝑐
𝑘−1
𝑖

Δ𝑡
+ 𝑣

𝑐𝑘−1
𝑖+1 − 𝑐

𝑘−1
𝑖−1

2Δ𝑥
=

= 𝛼
𝑐𝑘−1
𝑖+1 − 2𝑐𝑘−1

𝑖 + 𝑐𝑘−1
𝑖−1

Δ𝑥2
− 𝛽𝑐𝑘−1

𝑖 , 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾, (7)

где 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁 для граничных условий (3); 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 для условий (4);
𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁 − 1 для (5).

Обозначим 𝑟1 = 𝛼Δ𝑡(Δ𝑥2, 𝑟2 = 𝛽Δ𝑡, 𝑟3 = 𝑣Δ𝑡/(2Δ𝑥), 𝑟4 = 2Δ𝑡/Δ𝑥2

и выразим из (7) 𝑐𝑘𝑖 :

𝑐𝑘𝑖 = (𝑟1+ 𝑟3)𝑐
𝑘−1
𝑖−1 +(1− 𝑟2− 𝑟4)𝑐𝑘−1

𝑖 +(𝑟1− 𝑟3)𝑐𝑘−1
𝑖+1 = 𝑎1𝑐

𝑘−1
𝑖−1 + 𝑎2𝑐

𝑘−1
𝑖 + 𝑎3𝑐

𝑘−1
𝑖+1 ,

где 𝑎1 = 𝑟1 + 𝑟3, 𝑎2 = 1− 𝑟2 − 𝑟4, 𝑎3 = 𝑟1 − 𝑟3.
С учетом (6) для начального условия (2) получаем

𝑐0𝑖 = 𝜙𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁.

Дискретизируя граничные условия (3), получаем

𝑐𝑘1 − 𝑐𝑘0
Δ𝑥

= 𝜆[𝑐𝑘0 − 𝑓𝑘],
𝑐𝑘𝑁 − 𝑐𝑘𝑁−1

Δ𝑥
= −𝜆[𝑐𝑘𝑁 − 𝑔𝑘], 𝑘 = 1, . . . ,𝐾.

Обозначим 𝑎4 = 1/(1 + 𝜆Δ𝑥), 𝑎5 = 𝜆Δ𝑥/(1 + 𝜆Δ𝑥). Тогда из первого гранич-
ного условия получаем

𝑐𝑘0 = 𝑎4𝑐
𝑘
1 + 𝑎5𝑓

𝑘 = 𝑎4𝑎1𝑐
𝑘−1
0 + 𝑎4𝑎2𝑐

𝑘−1
1 + 𝑎4𝑎3𝑐

𝑘−1
2 + 𝑎5𝑓

𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾,

а из второго —

𝑐𝑘𝑁 = 𝑎4𝑎1𝑐
𝑘−1
𝑁−2 + 𝑎4𝑎2𝑐

𝑘−1
𝑁−1 + 𝑎4𝑎3𝑐

𝑘−1
𝑁 + 𝑎5𝑔

𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾.

Для случая смешанных граничных условий (4) и (5) находим соответ-
ственно выражения

𝑐𝑘0 = 𝑓𝑘,
𝑐𝑘𝑁 − 𝑐𝑘𝑁−1

Δ𝑥
= −𝜆[𝑐𝑘𝑁 − 𝑔𝑘], 𝑘 = 1, . . . ,𝐾,

и
𝑐𝑘1 − 𝑐𝑘0
Δ𝑥

= 𝜆[𝑐𝑘0 − 𝑓𝑘], 𝑐𝑘𝑁 = 𝑔𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾,

откуда окончательно получаем

𝑐𝑘0 = 𝑓𝑘, 𝑐𝑘𝑁 = 𝑎4𝑎1𝑐
𝑘−1
𝑁−2 + 𝑎4𝑎2𝑐

𝑘−1
𝑁−1 + 𝑎4𝑎3𝑐

𝑘−1
𝑁 + 𝑎5𝑔

𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾,
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и

𝑐𝑘0 = 𝑎4𝑎1𝑐
𝑘−1
0 + 𝑎4𝑎2𝑐

𝑘−1
1 + 𝑎4𝑎3𝑐

𝑘−1
2 + 𝑎5𝑓

𝑘, 𝑐𝑘𝑁 = 𝑔𝑘, 𝑘 = 1, . . . ,𝐾.

Запишем в матричном виде полученные системы для исходной модели с
различными граничными условиями:

1) дискретная линейная динамическая система для модели (1), (2), (3):⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘0
𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
...

𝑐𝑘𝑁−2

𝑐𝑘𝑁−1

𝑐𝑘𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎4𝑎1 𝑎4𝑎2 𝑎4𝑎3 . . . 0 0 0
𝑎1 𝑎2 𝑎3 . . . 0 0 0
0 𝑎1 𝑎2 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . 𝑎2 𝑎3 0
0 0 0 . . . 𝑎1 𝑎2 𝑎3
0 0 0 . . . 𝑎4𝑎1 𝑎4𝑎2 𝑎4𝑎3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘−1
0

𝑐𝑘−1
1

𝑐𝑘−1
2
...

𝑐𝑘−1
𝑁−2

𝑐𝑘−1
𝑁−1

𝑐𝑘−1
𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎5 0
0 0
0 0
...

...
0 0
0 0
0 𝑎5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[︂
𝑓𝑘

𝑔𝑘

]︂
,

𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾; (8)

2) дискретная линейная динамическая система для модели (1), (2), (4):⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
𝑐𝑘3
...

𝑐𝑘𝑁−2

𝑐𝑘𝑁−1

𝑐𝑘𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎2 𝑎1 0 . . . 0 0 0
𝑎1 𝑎2 𝑎3 . . . 0 0 0
0 𝑎1 𝑎2 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . 𝑎2 𝑎3 0
0 0 0 . . . 𝑎1 𝑎2 𝑎3
0 0 0 . . . 𝑎4𝑎1 𝑎4𝑎2 𝑎4𝑎3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘−1
1

𝑐𝑘−1
2

𝑐𝑘−1
3
...

𝑐𝑘−1
𝑁−2

𝑐𝑘−1
𝑁−1

𝑐𝑘−1
𝑁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎1 0
0 0
0 0
...

...
0 0
0 0
0 𝑎5

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[︂
𝑓𝑘−1

𝑔𝑘

]︂
,

𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾; (9)

3) дискретная линейная динамическая система для модели (1), (2), (5):⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘0
𝑐𝑘1
𝑐𝑘2
...

𝑐𝑘𝑁−3

𝑐𝑘𝑁−2

𝑐𝑘𝑁−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎4𝑎1 𝑎4𝑎2 𝑎4𝑎3 . . . 0 0 0
𝑎1 𝑎2 𝑎3 . . . 0 0 0
0 𝑎1 𝑎2 . . . 0 0 0
...

...
...

. . .
...

...
...

0 0 0 . . . 𝑎2 𝑎3 0
0 0 0 . . . 𝑎1 𝑎2 𝑎3
0 0 0 . . . 0 𝑎1 𝑎2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐𝑘−1
0

𝑐𝑘−1
1

𝑐𝑘−1
2
...

𝑐𝑘−1
𝑁−3

𝑐𝑘−1
𝑁−2

𝑐𝑘−1
𝑁−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑎5 0
0 0
0 0
...

...
0 0
0 0
0 𝑎3

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
[︂
𝑓𝑘

𝑔𝑘−1

]︂
,

𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾. (10)

Системы (8), (9) и (10) являются дискретными линейными динамически-
ми системами с постоянными матрицами, в которых значения функций 𝑓(𝑡)
и 𝑔(𝑡) входят в двумерный вектор входных сигналов (воздействий).

Модель измерителя зададим в виде

𝑧𝑘 = 𝐻𝑐𝑘 + 𝜉𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾, (11)
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где 𝐻 ∈ R𝑚×𝑛 — матрица измерений, определяющая структуру измерителя;
𝑛— количество компонент вектора состояния 𝑐𝑘, а 𝑚— количество его изме-
ряемых компонент; 𝜉𝑘 ∈ R𝑚 — погрешность измерителя.

3. Этап I: Идентификация неизвестного вектора параметров 𝜃
дискретной линейной стохастической модели по известным вход-
ным и выходным данным. Обозначим через 𝜃 неизвестный (в общем слу-
чае векторный) параметр линейной динамической системы (8), (9) или (10),
который необходимо идентифицировать по доступным измерениям (11).

Дискретные модели конвекции–диффузии–реакции (8), (9) или (10) с мо-
делью измерителя (11) можно представить в общем виде:{︂

𝑐𝑘 = 𝐹 (𝜃)𝑐𝑘−1 +𝐵(𝜃)𝑢𝑘−1,
𝑧𝑘 = 𝐻𝑐𝑘 + 𝜉𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾,

(12)

где 𝜃 = (𝑣, 𝛼, 𝛽, 𝜆)⊤ ∈ R4 — неизвестный векторный параметр, 𝑐𝑘 ∈ R𝑛 — век-
тор состояния, 𝑢𝑘 ∈ R𝑟 — вектор входных сигналов (воздействий), 𝑧𝑘 ∈ R𝑚 —
вектор измерений. Предположим, что шаги пространственно-временной сет-
ки Δ𝑥 и Δ𝑡 заданы, в уравнении измерений аддитивный шум 𝜉𝑘 ∈ R𝑚 являет-
ся последовательностью нормально распределенных независимых случайных
векторов с нулевым математическим ожиданием и известной положительно
определенной ковариационной матрицей 𝑅 ∈ R𝑚×𝑚. Матрицы 𝐹 (𝜃) ∈ R𝑛×𝑛,
𝐵(𝜃) ∈ R𝑛×𝑟, входящие в уравнение состояния модели, зависят от парамет-
ра 𝜃.

Рассмотрим задачу параметрической идентификации модели (12) по до-
ступным измерениям 𝑧𝑘 с целью оценки неизвестного (векторного) парамет-
ра 𝜃.

На этапе I предполагаем, что функции 𝑓(𝑡) и 𝑔(𝑡), входящие в гранич-
ные условия (3), (4) или (5), известны. Последнее означает, что в соответ-
ствующей дискретной модели (12) вектор 𝑢𝑘 представляет собой известный
тестовый сигнал. Требуется вычислить оценку 𝜃* неизвестного параметра 𝜃
по известным входным сигналам 𝑈𝐾−1

0 = {𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝐾−1} и выходным дан-
ным измерений 𝑍𝐾

1 = {𝑧1, . . . , 𝑧𝐾} в соответствии с выбранным критерием
качества идентификации 𝒥 (𝜃;𝑍𝐾

1 , 𝑈
𝐾−1
0 ).

Указанная задача параметрической идентификации сводится к решению
задачи нелинейного программирования

𝜃min = argmin
𝜃∈𝐷(𝜃)

𝒥 (𝜃;𝑍𝐾
1 , 𝑈

𝐾−1
0 ), (13)

где 𝐷(𝜃) ⊆ R4 — область определения параметра 𝜃. Таким образом, оценку 𝜃*

определим как 𝜃* = 𝜃min.
Область 𝐷(𝜃) допустимых значений параметра 𝜃 определяется из условий

сходимости его оценок при решении задачи (13). Для дискретных линейных
стохастических систем вида (12) общие условия сходимости известны и опре-
делены в [12, Леммы 2.1 и 3.1]. В данной работе предполагаем, что область
𝐷(𝜃) является компактом в R4 и удовлетворяет указанным условиям сходимо-
сти для рассматриваемого класса моделей: ∀𝜃 ∈ 𝐷(𝜃) дискретная модель (12)
является полностью управляемой и наблюдаемой, а элементы матриц 𝐹 (𝜃)
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и 𝐵(𝜃) — непрерывно дифференцируемые по 𝜃 функции. Например, свой-
ство полной наблюдаемости обеспечивается выполнением следующего усло-
вия [31]:

rankℳ𝐷𝑇𝐼(𝜃) = 𝑛, (14)

где

ℳ𝐷𝑇𝐼(𝜃) =
[︀
𝐻⊤ (𝐻𝐹 (𝜃))⊤ (𝐻𝐹 2(𝜃))⊤ · · · (𝐻𝐹𝑛−1(𝜃))⊤

]︀⊤ (15)

есть матрица наблюдаемости модели (12). Условие (14) накладывает ограни-
чения на выбор структуры измерителя, определяемой матрицей 𝐻.

Задача выбора оптимальной структуры измерителя с минимальным ко-
личеством сенсоров может быть решена путем анализа свойства полной на-
блюдаемости линейной динамической системы с учетом (14). В частности,
в [27] показано, что для идентификации параметров моделей конвективно-
диффузионного переноса достаточно всего лишь двух сенсоров. Из (15) сле-
дует, что очевидным является выбор 𝐻 в форме единичной матрицы, что
означает наличие 𝑛 сенсоров для сбора данных измерений.

Для нахождения решения задачи (13) можно использовать известные чис-
ленные методы оптимизации: градиентный метод, метод Ньютона, метаэври-
стические методы (например, генетический алгоритм или метод имитации
отжига) и др. [15]. Готовые программные реализации данных методов, как
правило, требуют от пользователя задания начального значения параметра 𝜃,
ограничений на переменные и описания целевой функции. Вопрос выбора
конкретного численного метода оптимизации зависит от специфики решае-
мой задачи.

В качестве целевой функции для решения задачи численной минимизации
(13) выберем отрицательную логарифмическую функцию правдоподобия [7]

𝒥𝐿𝑅(𝜃;𝑍𝐾
1 , 𝑈

𝐾−1
0 ) =

𝐾𝑚

2
ln(2𝜋)+

1

2

𝐾∑︁
𝑘=1

{︀
ln |Σ𝜈,𝑘(𝜃)|+𝜈⊤𝑘 (𝜃)Σ−1

𝜈,𝑘(𝜃)𝜈𝑘(𝜃)
}︀
, (16)

где вектор невязки измерений 𝜈𝑘(𝜃) = 𝑧𝑘 − 𝐻𝑐𝑘(𝜃) и его ковариационную
матрицу Σ𝜈,𝑘(𝜃) = 𝐸

{︀
𝜈𝑘(𝜃)𝜈

⊤
𝑘 (𝜃)

}︀
при заданных значениях параметра 𝜃 вы-

числяют по известным уравнениям фильтра Калмана [32].
Следует отметить, что ранее решение задачи параметрической иденти-

фикации моделей конвективно-диффузионного переноса с известными гра-
ничными условиями с помощью метода максимального правдоподобия на ос-
нове стандартного фильтра Калмана получено в [26]. Решение задачи па-
раметрической идентификации скорости конвекции в модели конвективно-
диффузионного переноса с помощью метаэвристических алгоритмов рассмот-
рено в [24] также с применением стандартного алгоритма Калмана. В [27]
предложен новый подход к идентификации параметров дискретных моделей
конвективно-диффузионного переноса на основе численно устойчивого SVD-
фильтра Калмана. Предложенные ранее решения могут быть использованы
для реализации первого этапа комбинированного метода идентификации мо-
делей конвекции–диффузии–реакции.
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4. Этап II: Численная идентификация неизвестных граничных
условий. На втором этапе оценку параметра дискретной модели (12) считаем
известной, т. е. 𝜃 = 𝜃*, а вектор 𝑢𝑘, соответствующий граничным условиям (3),
(4) или (5), неизвестным.

Рассмотрим следующую модель дискретной стохастической системы{︂
𝑐𝑘 = 𝐹 (𝜃*)𝑐𝑘−1 +𝐵(𝜃*)𝑢𝑘−1,
𝑧𝑘 = 𝐻𝑐𝑘 + 𝜉𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . . ,𝐾,

(17)

где 𝜃* — оценка параметра модели, вычисленная на этапе I; 𝑐𝑘 ∈ R𝑛 — вектор
состояния; 𝑢𝑘 ∈ R𝑟 — вектор неизвестных входных воздействий; 𝑧𝑘 ∈ R𝑚 —
вектор доступных измерений. Предположим, что погрешность измерителя
𝜉𝑘 ∈ R𝑚, как и на первом этапе, имеет характеристики 𝜉𝑘 ∼ 𝒩 (0, 𝑅).

Рассмотрим задачу идентификации вектора 𝑢𝑘 модели (17) по доступным
измерениям 𝑍𝐾

1 с одновременным оцениванием вектора состояния 𝑐𝑘. По-
скольку мы предполагаем, что априорная информация об эволюции входного
сигнала отсутствует, для решения задачи идентификации будем использовать
подход, разработанный С. Гиллейнсом и Б. Де-Мором [16].

Алгоритм Гиллейнса – Де-Мора состоит из трех последовательных шагов,
повторяемых в цикле:

1) обновление оценки вектора состояния по времени;
2) оценка вектора неизвестного входного воздействия;
3) обновление оценки вектора состояния по текущим измерениям.
В работе [16] рассмотрены два варианта алгоритма, в которых шаги 1 и 2

совпадают, а шаги 3 различаются. В первом варианте на шаге 2 получается
MVU-оценка (MVU — minimum-variance unbiased) вектора �̂�𝑘−1, а на шаге 3 —
несмещенная оценка вектора состояния 𝑐𝑘. Во втором варианте алгоритма на
шаге 3 за счет более сложных вычислений получается MVU-оценка вектора
состояния. Алгоритмы требуют выполнения условия

rank𝐻𝐵(𝜃*) = rank𝐵(𝜃*) = 𝑟, (18)

где 𝑟 — размер вектора 𝑢𝑘.
Условие (18) является достаточным для существования несмещенной оцен-

ки вектора состояния в алгоритмах одновременного оценивания вектора со-
стояния и неизвестных входных сигналов [16,18].

Отметим, что ранее решение задачи идентификации неизвестных гранич-
ных условий в модели конвективно-диффузионного переноса на основе ал-
горитмов Гиллейнса – Де-Мора рассматривалось в [25, 29]. В [28] получена
квадратно-корневая модификация алгоритма Гиллейнса – Де-Мора. Предло-
женные ранее решения могут быть использованы для реализации второго эта-
па комбинированного метода идентификации моделей конвекции–диффузии–
реакции.

5. Численные эксперименты. Рассмотрим идентификацию парамет-
ров модели вида (1), (2), (4):

𝜕𝑐(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+ 𝑣

𝜕𝑐(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝛼

𝜕2𝑐(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝛽𝑐(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ [0; 1], 𝑡 ∈ [0; 1];
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𝑐(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥);

𝑐(0, 𝑡) = 𝑓(𝑡),
𝜕𝑐(1, 𝑡)

𝜕𝑥
= −𝜆[𝑐(1, 𝑡)− 𝑔(𝑡)],

где 𝑣 = 3, 𝛼 = 0.8, 𝛽 = 4, 𝜆 = 0.5, 𝜙(𝑥) ≡ 0.
Процесс идентификации будем моделировать в системе MATLAB. Зададим

в рассматриваемой области пространственно-временную сетку c 11 узлами
по оси 𝑂𝑥 и 201 узлом по оси 𝑂𝑡 (Δ𝑥 = 0.1, Δ𝑡 = 0.005) и получим реше-
ние прямой задачи методом конечных разностей. Смоделируем зашумленные
измерения в узлах пространственной сетки 𝑥 = 0.1, 0.2, . . . , 1, соответствую-
щих всем компонентам вектора состояния 𝑐𝑘1, 𝑐𝑘2, . . ., 𝑐𝑘10. Матрица измерений
имеет вид 𝐻 = 𝐼10.

Пусть функции, входящие в граничные условия, известны: 𝑓(𝑡) = 𝑔(𝑡) ≡ 5.
На рис. 2 приведены графики решения прямой задачи и смоделированных
измерений с матрицей ковариации шума 𝑅 = 0.052𝐼10.

Рис. 2. Графики решения задачи (a) и зашумленных измерений (b)
[Figure 2. Plots of the solution (a) and noisy measurements (b)]

Минимизация критерия идентификации (16) выполнялась при помощи
функции fmincon. Проведенные эксперименты показали, что точность иден-
тификации параметров зависит как от вида дискретизации пространствен-
но-временной области и уровня шума, так и от выбора граничных условий,
начального решения, настроек функции минимизации и других факторов.
В таблице приведены результаты идентификации параметров для различ-
ных значений уровня шума 𝑅 по результатам 100 экспериментов (𝜇— сред-
нее значение, 𝜎2 — дисперсия, RMSE — среднеквадратичная ошибка, MAPE —
средняя абсолютная процентная ошибка). Поиск значений каждого парамет-
ра осуществлялся на отрезке [0.01; 5]. В качестве начального решения выби-
ралась середина отрезка. Основные параметры функции fmincon: Specify-
ObjectiveGradient = false, Algorithm = sqp, MaxFunctionEvaluations = 500.

Результаты экспериментов показывают, что с уменьшением уровня шума
в измерителе точность идентификации параметров возрастает. При этом па-
раметр 𝛽 идентифицируется хуже всех, что может быть объяснено малым
вкладом слагаемого 𝑟2 в коэффициент 𝑎2 дискретной модели.

Используем идентифицированные значения параметров 𝑣, 𝛼, 𝛽, 𝜆 (в таб-
лице выделены жирным) для оценивания значений неизвестных функций 𝑓(𝑡)
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Результаты идентификации [Identification results]

𝑅 Parameter 𝜇 𝜎2 RMSE MAPE

0.052𝐼10

𝑣 2.990654 0.018655 0.136219 3.527277
𝛼 0.794360 0.000096 0.011265 1.131970
𝛽 2.628127 5.509623 2.708609 56.280028
𝜆 0.500398 0.000097 0.009822 1.589091

0.012𝐼10

𝑣 2.995260 0.001055 0.032662 0.863970
𝛼 0.798047 0.000032 0.005990 0.570405
𝛽 3.516434 2.039151 1.500865 28.702054
𝜆 0.500095 0.000004 0.001965 0.318911

0.0052𝐼10

𝑣 2.998785 0.000287 0.016914 0.445395
𝛼 0.799324 0.000010 0.003165 0.313788
𝛽 3.834971 0.611877 0.795608 15.794188
𝜆 0.500047 0.000001 0.000982 0.159357

Definition: 𝑅 is the noise covariance matrix; 𝜇 is the mean of data set; 𝜎 is the standard devi-
ation; RMSE is the root mean square error; MAPE is the mean absolute percentage error

и 𝑔(𝑡), входящих в граничные условия.
Пусть 𝑓(𝑡) = 4 |3𝑡− ⌊3𝑡+ 0.5⌋| (треугольная волна с периодом 1/3 и ам-

плитудой 2), 𝑔(𝑡) = 𝑡.
Зададим в рассматриваемой области пространственно-временную сетку

c 9 узлами по оси 𝑂𝑥 и 201 узлом по оси 𝑂𝑡 (Δ𝑥 = 0.125, Δ𝑡 = 0.005) и по-
лучим решение прямой задачи методом конечных разностей. Смоделируем
зашумленные измерения в узлах пространственной сетки 𝑥 = 0.125 и 𝑥 = 1,
соответствующих компонентам вектора состояния 𝑐𝑘1 и 𝑐𝑘8. В этом случае мат-
рица измерений имеет вид

𝐻 =

[︂
1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1

]︂
.

На рис. 3 приведены графики решения прямой задачи и смоделированных
измерений с матрицей ковариации шума 𝑅 = 0.012𝐼2.

Для одновременного оценивания значений решения, а также функций 𝑓(𝑡)
и 𝑔(𝑡) используем алгоритм Гиллейнса – Де-Мора, результаты работы кото-
рого представлены на рис. 4. Из приведенных графиков видно, что значения
функции 𝑓(𝑡) оцениваются точнее, чем значения функции 𝑔(𝑡) (RMSE𝑓 =
= 0.034908, RMSE𝑔 = 0.175363).

Для сравнения заменим в рассматриваемой модели левое граничное усло-
вие на условие третьего рода

𝜕𝑐(0, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝜆[𝑐(0, 𝑡)− 𝑓(𝑡)]

и снова воспользуемся алгоритмом Гиллейнса – Де-Мора. Соответствующие
графики приведены на рис. 5, 6. В данном случае ошибки оценивания зна-
чений 𝑓(𝑡) и 𝑔(𝑡) имеют одинаковый порядок (RMSE𝑓 = 0.184948, RMSE𝑔 =
= 0.175259).

6. Заключение. В работе предложен новый комбинированный двухэтап-
ный метод параметрической идентификации моделей тепломассопереноса,
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Рис. 3. Графики решения задачи (a) и зашумленных измерений (b)
[Figure 3. Plots of the solution (a) and noisy measurements (b)]

Рис. 4. Оценки 𝑓(𝑡) (a), 𝑔(𝑡) (b) и решения задачи (c)
[Figure 4. Estimates of 𝑓(𝑡) (a), 𝑔(𝑡) (b) and solution (c)]
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Рис. 5. Графики решения задачи (a) и зашумленных измерений (b)
[Figure 5. Plots of the solution (a) and noisy measurements (b)]

Рис. 6. Оценки 𝑓(𝑡) (a), 𝑔(𝑡) (b) и решения задачи (c)
[Figure 6. Estimates of 𝑓(𝑡) (a), 𝑔(𝑡) (b) and solution (c)]
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на примере идентификации математических моделей конвекции–диффузии–
реакции с неизвестными граничными условиями при наличии случайных по-
мех в измерениях значений искомой функции 𝑐(𝑥, 𝑡). Решение заключается
в переходе от исходной модели, описываемой уравнениями в частных про-
изводных, к дискретной линейной стохастической модели в пространстве со-
стояний с неизвестными входными сигналами и разработке комбинирован-
ного двухэтапного метода идентификации, основанного на последовательном
применении метода минимизации критерия идентификации безградиентного
типа и рекуррентного метода одновременного оценивания вектора состояния
и неизвестных входных сигналов.

Предложенный комбинированный двухэтапный метод параметрической
идентификации является новым, поскольку, во-первых, он представляет ком-
бинацию двух принципиально различных методов идентификации, во-вторых,
для класса математических моделей, представленных уравнениями в частных
производных, данный метод построен и применен впервые.

Основными результатами работы являются:
1) новые дискретные линейные стохастические модели конвекции–диффу-

зии–реакции для разных типов граничных условий;
2) общая схема процесса параметрической идентификации, включающая

поэтапную идентификацию неизвестных параметров математической
модели и идентификацию неизвестных граничных условий.

С целью проверки работоспособности предложенного подхода построена
компьютерная модель конвекции–диффузии–реакции и выполнена реализа-
ция всех алгоритмов на языке MATLAB. Идентификация параметров прово-
дилась безградиентным численным методом минимизации критерия иденти-
фикации, а идентификация граничных условий — рекуррентным алгорит-
мом Гиллейнса – Де-Мора. Проведена серия вычислительных экспериментов,
результаты которых подтверждают работоспособность предложенного реше-
ния.

Полученные результаты могут быть использованы не только при иссле-
довании процессов тепломассопереноса, но также при решении задач иденти-
фикации параметров моделей дискретных стохастических систем с неизвест-
ными входными сигналами и при наличии случайных помех.
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Abstract

The study considers mathematical models described by partial differen-
tial equations, namely, convection-diffusion-reaction models, which are re-
lated to heat and mass transfer models and are used in the study of natural
and technogenic processes. For this class of models, the actual problem is
to identify both the model parameters itself and the boundary conditions
included in it based on the results of measuring the values of the desired
function at certain points of the area under consideration. The problem is
complicated by the presence of incomplete measurements distorted by ran-
dom noise.

The solution is to develop a combined two-stage identification method
based on the sequential application of a gradient-free identification criterion
minimization method and a recurrent method for estimating unknown input
signals. To apply the above methods, a transition is made from the original
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model described by partial differential equations to a discrete linear stochas-
tic state-space model in which unknown boundary conditions are treated as
unknown input signals.

In this paper, new discrete linear stochastic models of convection–diffu-
sion–reaction are constructed for three different types of boundary condi-
tions. A general scheme of the parameter identification process is proposed,
including two-stage identification of unknown parameters of a mathematical
model and identification of unknown boundary conditions.

To test the efficiency of the proposed method, computer models of con-
vection–diffusion–reaction were built and all algorithms were implemented
in MATLAB. A series of computational experiments was carried out, the results
of which showed that the developed two-stage combined scheme allows one
to identify the parameters of the original model, the values of the functions
included in the boundary conditions, and also to calculate estimates of the
function, which describes the process of convection–diffusion–reaction given
incomplete noisy measurements.

The results obtained can be used not only in the study of heat and mass
transfer processes, but also in solving problems of identifying the model
parameters of discrete-time stochastic systems with unknown input signals
and in the presence of random noise.

Keywords: convection–diffusion–reaction models, parameter identification,
quadratic identification criterion, discrete-time linear state-space stochastic
model, estimation of unknown inputs.
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