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Аннотация

При изучении свойств твердых растворов на основе железа мето-
дом мессбауэровской спектроскопии возникает проблема интерпретации
результатов обработки экспериментальных данных в рамках традици-
онной математической модели. Поскольку для разупорядоченных, на-
пример в результате механоактивации, твердых растворов характерно
наличие ансамбля различных локальных атомных конфигураций, то со-
ответствующие им мессбауэровские спектры содержат большое количе-
ство смещенных относительно друг друга спектральных составляющих
с близкими значениями параметров сверхтонкого взаимодействия. При
этом величина и знак смещения определяются многими факторами: ко-
личественным распределением атомов каждого сорта в координацион-
ных сферах, симметрией их распределения относительно оси квантова-
ния, возможным локальным смещением относительно среднестатисти-
ческого положения в кристаллографической структуре и т.д. Аналити-
чески учесть все эффекты смещения в математической модели, как пра-
вило, невозможно.

Предложенная расширенная математическая модель описания месс-
бауэровских спектров твердых растворов позволяет учесть смещения
спектральных составляющих посредством введения в модель функции
нормального распределения Гаусса, описывающей статистический набор
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Расширенная математическая модель обратной задачи ядерного гамма-резонанса . . .

локальных искажений. Ширина распределения Гаусса позволяет оце-
нить степень локальных искажений кристаллической решетки, возни-
кающих из-за различий в размерах атомов смешиваемых компонентов,
локальных искажений структуры и симметрии окружения резонансного
атома.

Обратная задача ядерного гамма-резонанса выражается интеграль-
ным уравнением Фредгольма 1 рода и является некорректно поставлен-
ной задачей с априорными ограничениями на искомое решение. Введе-
ние в ядро интегрального уравнения двух функций Гаусса с неизвестны-
ми априори ширинами линий приводит к проблеме решения уравнения
классическими методами. В работе предложен алгоритм получения до-
стоверного решения, опирающийся на метод регуляризации Тихонова с
коррекцией параметров ядра интегрального уравнения. Достоверность
и информативность расширенной математической модели обратной за-
дачи ядерного гамма-резонанса продемонстрирована на примерах иссле-
дования реальных объектов.

Ключевые слова: обратная задача ядерного гамма-резонанса, твер-
дый раствор, вероятность атомной конфигурации, математическая мо-
дель, интегральное уравнение Фредгольма 1 рода.

Получение: 5 сентября 2023 г. / Исправление: 20 ноября 2023 г. /
Принятие: 15 декабря 2023 г. / Публикация онлайн: 16 августа 2024 г.

1. Введение. Твердые растворы являются основой важнейших конструк-
ционных и нержавеющих сталей, бронз, латуней, алюминиевых и магниевых
сплавов высокой прочности. Свойства твердых растворов регулируются их
составом, термической или термомеханической обработкой [1–3]. Получение
материалов с заданными свойствами невозможно без знания их микрострук-
туры. Как известно, при смешении компонентов твердого раствора имеют
место локальные искажения кристаллической решетки, возникающие из-за
различий в размерах атомов смешиваемых компонентов [4, 5]. При изуче-
нии свойств твердых растворов, содержащих железо, традиционно применя-
ется метод мессбауэровской спектроскопии в виде обратной задачи ядерно-
го гамма-резонанса. Классическая математическая модель обратной задачи
ядерного гамма-резонанса представляет собой интегральное уравнение Фред-
гольма 1 рода с функцией Лоренца в качестве интегрального ядра и набором
параметров, характеризующих сверхтонкую структуру [6, 7]. Однако опыт
исследования разупорядоченных, например в результате механоактивации,
твердых растворов бинарных и особенно многокомпонентных систем мето-
дом мессбауэровской спектроскопии показал, что применение такой матема-
тической модели не обеспечивает корректность результатов [8–11]. Очевидно,
что невозможность достоверной интерпретации мессбауэровских спектров за-
трудняет изучение свойств этих материалов и их дальнейшее использование.

Известно, что для структуры твердых растворов характерно наличие ан-
самбля различных локальных атомных конфигураций, а для твердых рас-
творов на основе Fe в ОЦК (объемно-центрированной кубической) решетке
возможно формирование различных типов твердых растворов (рис. 1). Осо-
бенно много различных локальных атомных конфигураций возникает в разу-
порядоченных твердых растворах многокомпонентных систем. В результате
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Рис. 1. Решетка чистого металла А (a); твердый раствор замещения (атом металла А
заменили на атом типа В) (b); твердый раствор внедрения (атомы С внутри решетки ме-

талла А) (с)
[Figure 1. Lattice of pure metal A (a); substitutional solid solution (a metal atom A is replaced
by a type B atom) (b); interstitial solid solution (C atoms are inside the lattice of metal A) (c)]

мессбауэровские спектры таких материалов являются суперпозицией доста-
точно большого количества смещенных относительно друг друга резонанс-
ных линий с близкими значениями параметров сверхтонкого взаимодействия
[12–14]. При этом величина и знак смещения определяются многими фак-
торами: количественным распределением атомов каждого сорта в координа-
ционных сферах, симметрией их распределения относительно оси квантова-
ния, возможным локальным смещением относительно среднестатистического
положения в кристаллографической структуре и т.д. Аналитически учесть
все эффекты смещения в математической модели, как правило, невозможно.
Поэтому для обработки экспериментальных данных с удовлетворительной
точностью экспериментаторы используют интегральную форму линии [15–
18]: модифицированную функцию Лоренца; суперпозицию двух смещенных
линий Лоренца; функцию псевдо-Фойгта (линейная комбинация распреде-
лений Лоренца и Гаусса с весами) и т.д. В ряде работ [12, 13, 19–21] для
описания случайного распределения атомов в ближайшем окружении резо-
нансного атома предлагается использовать свертку функций Лоренца и Гаус-
са — функцию Фойгта. Однако в работе [22] показано, что применения одной
функции Гаусса недостаточно для описания возможных локальных искаже-
ний кристаллической решетки: на функции распределения сверхтонкого маг-
нитного поля 𝑃 (𝐻) определяется избыточное количество локальных макси-
мумов и возникает проблема их идентификации (рис. 2,b). При интерпрета-
ции функции распределения основное внимание уделяется следующим свой-
ствам: количество локальных максимумов (указывает на количество спек-
тральных составляющих, соответствующих локальным атомным конфигура-
циям c𝐾 атомами второго или третьего компонента в ближайшем окружении
резонансного атома Fe), их положение (характеризует величину локального
магнитного поля 𝐻𝐾) и вероятности 𝑃𝐾 . Только применение двух функций
Гаусса в математической модели обратной задачи ядерного гамма-резонан-
са позволяет получать количество локальных максимумов, соответствующих
биномиальному распределению локальных атомных конфигураций с атома-
ми в ближайшем атомном окружении для ОЦК решетки с координационным
числом 𝑍 = 8 (рис. 2, c).

Обратная задача ядерного гамма-резонанса выражается интегральным
уравнением Фредгольма 1 рода и является некорректно поставленной за-
дачей с априорными ограничениями на искомое решение [7, 23]. Введение
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Рис. 2. Обработка мессбауэровского спектра системы Fe75Al10Si15 (слева) в рамках разных
моделей спектральных составляющих (справа): функция Лоренца (𝜒2 ≫ 1) (a); свертка

функций Лоренца и Гаусса (b); свертка функции Лоренца и двух функций Гаусса (c)
[Figure 2. Processing of the Mössbauer spectrum of the Fe75Al10Si15 system (left) by different
models of spectral components (right): Lorentz function (𝜒2 ≫ 1) (a); convolution of Lorentz
and Gaussian functions (b); convolution of Lorentz function and two Gaussian functions (c)]

в ядро интегрального уравнения свертки функции Фойгта с еще одной функ-
цией Гаусса с априори неизвестной шириной осложняет задачу вычисления
интеграла. Для решения уравнения с одной функцией Фойгта используют
различные методы приближенных вычислений: разложение в ряд, представ-
ление в комплексном виде и преобразование Фурье, аппроксимация псевдо-
Фойгтом с весовыми множителями и др. [13, 17, 24]. В рамках математиче-
ски обоснованного и успешно применяемого метода регуляризации Тихоно-
ва замена функции Лоренца на свертку функций Фойгта и Гаусса не пред-
ставляет особой сложности [25–28]. Более того, замена непрерывной задачи
разностным аналогом позволяет определять ширину распределения Гаусса
методом коррекции параметров [22, 29]. В работе представлена расширенная
математическая модель обратной задачи ядерного гамма-резонанса, описана
методика получения достоверного решения методом регуляризации Тихоно-
ва с коррекцией параметров и доказана достоверность и информативность
применения расширенной модели.

2. Расширенная математическая модель. Мессбауэровский спектр
формируется в результате регистрации резонансного поглощения, излучения
и рассеяния гамма-квантов ядрами атомов твердого тела и описывается су-
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перпозицией функций Лоренца [6]:

𝑌 (𝑉 ) = 𝑌 (∞)

[︂
1−

6∑︁
𝑙

𝐿(𝑉 − 𝑉𝑙(𝐻))

]︂
,

𝐿(𝑉 − 𝑉𝑙(𝐻)) =
𝐼𝑙

1 + 4(𝑉 − 𝑉𝑙(𝐻))2/Γ2
𝐿

. (1)

Здесь 𝑉 — относительная скорость источника мессбауэровского излучения;
𝑌 (∞)— количество импульсов в отсутствие резонансного поглощения, фоно-
вая составляющая; 𝐼𝑙 — интенсивность 𝑙-й линии поглощения (при 𝑙 = 6 суще-
ствует шесть разрешенных энергетических переходов и формируется магнит-
ное сверхтонкое взаимодействие); Γ𝐿 — ширина линии поглощения; 𝑉𝑙(𝐻)—
положение резонанса на шкале скорости:

𝑉𝑙(𝐻) = 𝑆𝑙𝑉 (𝐻) + 𝑉 (𝛿𝐻 , 𝑄𝐻),

где 𝐻 — сверхтонкое магнитное поле на ядре атома (СТМП); 𝑆𝑙 — коэффици-
енты энергетических переходов, попарно различные для 1 и 6 линии спектра,
2 и 5, 3 и 4; 𝛿𝐻 , 𝑄𝐻 — параметры сверхтонкого взаимодействия, характери-
зующие смещения спектральных составляющих; их значения априори неиз-
вестны [7].

Обратная задача ядерного гамма-резонанса в случае непрерывного рас-
пределения СТМП и экспериментальных исследований описывается матема-
тической моделью в виде интегрального уравнения Фредгольма 1 рода:

∫︁ 𝐻max

𝐻min

6∑︁
𝑙

𝐿(𝑉 − 𝑉𝑙(𝐻))𝑃 (𝐻)𝑑𝐻 = 𝑌𝜎(𝑉 ), 𝑉 ∈ [𝑉min, 𝑉max], (2)

где 𝑌𝜎(𝑉 ) = 𝑌 (𝑉 ) + 𝜎— экспериментальный спектр со статистической ошиб-
кой 𝜎 =

√
𝑀 ; 𝑀 — экспериментальная фоновая составляющая; 𝑃 (𝐻)— ис-

комое распределение сверхтонкого магнитного поля 𝐻; 𝐿(𝑉 )— функция Ло-
ренца (1), полученная в результате калибровки оборудования; [𝑉min, 𝑉max]—
интервал скорости при проведении эксперимента; [𝐻min, 𝐻max]— интервал су-
ществования СТМП.

На искомую функцию распределения 𝑃 (𝐻) накладываются априорные
ограничения, обусловленные вероятностными свойствами функции и физи-
ческим смыслом решения задачи:

1) 𝑃 (𝐻) ∈𝑊 1
2 [𝐻min, 𝐻max]— непрерывно дифференцируемая функция;

‖𝑃 (𝐻)‖𝑊 1
2
=

(︂∫︁ 𝐻max

𝐻min

𝑃 2(𝐻)𝑑𝐻 +

∫︁ 𝐻max

𝐻min

(︁ 𝑑𝑃
𝑑𝐻

)︁2
𝑑𝐻

)︂1/2

;

2) граничные условия:

𝑃 (𝐻min) = 0 или
𝑑𝑃

𝑑𝐻
(𝐻min) = 0, 𝑃 (𝐻max) = 0 или

𝑑𝑃

𝑑𝐻
(𝐻max) = 0;
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3) условие нормировки: ∫︁ 𝐻max

𝐻min

𝑃 (𝐻)𝑑𝐻 = 1; (3)

4) неотрицательность решения: 𝑃 (𝐻) > 0 на [𝐻min, 𝐻max].
Для решения этой задачи применяются методы многопараметрической

подгонки [31, 25] и методы регуляризации в сочетании с итерационными ал-
горитмами обеспечения априорных ограничений [32–35]. Для обработки месс-
бауэровских спектров, характерных для разупорядоченных твердых раство-
ров, в качестве элементарной спектральной составляющей необходимо ис-
пользовать свертку функции калибровочного Лоренца с двумя функциями
Гаусса, которые описывают статистические наборы локальных атомных кон-
фигураций с различными значениями сверхтонких параметров. Одна функ-
ция Гаусса описывает наборы смещений, вызванные изомерным сдвигом 𝛿𝐻
и квадрупольным расщеплением 𝑄𝐻 , а другая — доплеровское смещение
СТМП 𝑆𝑙𝐻. В результате расширенная модель обратной задачи ядерного
гамма-резонанса (2) записывается в виде интегрального уравнения:

∫︁ 𝐻max

𝐻min

6∑︁
𝑙=1

𝐹 (𝑉 − 𝑉𝑙(𝐻))𝑃 (𝐻)𝑑𝐻 = 𝑌 (𝑉 ), (4)

где ядром является функция двойной свертки:

𝐹 (𝑉 − 𝑉𝑙(𝐻)) =

∫︁
𝑉 ′

∫︁
𝑉 ′′(𝐻)

𝐿
(︀
𝑉 − 𝑉 ′(𝛿𝐻 , 𝑄𝐻)− 𝑆𝑙(𝑉 (𝐻)− 𝑉 ′′(𝐻)),Γ𝐿

)︀
×

×𝐺1

(︀
𝑉 ′(𝛿𝐻 , 𝑄𝐻)− 𝑉 (𝛿𝐻 , 𝑄𝐻),Γ𝐺1

)︀
𝐺2

(︀
𝑉 (𝐻)− 𝑉 ′′(𝐻),Γ𝐺2

)︀
𝑑𝑉 ′𝑑𝑉 ′′(𝐻), (5)

𝐺1(𝑉
′ − 𝑉,Γ𝐺1) =

𝐴𝑚1√
2𝜋Γ𝐺1

exp
[︁
−
(︀
𝑉 ′(𝛿𝐻 , 𝑄𝐻)− 𝑉 (𝛿𝐻 , 𝑄𝐻)

)︀2
2Γ2

𝐺1

]︁
, (6)

𝐺2(𝑉 (𝐻)− 𝑉 ′′(𝐻),Γ𝐺2) =
𝐴𝑚2√
2𝜋Γ𝐺2

exp
[︁
−
(︀
𝑉 (𝐻)− 𝑉 ′′(𝐻)

)︀2
2Γ2

𝐺2

]︁
. (7)

Здесь 𝐿(𝑉 − 𝑉𝑙(𝐻))— линия калибровочного Лоренца с шириной Γ𝐿; функ-
ция Гаусса 𝐺1(𝑉

′ − 𝑉,Γ𝐺1) описывает статистический набор значений сверх-
тонких параметров 𝛿𝐻 , 𝑄𝐻 ; функция Гаусса 𝐺2(𝑉 (𝐻) − 𝑉 ′′(𝐻),Γ𝐺2) харак-
теризует смещения, связанные с СТМП. Интегрирование функций Гаусса
𝐺1 и 𝐺2 с ширинами распределения Γ𝐺1 и Γ𝐺2 проводится на интервалах
[−3Γ𝐺1 , 3Γ𝐺1 ], [−3Γ𝐺2 , 3Γ𝐺2 ], что соответствует вероятности описания распре-
деления 99.7 %.

Для решения уравнения (4) с интегральным ядром (5) используется ме-
тод регуляризации Тихонова с коррекцией параметров ядра интегрального
уравнения [36, 37], разработанный для нахождения параметров сверхтонкого
взаимодействия при решении обратной задачи ядерного гамма-резонанса (2)
с априорными ограничениями на решение (3).
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Если ввести интегральный оператор

𝐴[z̄]𝑃 (𝐻) ≡
∫︁ 𝐻max

𝐻min

6∑︁
𝑙=1

𝐹 (𝑉 − 𝑉𝑙(𝐻), z̄)𝑃 (𝐻)𝑑𝐻,

где z̄ = {𝛿𝐻 , 𝑄𝐻 , 𝐼(2;5),Γ𝐺1 ,Γ𝐺2 , . . . }— вектор неизвестных параметров, то ме-
тод можно описать итерационной процедурой, состоящей из двух этапов:

1) методом регуляризации Тихонова находится 𝑃 𝑘(𝐻) = 𝑃𝑎[z̄
𝑘] как реше-

ние вариационной задачи

min
𝑃 (𝐻)

⃦⃦
𝐴[z̄𝑘]𝑃 𝑘(𝐻)− 𝑌 [z̄𝑘]

⃦⃦2
+ 𝛼

⃦⃦
𝑃 𝑘(𝐻)

⃦⃦2
𝑊 1

2
(8)

при фиксированных значениях вектора параметров на 𝑘-той итерации
и заданном значении параметра регуляризации 𝛼;

2) методом Гаусса—Ньютона решается уравнение невязки относительно
вектора неизвестных параметров при найденном на первом шаге ре-
шении 𝑃 𝑘(𝐻), т.е. вычисляется Δz̄𝑘 как решение задачи

min
Δz̄

⃦⃦⃦⃦(︀
𝐴[z̄𝑘]𝑃 𝑘(𝐻)− 𝑌 [z̄𝑘]

)︀
−

𝑚∑︁
𝑖=1

𝜕(𝐴[𝑧𝑘𝑖 ]𝑃
𝑘(𝐻)− 𝑌 [𝑧𝑘𝑖 ])

𝜕𝑧𝑘𝑖
Δz̄𝑘

⃦⃦⃦⃦
. (9)

Полагая z̄𝑘+1 = z̄𝑘 − Δz̄𝑘, 𝑘 = 𝑘 + 1, повторяем цикл. Начальные зна-
чения неизвестных параметров задаются исходя из априорной информации
z̄ = z̄0. Итерационная процедура заканчивается при условии выполнения
критерия описания экспериментальных данных модельной огибающей — кри-
терия Пирсона 𝜒2 ≈ 1. Минимизация функционала (8) выполняется мето-
дом Эйлера—Лагранжа [37] с учетом граничных условий (3); устойчивость
решения к погрешностям экспериментальных данных обеспечивается требо-
ванием гладкости искомого решения с параметром регуляризации 𝛼 v 𝐶𝜎
(𝐶 = const) [39]. Производные по параметрам в задаче (9) вычисляются
в численном виде с заранее заданными шагами Δ𝑧𝑖 для каждого парамет-
ра 𝑧𝑘𝑖 ∈ z̄𝑘, 𝑖 = 1, 2, . . . ,𝑚, 𝑚— количество неизвестных параметров:

𝜕(𝐴[𝑧𝑖]𝑃 (𝐻))

𝜕𝑧𝑖
≡ 𝐴[𝑧𝑖 +Δ𝑧𝑖]𝑃 (𝐻)−𝐴[𝑧𝑖]𝑃 (𝐻)

Δ𝑧𝑖
. (10)

В результате формируется матрица производных Якоби размерности [количе-
ство искомых параметров × количество экспериментальных точек]. Отличие
расширенной математической модели состоит в том, что ядро интегрального
уравнения (5) является двойной сверткой функции Лоренца и двух функций
Гаусса (6) и (7), ширину которых необходимо найти. В этом случае при вы-
числении матрицы Якоби имеют место производные по ширинам Γ𝐺1 и Γ𝐺2 :

𝜕𝐴[z̄]

𝜕Γ𝐺1

≡
∫︁
𝑉 ′

∫︁
𝑉 ′′(𝐻)

𝐿(𝑉,Γ𝐿)
𝜕𝐺1(𝑉

′ − 𝑉,Γ𝐺1)

𝜕Γ𝐺1

𝐺2(𝑉 − 𝑉 ′′,Γ𝐺2)𝑑𝑉
′𝑑𝑉 ′′, (11)

𝜕𝐴[z̄]

𝜕Γ𝐺2

≡
∫︁
𝑉 ′

∫︁
𝑉 ′′(𝐻)

𝐿(𝑉,Γ𝐿)𝐺1(𝑉
′ − 𝑉,Γ𝐺1)

𝜕𝐺2(𝑉 − 𝑉 ′′,Γ𝐺2)

𝜕Γ𝐺2

𝑑𝑉 ′𝑑𝑉 ′′, (12)
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которые вычисляются при замене уравнения (5) численным аналогом с ис-
пользованием квадратурных формул интегрирования. Минимизация функ-
ционала (9) c частными производными по искомым параметрам (10)–(12)
выполняется методом наименьших квадратов. Размерности сеток по пере-
менным 𝑉 ′, 𝑉 ′′(𝐻) для вычисления функций Гаусса задаются динамически,
согласовано с шагом основной экспериментальной сетки по скорости 𝑉 . Ам-
плитуды функций Гаусса 𝐴𝑚1 и 𝐴𝑚2 обеспечивают площадь, равную 1. Схо-
димость метода Гаусса—Ньютона имеет локальный характер и обусловлена
заданием начальных значений корректируемых параметров, близких к точ-
ным [29], при условии существования решения обратной задачи (4).

3. Моделирование ширины распределений Гаусса. Отдельной за-
дачей является моделирование ширины распределений Гаусса Γ𝐺1 и Γ𝐺2 . Ве-
личина уширения спектральных линий характеризует количество различных
наборов локальных атомных конфигураций и локальных искажений решет-
ки в исследуемом материале. Если величина уширения близка к нулю, т.е.
спектральные линии описываются функцией Лоренца, то твердый раствор
находится в упорядоченном состоянии и количество локальных атомных кон-
фигураций соответствует стехиометрическому соединению [40]. С другой сто-
роны, каждая локальная атомная конфигурация характеризуется своим на-
бором значений сверхтонких параметров и, значит, ширина функции Гаусса
зависит от этих параметров. Ширина распределения Гаусса Γ𝐺1 , связанного
с изомерным сдвигом 𝛿𝐻 и квадрупольным расщеплением 𝑄𝐻 , смоделирова-
на аналогично зависимости самих параметров 𝛿𝐻 , 𝑄𝐻 [7] в виде линейной
функции скорости

Γ𝐺1 = 𝑑+ 𝑒𝑉 (𝛿𝐻 , 𝑄𝐻), (13)

где 𝑑 и 𝑒— параметры подгонки.
Для выяснения вида функциональной зависимости уширения спектраль-

ных линий второй функцией Гаусса была рассмотрена трехкомпонентная си-
стема на основе Fe с двумя сортами атомов второго и третьего компонентов
примеси B1 и B2. Для этой системы были рассчитаны биномиальные вероят-
ности возникновения различных локальных атомных конфигураций в решет-
ке с координационным числом 𝑍 = 8 при соотношении компонентов 0.40/0.60,
0.20/0.80 и 0.05/0.95. Подразумевается, что вклад в смещение сверхтонкого
магнитного поля от атомов сорта B1 отличается от вклада атомов сорта B2.
В этом случае уширение элементарной линии спектра зависит не только от ко-
личества𝐾 атомов B1 и B2, но и от их распределения 𝑃𝐾(B1,B2). По получен-
ным биномиальным вероятностям [22] смоделированы зависимости уширения
линий мессбауэровских спектров от распределения атомов B1 и B2 в первой
координационной сфере 𝐾 = 0÷ 8 при различных соотношениях концентра-
ции атомов (рис. 3). По рисунку видно, что зависимость ширины линии от
количества атомов в общем случае не является линейной. Поэтому в каче-
стве функции, моделирующей уширение линий элементарной спектральной
составляющей, была выбрана логарифмическая зависимость. Для конфигу-
рации с чисто железным окружением 𝐾 = 0 (атомов сортов B1 и B2 нет)
все три зависимости имеют одно значение. Поскольку количество и распре-
деление атомов в ближайшем окружении резонансного атома Fe формирует
величину сверхтонкого магнитного поля, ширину Гауссова распределения Γ𝐺2
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Рис. 3. Зависимости уширения линий мессбауэровских спектров от распределения атомов
двух сортов B1 и B2 примеси в первой координационной сфере при различных соотно-
шениях концентрации B1/B2: ромбики — 0.40/0.60, крестики — 0.20/0.80, треугольники —

0.05/0.95
[Figure 3. Dependences of the line broadening of the Mössbauer spectra on the distribution of
atoms of two types B1 and B2 in the first coordination sphere at different B1/B2 concentration

ratios: diamonds — 0.40/0.60; crosses — 0.20/0.80; triangles — 0.05/0.95]

можно задать логарифмической функцией от 𝑉 (𝐻):

Γ𝐺2 = 𝑏+ 𝑐 ln
(︀
1 + 𝑉 (𝐻0)− 𝑉 (𝐻𝑖)

)︀
. (14)

Здесь 𝐻0 — значение сверхтонкого магнитного поля для конфигурации ато-
мов с чисто железным окружением резонансного атома (𝐻0 = 33 Тл при
комнатной температуре); 𝑏 и 𝑐— являются подгоночными параметрами. Осо-
бенность второй функции Гаусса состоит в ее связи с коэффициентами энер-
гетических переходов 𝑆𝑙, которые уширяют линии спектра попарно различ-
но [40]: 𝑆1 = 𝑆6 = 1.6 (мм/с)/Тл, 𝑆2 = 𝑆5 = 0.92 (мм/с)/Тл, 𝑆3 = 𝑆4 =
= 0.25 (мм/с)/Тл.

Влияние функций Гаусса на уширение спектральных линий Лоренцевой
формы продемонстрировано на рис. 4. Чтобы оценить вклад от уширения
каждой функцией, были использованы формулы определения ширины сверт-
ки двух функций Гаусса и ширины функции Фойгта [41]:

Γ𝐺 =
√︀
Γ𝐺1 + Γ𝐺2 , Γ𝑉 =

Γ𝐿

2
+

√︂
Γ2
𝐿

4
+ Γ2

𝐺.

Уширение линий калибровочного Лоренца шириной Γ𝐿 = 0.27 мм/с функци-
ей Гаусса с одинаковой шириной распределения Γ𝐺1 = 0.20 мм/с для всех ше-
сти линий (13) (результирующая ширина функции Фойгта Γ𝑉 = 0.38 мм/с)
сильно уменьшает амплитуду спектральной линии — практически в 2 раза.
А свертка со второй функцией Гаусса, ширина которой зависит от скорости
c логарифмической зависимостью (14), и учет коэффициентов перехода при-
водит к существенно разному уширению центральных линий (Γ𝑉 = 0.31 мм/с)
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Рис. 4. Смоделированные мессбауэровские спектры с разной шириной спектральных со-
ставляющих: только функция Лоренца; свертка функций Лоренца и Гаусса с одинаковой
шириной для всех линий; свертка функций Лоренца и Гаусса с коэффициентами перехода
[Figure 4. Simulated Mössbauer spectra with different widths of spectral components: Lorentz
function only; convolution of Lorentzian and Gaussian with the same width for all lines; convo-

lution of Lorentzian and Gaussian functions with transition coefficients]

и крайних линий спектра (Γ𝑉 = 0.47 мм/с). Следовательно, уширение линий,
обусловленное СТМП и коэффициентами энергетических переходов, невоз-
можно описать распределением Гаусса с одинаковой шириной для всего спек-
тра.

Важно, что введение функциональных зависимостей в ядро интеграль-
ного уравнения обратной задачи ядерного гамма-резонанса не означает их
обязательного присутствия. Метод регуляризации Тихонова с коррекцией па-
раметров ядра интегрального уравнения выявляет наличие или отсутствие
введенных зависимостей.

4. Достоверность и информативность применения расширенной
модели. Для проверки достоверности предложенной расширенной матема-
тической модели обратной задачи ядерного гамма-резонанса использовались
мессбауэровские спектры тестовых объектов: твердого раствора состава
Fe75Ge25 в разупорядоченном и упорядоченном состоянии [5] и разупоря-
доченный твердый раствор трехкомпонентной системы Fe75Al10Si15. Твер-
дые растворы получены механическим измельчением в шаровой планетар-
ной мельнице Pulverisette 7 в среде аргона в течение 40 ч, упорядоченное
состояние обеспечено путем отжига в течение 4 ч в вакуумной печи при
температуре 723 К. На рентгенограммах исследуемых систем наблюдают-
ся только уширенные ОЦК рефлексы, что свидетельствует о формирова-
нии однофазного твердого раствора [5]. Мессбауэровские спектры снимались
на спектрометре ЯГРС-4М при температуре жидкого азота 77 K. При вы-
полнении исследований использовалось оборудование ЦКП «Центр физиче-
ских и физико-химических методов анализа, исследования свойств и харак-
теристик поверхности, наноструктур, материалов и изделий» УдмФИЦ УрО
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РАН. Количество импульсов в отсутствие резонансного поглощения состав-
ляла 𝑌 (∞) ≈ 105, что соответствует относительной статистической погреш-
ности измерения ≈ 0.10%. Калибровка спектрометра и перевод эксперимен-
тальных данных на скоростную шкалу выполнялись по спектру 𝛼−Fe, т.е.
в качестве ширины функции Лоренца использовалась ширина линии калиб-
ровочного спектра Γ𝐿(𝛼−Fe) = 0.27 мм/с [6]. Математическая обработка
экспериментальных спектров проводилась методом регуляризации Тихонова
с коррекцией параметров в рамках расширенной модели (4)–(7). Размерность
сетки по скорости определяется размерностью экспериментального спектра
256 каналов, [𝑉min, 𝑉max] = [−7.2515; 7.07185] мм/с. Размерность сетки в про-
странстве 𝐻 задавалась 𝑁 = 200 на всем интервале существования решения
[𝐻min, 𝐻max] ∈ [0; 36] Тл. В итерационной процедуре начальные значения па-
раметров сверхтонкого взаимодействия задавались традиционными для этих
соединений [5, 42], а ширины распределений Гаусса задавались одинаковыми
во избежание приоритетного выбора:

Γ𝐺1 = 0.10 + 0.01𝑉 (𝛿𝐻 , 𝑄𝐻), Γ𝐺2 = 0.10 + 0.01 ln
(︀
1 + 𝑉 (𝐻0)− 𝑉 (𝐻)

)︀
.

Шаги сеток соответственно Δ𝑉 = 0.056, Δ𝐻 = 0.022, Δ𝑉 ′ = 0.041, Δ𝑉 ′′(𝐻) =
= 0.033 мм/с. Шаги по производным определялись диапазоном возможных
значений каждого параметра: Δ𝑧𝑖 = 0.01 мм/с для 𝛿𝐻 , 𝑄𝐻 , 𝐼(2;5) и Δ𝑧𝑖 =
= 0.005 мм/с для коэффициентов функций Гаусса — 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒. Для восста-
новления экспериментальных данных модельной огибающей в рамках крите-
рия Пирсона требуется в среднем 8–10 шагов итерационной процедуры (8),
(9). Результат обработки экспериментальных спектров и найденные значения
ширин распределений Гаусса указаны на рис. 5. На функции распределения
𝑃 (𝐻) для разупорядоченного твердого раствора (рис. 5,b) явно выделяются
8 локальных максимумов, что соответствует количеству центров распределе-
ния ОЦК решетки. Для упорядоченного твердого раствора найденные шири-
ны распределений Гаусса оказались равными нулю (рис. 5, a), характер упо-
рядоченного состояния подтвердился. Соответствие полученных результатов
теоретически рассчитанным значениям и спрогнозированным физическим
свойствам [5] доказывает достоверность предложенной расширенной модели
обратной задачи ядерного гамма-резонанса. Для проверки функциональной
зависимости ширины распределения Гаусса от количества𝐾 и распределения
𝑃𝐾(B1,B2) атомов второй и третьей компоненты в ближайшем окружении
атома Fe была выполнена обработка мессбауэровского спектра разупорядо-
ченного твердого раствора трехкомпонентной системы Fe75Al10Si15. В данной
системе соотношение атомов сорта B1 = Al и B2 = Si равно 10/15 = 0.40/0.60
и экспериментальные результаты сравниваются со смоделированной кривой
(рис. 6). Видно, что зависимость имеет нелинейный характер и хорошо со-
гласуется с модельными расчетами. Следовательно, введение в расширенную
модель логарифмической функции (14) обосновано и может использоваться
в качестве количественного критерия интерпретации результатов обработки
мессбауэровских спектров.

Заключение. Расширенная математическая модель описания мессбауэ-
ровских спектров твердых растворов позволяет получать физически обосно-
ванные и непротиворечивые результаты при обработке экспериментальных
спектров сложных многокомпонентных разупорядоченных систем. Традици-
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Рис. 5. Результат обработки экспериментальных спектров упорядоченного (а) и разупоря-
доченного (b) твердого раствора Fe75Ge25. Для разупорядоченного твердого раствора на

решении 𝑃 (𝐻) явно выделяются 8 локальных максимумов (коридор ошибки указан)
[Figure 5. The result of processing the experimental spectra of ordered (a) and disordered (b)
solid solution Fe75Ge25. For a disordered solid solution, 8 local maxima are clearly determined

on the 𝑃 (𝐻) solution (decision error is shown)

Рис. 6. Полученные из экспериментальных данных зависимости ширин распределений
Гаусса Γ𝐺1 и Γ𝐺2 от величины сверхтонкого магнитного поля 𝐻. Для распределения Гаусса

𝐺2 наблюдается хорошее согласие с модельными расчетами (ромбики)
[Figure 6. The dependences of the width of the Gaussian distribution Γ𝐺1 and Γ𝐺2 on the
magnitude of the hyperfine magnetic field 𝐻 are obtained from experimental data. The Gaussian

distribution 𝐺2 shows good agreement with the model calculations (diamonds)]
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онная математическая модель описания мессбауэровских спектров была рас-
ширена:

а) введением свертки функции Лоренца и двух распределений Гаусса в
ядро интегрального уравнения обратной задачи ядерного гамма-резо-
нанса;

б) введением в уравнение функции Гаусса с коэффициентами перехода;
в) введением в уравнение функциональной зависимости ширины распре-

деления Гаусса от величины сверхтонкого магнитного поля.
Введение в расширенной модели обратной задачи ядерного гамма-резонанса
двух распределений Гаусса не означает их обязательного присутствия. Ме-
тод регуляризации Тихонова с коррекцией параметров ядра интегрального
уравнения выявляет наличие или отсутствие введенных распределений, тем
самым расширяя область применения традиционной модели.
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Extended mathematical model
of the inverse problem of nuclear gamma-resonance.
Reliability and informative of application

O. M. Nemtsova, G. N. Konygin, I. S. Veselkov
Udmurt Federal Research Center of the Ural Branch of the Russian Academy of Sciences,
34, T. Baramzina str., Izhevsk, 426067, Russian Federation.

Abstract
Research the properties of iron-based solid solutions by Mössbauer spec-

troscopy has the problem of interpreting the results of processing experimen-
tal data within the traditional mathematical model. Since the disordered
solid solutions, for example, as a result of mechanical activation, are con-
sisted of a set of the different local atomic configurations, the corresponding
Mössbauer spectra contain a large number of the shifted relative to each
other spectral components with close values of the hyperfine interaction pa-
rameters. The magnitude and sign of these shift are determined by many
factors: the quantitative distribution of atoms of each type in the coordina-
tion spheres, the symmetry of their distribution relative to the quantization
axis, the possible local shift relative to the average statistical position in the
crystallographic structure, etc. In the mathematical model, as a rule, it’s not
possible to taken into account all these effects of the shift by analytically.

The proposed extended mathematical model for describing the Möss-
bauer spectra of solid solutions makes it possible to take into account the
shifts in the spectral components by using Gaussian normal distribution
function, as a function of statistical set of local distortions. The width of
the Gaussian distribution makes it possible to estimate the degree of local
distortions of the crystal lattice that arise due to differences in the sizes
of atoms of the mixed components, local distortions of the structure and
symmetry of the environment of the resonant atom.

The inverse problem of nuclear gamma-resonance is formulated by the
Fredholm integral equation of the first kind and is an ill-posed problem
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with a priori constraints on the desired solution. The introduction of two
Gaussian functions with a priori unknown linewidths into the kernel of the
integral equation leads to the problem of solving the equation by classical
methods. Algorithm for obtaining a reliable solution based on the Tikhonov
regularization method with correction of the parameters of the kernel of the
integral equation is proposed in this paper. On the examples of the study
of real objects, the reliability and informative application of the extended
mathematical model of the inverse problem of nuclear gamma-resonance is
proved.

Keywords: inverse problem of nuclear gamma-resonance, solid solution,
probability of atomic configuration, mathematical model, Fredholm integral
equation of the first kind.
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