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Аннотация

Для дифференциального уравнения с сингулярным оператором Бес-
селя, действующим по пространственной переменной, и оператором дроб-
ного дифференцирования Римана—Лиувилля, действующим по времен-
ной переменной, рассматривается краевая задача в прямоугольной обла-
сти с граничными условиями первого рода. Построено явное представ-
ление решения. Единственность решения доказана в классе функций,
удовлетворяющих условию Гёльдера по временной переменной. Когда
порядок дробной производной равен единице, а особенность у оператора
Бесселя отсутствует, рассматриваемое уравнение совпадает с уравнени-
ем теплопроводности и полученные результаты совпадают с известными
соответствующими классическими результатами.
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Введение
В области Ω = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 𝑟, 0 < 𝑦 < 𝑇} рассмотрим уравнение

L𝑢 ≡ 𝐵𝑥𝑢(𝑥, 𝑦)−𝐷𝛼
0𝑦𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, (1)

где𝐷𝛼
0𝑦 — оператор дробного дифференцирования в смысле Римана—Лиувил-

ля порядка 0 < 𝛼 6 1, определяемый равенствами [1–3]: 𝐷𝛼
0𝑦𝑔(𝑦) = 𝑑𝑔/𝑑𝑦,

если 𝛼 = 1 и
𝐷𝛼

0𝑦𝑔(𝑦) =
1

Γ(1− 𝛼)

𝑑

𝑑𝑦

∫︁ 𝑦

0

𝑔(𝑡)

(𝑦 − 𝑡)𝛼
𝑑𝑡,

если 0 < 𝛼 < 1,

𝐵𝑥 = 𝑥−𝑏 𝜕

𝜕𝑥
𝑥𝑏

𝜕

𝜕𝑥
=

𝜕2

𝜕𝑥2
+
𝑏

𝑥

𝜕

𝜕𝑥

— оператор Бесселя, |𝑏| < 1.
Частным случаем уравнения (1) является уравнение

𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) +
𝑏

𝑥
𝑢𝑥(𝑥, 𝑦)− 𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 0,

которое в работе И. А. Киприянова [4, 5] носит название 𝐵-параболического
уравнения. Дифференциальные уравнения с оператором Бесселя подробно
и более полно исследованы в работах И. А. Киприянова и его учеников.

В работе Я. И. Житомирского [6] исследовалась краевая задача в первом
квадранте для системы линейных уравнений в частных производных с диф-
ференциальными операторами типа Бесселя

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑃 (𝐵, 𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡),

где 𝑢(𝑥, 𝑡) = {𝑢1(𝑥, 𝑡), . . . , 𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)}; 𝑃 (𝐵, 𝑡)— квадратная матрица размера
𝑚×𝑚, элементами которой являются полиномы от операторов Бесселя

𝐵 =
𝜕2

𝜕𝑥2
+

2𝑝+ 1

𝑥

𝜕

𝜕𝑥

одного и того же порядка 𝑝 > 0.
Параболическим и эллиптическим уравнениям с оператором Бесселя по-

священы также монографии [7,8].
Различные краевые задачи для уравнения (1) в случае, когда оно совпа-

дает с диффузионно-волновым уравнением, то есть 𝑏 = 0, 0 < 𝛼 < 2, также
богато и обстоятельно исследованы многими авторами. Подробную библио-
графию можно найти в работах [9–11].

Интерес к изучению уравнения (1) вызван его приложениями при моде-
лировании процессов переноса во фрактальных средах [12–14].

Ранее задача Коши, первая и вторая краевые задачи в неограниченных
областях для уравнения (1) были рассмотрены в работах [15–19].
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Первая краевая задача в ограниченной области. . .

1. Постановка задачи
Пусть ̃︀Ω = Ω∪{𝑦 = 𝑇}, Ω— замыкание области Ω. Регулярным решением

уравнения (1) в области Ω будем называть функцию 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦), удовлетво-
ряющую уравнению (1) в ̃︀Ω и такую, что 𝑦1−𝛼𝑢 ∈ 𝐶(Ω), 𝐵𝑥𝑢, 𝐷

𝛼
0𝑦𝑢 ∈ 𝐶(̃︀Ω).

Первая краевая задача. Найти регулярное в области Ω решение урав-
нения (1), удовлетворяющее краевым условиям

lim
𝑦→0

𝐷𝛼−1
0𝑦 𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥), 0 6 𝑥 6 𝑟, (2)

𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(𝑟, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑇, (3)

где 𝜙(𝑥)— заданная непрерывная функция, 𝜙(0) = 𝜙(𝑟) = 0.

2. Вспомогательные сведения
2.1. Специальные функции. Далее в работе 𝐽𝜈(𝑧)— цилиндрическая

функция Бесселя первого рода порядка 𝜈 [20, с. 132], [21, с. 95]; 𝐼𝜈(𝑧) и𝐾𝜈(𝑧)—
модифицированные цилиндрические функции Бесселя первого и второго ро-
да порядка 𝜈 [20, с. 139], [21, с. 129, 131]; 𝐸𝜌,𝜇(𝑧)— функция типа Миттаг—
Леффлера [22, с. 117].

Докажем следующее равенство:

22−𝜈

Γ(𝜈)

∞∑︁
𝑚=1

𝐽𝜈 (𝜔𝑚𝑧)

𝜔2−𝜈
𝑚 𝐽2

1+𝜈 (𝜔𝑚)
= 𝑧−𝜈 − 𝑧𝜈 , 0 < 𝑧 6 1, (4)

где 𝜔𝑚 — положительные корни уравнения 𝐽𝜈(𝜔) = 0.
Разложим функцию

𝑓(𝑧) = 𝑧−𝜈 − 𝑧𝜈 , (5)

заданную на полуинтервале (0; 1], в ряд Фурье—Бесселя [20, с. 163]

𝑓(𝑧) =
∞∑︁

𝑚=1

𝑐𝑚𝐽𝜈 (𝜔𝑚𝑧) , 𝜈 > −1/2, (6)

где коэффициенты 𝑐𝑚 вычисляются по формуле

𝑐𝑚 =
2

𝐽2
1+𝜈 (𝜔𝑚)

∫︁ 1

0
𝑧𝐽𝜈 (𝜔𝑚𝑧) 𝑓(𝑧) 𝑑𝑧, 𝑚 = 1, 2, . . . (7)

Ряд (6) сходится к рассматриваемой функции (5), если −1/2 < 𝜈 < 3/2 [20,
с. 165]. Подставим (5) в (7) и вычислим полученный интеграл с помощью
формул (5.3.6) [20, с. 133]. Учитывая поведение функции 𝐽𝜈(𝑥) при 𝑥→ 0 [20,
с. 172], найдем∫︁ 1

0

[︀
𝑧1−𝜈 − 𝑧1+𝜈

]︀
𝐽𝜈 (𝜔𝑚𝑧) 𝑑𝑧 = − 1

𝜔𝑚
[𝐽𝜈−1 (𝜔𝑚) + 𝐽𝜈+1 (𝜔𝑚)] +

𝜔𝜈−2
𝑚

2𝜈−1Γ(𝜈)
.

Тогда из (7), используя первую из формул (5.3.5) [20, с. 133] и условие

𝐽𝜈(𝜔𝑚) = 0, 𝑚 = 1, 2, . . . ,
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Хушто в а Ф. Г.

будем иметь

𝑐𝑚 =
22−𝜈

Γ(𝜈)

𝜔𝜈−2
𝑚

𝐽2
1+𝜈 (𝜔𝑚)

.

Подставляя найденные коэффициенты в (6), приходим к (4).
2.2. Интегральное преобразование Станковича. В работе Б. Стан-

ковича [24] рассмотрено обобщенное преобразование Ханкеля в виде

𝐺(𝑥) =

∫︁ ∞

0
𝜑(𝛿, 𝜇+ 1;−𝑥𝛿𝑡)𝑡𝜇𝑔(𝑡) 𝑑𝑡, 𝛿 > 0, 𝜇 > −1.

В работе А. В. Псху [25] (см. также [3, с. 72]) определено преобразование

𝐴𝛼,𝜇𝑣(𝑦) = 𝑦𝜇−1

∫︁ ∞

0
𝜑
(︀
−𝛼, 𝜇;−𝑡𝑦−𝛼

)︀
𝑣(𝑡) 𝑑𝑡, 0 < 𝛼 < 1, 𝜇 ∈ R. (8)

Достаточные условия сходимости интеграла (8) приведены в [3, с. 72]. Если
𝜇 = 0, то этот параметр опускается, то есть 𝐴𝛼,0𝑣(𝑦) = 𝐴𝛼𝑣(𝑦). Если функция
𝑣 зависит от нескольких переменных, то переменная, по которой проводит-
ся преобразование, обозначается в нижнем индексе, например, 𝐴𝛼,𝜇

𝑦 𝑣(𝑥, 𝑦).
В работе [26] исследованы различные формы обращения преобразования (8).

Пусть 0 6 𝜇 6 𝛼 и lim
𝑦→0

𝐷
−𝜇/𝛼
0𝑦 𝑣(𝑦) = 𝑣0 <∞. Тогда [3, с. 80]

lim
𝑦→0

𝐷𝛼−1
0𝑦 𝐴𝛼,𝜇𝑣(𝑦) = 𝑣0. (9)

Справедливы формулы [3, с. 84]

𝐴𝛼𝑒𝜆𝑦 = 𝑦𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(𝜆𝑦
𝛼), (10)

𝐴𝛼/2,𝛼/2 cos𝜆𝑦 = 𝑦𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(−𝜆2𝑦𝛼). (11)

3. Основные результаты
Обозначим 𝛽 = (1− 𝑏)/2,

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
2

𝑟2
𝑥𝛽𝜉𝛽

𝑦1−𝛼

∞∑︁
𝑚=1

𝐽𝛽(𝜆𝑚𝑥)𝐽𝛽(𝜆𝑚𝜉)

𝐽2
1+𝛽(𝜆𝑚𝑟)

𝐸𝛼,𝛼(−𝜆2𝑚𝑦𝛼), (12)

где 𝜆𝑚 — положительные корни уравнения 𝐽𝛽(𝜆𝑚𝑟) = 0, 𝑚 = 1, 2, . . .

Теорема 1. Функция

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑟

0
𝜉1−2𝛽𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦)𝜙(𝜉) 𝑑𝜉 (13)

является решением задачи (1)–(3).

До к а з ат е л ь ств о. Докажем, что функция (13) удовлетворяет урав-
нению (1) и краевым условиям (2), (3). Для этого сначала покажем, что ряд
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(12) и ряды, которые получаются после применения к нему оператора Бессе-
ля по 𝑥 и дробного дифференцирования по 𝑦 порядка 𝛼, равномерно сходятся.
Обозначим через

𝑋𝑚(𝑥) = 𝑥𝛽𝐽𝛽(𝜆𝑚𝑥), 𝑚 = 1, 2, . . . (14)

Функции 𝑋𝑚(𝑥) являются собственными функциями уравнения

𝐵𝑥𝑋(𝑥) + 𝜆𝑋(𝑥) = 0.

В силу ортогональности цилиндрических функций первого рода [21, с. 177]
заключаем, что система функций (14) ортогональна с весом 𝑥1−2𝛽 :

∫︁ 𝑟

0
𝑥1−2𝛽𝑋𝑚(𝑥)𝑋𝑙(𝑥)𝑑𝑥 =

{︃
0, 𝑚 ̸= 𝑙,

𝑟2

2
𝐽2
𝛽+1(𝜆𝑚𝑟), 𝑚 = 𝑙.

(15)

Для больших значений 𝜆 справедливо неравенство [27, с. 274]∫︁ 𝜆

0
𝑡𝐽2

𝛽 (𝑡) 𝑑𝑡 > 𝐾𝜆, 𝐾 = const > 0.

Из асимптотической формулы для функции 𝐽𝜈(𝑥) при 𝑥→ ∞ [20, с. 172], (15)
и последнего неравенства получим, что

𝑟2

2
𝐽2
𝛽+1(𝜆𝑚𝑟) =

∫︁ 𝑟

0
𝑥𝐽2

𝛽(𝜆𝑚𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝜆2𝑚

∫︁ 𝜆𝑚𝑟

0
𝑡𝐽2

𝛽 (𝑡) 𝑑𝑡 >
𝑟𝐾

𝜆𝑚
.

Тогда, учитывая асимптотические формулы (5.16.1) [20, с. 172] и (2.24) [22,
с. 143] при больших значениях аргументов, для общего члена ряда (12) имеем

𝐺𝑚 = 𝑂(𝜆−4
𝑚 ).

Используя формулы (5.3.6) [20, с. 133], (1.2.12) [3, с. 15], а также (1.4) [22,
с. 118], находим

𝐵𝑥𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) = − 2

𝑟2
𝑥𝛽𝜉𝛽

𝑦1−𝛼

∞∑︁
𝑚=1

𝜆2𝑚𝐽𝛽(𝜆𝑚𝑥)𝐽𝛽(𝜆𝑚𝜉)

𝐽2
1+𝛽(𝜆𝑚𝑟)

𝐸𝛼,𝛼(−𝜆2𝑚𝑦𝛼), (16)

𝐷𝛼
0𝑦𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) = − 2

𝑟2
𝑥𝛽𝜉𝛽

𝑦1−𝛼

∞∑︁
𝑚=1

𝜆2𝑚𝐽𝛽(𝜆𝑚𝑥)𝐽𝛽(𝜆𝑚𝜉)

𝐽2
1+𝛽(𝜆𝑚𝑟)

𝐸𝛼,𝛼(−𝜆2𝑚𝑦𝛼). (17)

Общие члены этих рядов будут иметь оценки

𝐵𝑥𝐺𝑚 = 𝑂(𝜆−2
𝑚 ), 𝐷𝛼

0𝑦𝐺𝑚 = 𝑂(𝜆−2
𝑚 ).

Отсюда следует абсолютная и равномерная сходимость рядов (12), (16) и (17).
Подставляя (16) и (17) в уравнение (1), убеждаемся, что оно обращается

в тождество.
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Чтобы доказать выполнимость условия (2), прежде покажем, что пред-
ставление функции (12) эквивалентно представлению

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) = 𝐴𝛼
𝑦 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦),

где

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝛾+𝑖∞

𝛾−𝑖∞
𝑒𝑦𝑠̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) 𝑑𝑠, 𝛾 > 0, (18)

̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) = {︂
Δ(𝜉, 𝑥, 𝑠), 0 6 𝜉 6 𝑥,
Δ(𝑥, 𝜉, 𝑠), 𝑥 6 𝜉 6 𝑟, (19)

Δ(𝑥, 𝜉, 𝑠) = 𝑥𝛽𝜉𝛽
𝐼𝛽(

√
𝑠𝑥)

𝐼𝛽(
√
𝑠𝑟)

[𝐼𝛽(
√
𝑠𝑟)𝐾𝛽(

√
𝑠𝜉)−𝐾𝛽(

√
𝑠𝑟)𝐼𝛽(

√
𝑠𝜉)]. (20)

Определим порядок величины функции ̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) в интеграле (18). Пусть

𝑠 = 𝑅𝑒𝑖𝜃, 0 6 𝜃 6 𝜃0 < 𝜋, 0 < 𝜉 < 𝑥. (21)

Тогда

|𝑒
√
𝑠(𝜉−𝑟)| < 𝑒

√
𝑅(𝜉−𝑟) cos (𝜃/2), | sh

√
𝑠(𝑟 − 𝑥)| < 𝑒

√
𝑅(𝑟−𝑥) cos (𝜃/2).

Используя асимптотические формулы (5.16.5) для функций 𝐼𝜈
(︀
𝑥) и 𝐾𝜈

(︀
𝑥)

при больших значениях аргумента [20, с. 173] из последних оценок находим

|̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠)| < const ·𝑅−1/2𝑒−
√
𝑅(𝑥−𝜉) cos (𝜃/2). (22)

Так как функция (19) есть однозначная функция переменной 𝑠, для вычис-
ления интеграла (18) будем использовать контур, представленный на рис. 1.
Полюсами функции ̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) будут являться нули функции 𝐼𝛽(

√
𝑠𝑟), то есть

𝑠 = −𝜆2𝑚, где ±𝜆𝑚 — корни уравнения 𝐽𝛽(𝜆𝑚𝑟) = 0, 𝑚 = 1, 2, . . . По теореме
Коши [28] интеграл (18) есть произведение 2𝜋𝑖 на сумму вычетов относитель-
но полюсов подынтегральной функции.

При 0 6 𝜉 6 𝑥 получаем

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) = 𝑥𝛽𝜉𝛽
∞∑︁

𝑚=1

𝐼𝛽(𝑖𝜆𝑚𝜉)[−𝐾𝛽(𝑖𝜆𝑚𝑟)𝐼𝛽(𝑖𝜆𝑚𝑥)][︀
𝑑
𝑑𝑠𝐼𝛽(

√
𝑠𝑟)

]︀
𝑠=−𝜆2

𝑚

𝑒−𝜆2
𝑚𝑡,

где суммирование ведется по положительным корням уравнения 𝐽𝛽(𝜆𝑚𝑟) = 0,
занумерованным в порядке их возрастания.

Из равенств
𝑑

𝑑𝑠
𝐼𝛽(

√
𝑠𝑟) =

𝑟

2
√
𝑠
𝐼 ′𝛽(

√
𝑠𝑟)

и (5.9.5) [20, с. 145], а также формулы

𝑧𝐼 ′𝛽(𝑧)− 𝛽𝐼𝛽(𝑧) = 𝑧𝐼𝛽+1(𝑧),
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Рис. 1. [Figure 1]

которую легко можно вывести из формул (5.7.9) [20, с. 141], следует

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
2𝑥𝛽𝜉𝛽

𝑟2

∞∑︁
𝑚=1

𝐽𝛽(𝜆𝑚𝑥)𝐽𝛽(𝜆𝑚𝜉)

𝐽2
1+𝛽(𝜆𝑚𝑟)

𝑒−𝜆2
𝑚𝑦. (23)

К равенству (23) применим преобразование 𝐴𝛼 по переменной 𝑦 по форму-
ле (10). В результате для функции 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) придем к представлению (12),
симметричному относительно 𝑥 и 𝜉 и в силу последнего верному также при
𝑥 6 𝜉 6 𝑟.

Контур интегрирования 𝐿 = (𝛾 − 𝑖∞, 𝛾 + 𝑖∞) в (18) при 𝑦 > 0 и 0 < 𝜉 < 𝑟
может быть заменен контуром 𝐿*, который начинается в бесконечно удален-
ной точке в направлении arg 𝑠 = −𝜃1, где 𝜋/2 < 𝜃1 < 𝜋, огибает начало
координат справа, оставляя все особенности подынтегральной функции сле-
ва, и заканчивается в бесконечно удаленной точке в направлении arg 𝑠 = 𝜃1
(рис. 2). Покажем, что интеграл∫︁

𝑒𝑦𝑠̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) 𝑑𝑠
по дугам𝐵𝐷𝐹 и𝐸𝐶𝐴 окружности радиуса𝑅 стремится к нулю, когда𝑅→ ∞.
Учитывая условия (21), можем записать

0 < 𝑒−
√
𝑅(𝑥−𝜉) cos (𝜃/2) < 1.

Обозначим через 𝐼1 и 𝐼2 интегралы вдоль дуг 𝐵𝐷 и 𝐷𝐹, а на дуге 𝐵𝐷 поло-
жим 𝜔 = arccos (𝛾/𝑅). Тогда из (22) найдем

|𝐼1| < const ·
√
𝑅𝑒𝛾𝑦

∫︁ 𝜋/2

𝜔
𝑑𝜃 = const ·

√
𝑅𝑒𝛾𝑦 arcsin

𝛾

𝑅
.

Отсюда следует, что lim
𝑅→∞

𝐼1 = 0.
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Рис. 2. [Figure 2]

Заменяя в (21) 𝜃0 через 𝜃1 > 𝜋/2 и принимая во внимание оценку sin 𝜃 >
> 2𝜃/𝜋, справедливую при 0 6 𝜃 6 𝜋/2, для интеграла 𝐼2 получим

|𝐼2| < const ·
√
𝑅

∫︁ 𝜃1

𝜋/2
𝑒𝑅𝑡 cos 𝜃𝑑𝜃 < const ·

√
𝑅

∫︁ 𝜃1−𝜋/2

0
𝑒−𝑅𝑡 sin 𝜃𝑑𝜃 <

< const ·
√
𝑅

∫︁ 𝜋/2

0
𝑒−2𝑅𝑡𝜃/𝜋𝑑𝜃 <

const√
𝑅𝑡

,

откуда lim
𝑅→∞

𝐼2 = 0.

Аналогичные результаты можно получить и для интегралов по дугам 𝐴𝐶
и 𝐶𝐸. В силу вышеприведенных рассуждений функцию 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) можно за-
писать следующим образом:

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿*
𝑒𝑡𝑠̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) 𝑑𝑠, (24)

где ̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) определяется из (19).
Заметим, что функция 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) является непрерывной функцией от 𝑦 при

𝑦 > 0, 𝑥 ̸= 𝜉, так как в силу оценки (22) при фиксированных 𝑥 ̸= 𝜉 интеграл
(24) равномерно сходится при 𝑦 > 0.

В силу формулы (9) можно записать:

lim
𝑦→0

∫︁ 𝑟

0
𝜉1−2𝛽𝐷𝛼−1

0𝑦 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) 𝑑𝜉 =

= lim
𝑦→0

[︂∫︁ 𝑟

0
𝜉1−2𝛽𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦)[𝜙(𝜉)− 𝜙(𝑥)] 𝑑𝜉 + 𝜙(𝑥)

∫︁ 𝑟

0
𝜉1−2𝛽𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) 𝑑𝜉

]︂
=

= lim
𝑦→0

[𝐽1(𝑥, 𝑦) + 𝐽2(𝑥, 𝑦)].
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Представим интеграл 𝐽1(𝑥, 𝑦) в виде

𝐽1(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑥−𝜀

0
𝜉1−2𝛽𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦)[𝜙(𝜉)− 𝜙(𝑥)] 𝑑𝜉 +

+

∫︁ 𝑥+𝜀

𝑥−𝜀
𝜉1−2𝛽𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦)[𝜙(𝜉)− 𝜙(𝑥)] 𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑟

𝑥+𝜀
𝜉1−2𝛽𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦)[𝜙(𝜉)− 𝜙(𝑥)] 𝑑𝜉 =

= 𝐽11(𝑥, 𝑦) + 𝐽12(𝑥, 𝑦) + 𝐽13(𝑥, 𝑦),

где 𝜀 > 0.
Так как функция 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) непрерывна при 𝑦 > 0, 𝑥 ̸= 𝜉, то

lim
𝑦→0

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿*

̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) 𝑑𝑠.
Вдоль дуги 𝐹𝐷𝐻𝐴𝐸 имеет место оценка

|̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠)| < 𝑥𝛽−1/2𝜉𝛽−1/2𝑅−1/2𝑒−
√
𝑅(𝑥−𝜉) cos (𝜃/2). (25)

Отсюда следует, что интеграл ∫︁ ̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) 𝑑𝑠
по этой дуге стремится к нулю при 𝑅 → ∞. Так как внутри замкнутого
контура, изображенного на рис. 2, нет полюсов, то имеем∫︁

𝐿*
̃︀𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑠) 𝑑𝑠 = 0.

Тогда lim
𝑦→0

𝐽11(𝑥, 𝑦) = lim
𝑦→0

𝐽13(𝑥, 𝑦) = 0.

Пусть 𝜔(𝜀) = sup |𝜙(𝑥) − 𝜙(𝜉)|, 𝜉 ∈ [𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀]. Так как функция 𝜙(𝑥)
непрерывна на отрезке [𝑥 − 𝜀, 𝑥 + 𝜀], то 𝜔(𝜀) → 0 при 𝜀 → 0. Из оценки (25)
и произвольности выбора 𝜀 получаем lim

𝑦→0
𝐽12(𝑥, 𝑦) = 0.

Для вычисления интеграла 𝐽2(𝑥, 𝑦) воспользуемся представлением (23).
В силу второй из формул (5.3.6) [20, с. 133] поведения функции 𝐽𝛽−1(𝑥) при
𝑥 → 0 [20, с. 172] и первой из формул (5.3.5) [20, с. 133] при 𝜈 = 𝛽, а также
учитывая, что 𝐽𝛽(𝜆𝑚𝑟) = 0, будем иметь∫︁ 𝑟

0
𝜉1−𝛽𝐽𝛽(𝜆𝑚𝜉)𝑑𝜉 =

𝑟1−𝛽

𝜆𝑚
𝐽𝛽+1(𝜆𝑚𝑟) +

𝜆𝛽−2
𝑚

2𝛽−1Γ(𝛽)
.

Тогда при 𝑦 → 0 для 𝐽2(𝑥, 𝑦) получим

lim
𝑦→0

𝐽2(𝑥, 𝑦) =
2𝑥𝛽𝜙(𝑥)

𝑟1+𝛽Γ(𝛼)

∞∑︁
𝑚=1

𝐽𝛽(𝜆𝑚𝑥)

𝜆𝑚𝐽1+𝛽(𝜆𝑚𝑟)
+

+
𝑥𝛽𝜙(𝑥)

𝑟2Γ(𝛼)

22−𝛽

Γ(𝛽)

∞∑︁
𝑚=1

𝐽𝛽(𝜆𝑚𝑥)

𝜆2−𝛽
𝑚 𝐽2

1+𝛽(𝜆𝑚𝑟)
.
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Отсюда, в силу равенств 5.7.33 (1) [23, с. 610] и (4), окончательно получим
lim
𝑦→0

𝐽2(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥). �

Теорема 2. Существует не более одного регулярного решения задачи (1)–
(3), удовлетворяющего для любого 𝑥 ∈ (0, 𝑟) условию

|𝑢(𝑥, 𝑦)− 𝑢(𝑥, 𝑡)| 6 𝑘(𝑦 − 𝑡)𝜆, 𝑘 = 𝑘(𝑥) > 0, 𝜆 > 𝛼, ∀ 𝑦 > 𝑡 > 0. (26)

До к а з ат е л ь ств о. Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦)— решение однородной задачи

L𝑢 ≡ 0 при (𝑥, 𝑦) ∈ ̃︀Ω,
𝑢(0, 𝑦) = 𝑢(𝑟, 𝑦) = 0, 0 < 𝑦 < 𝑇 и lim

𝑦→0
𝐷𝛼−1

0𝑦 𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑟.

Последнее равенство равносильно тому, что

lim
𝑦→0

𝑦1−𝛼𝑢(𝑥, 𝑦) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑟.

Необходимо показать, что 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 на ̃︀Ω. Допустим, что это не так, то есть
существует точка (𝜉, 𝜂) ∈ ̃︀Ω такая, что 𝑢(𝜉, 𝜂) ̸= 0. Не теряя общности, будем
считать, что 𝑢(𝜉, 𝜂) > 0. Тогда

max
Ω

𝑦1−𝛼𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜂1−𝛼𝑢(𝜉, 𝜂) > 0, (𝜉, 𝜂) ∈ ̃︀Ω. (27)

В этой точке в силу необходимых условий экстремума имеем

𝑢𝑥(𝜉, 𝜂) = 0, 𝑢𝑥𝑥(𝜉, 𝜂) 6 0.

С другой стороны, в силу условий (26) и (27) из принципа экстремума для
оператора дробного дифференцирования следует [29]

𝐷𝛼
0𝑦𝑢(𝜉, 𝑦)|𝑦=𝜂 > 0,

причем равенство в последнем неравенстве возможно только в случае, когда
𝑦1−𝛼𝑢(𝑥, 𝑦) = const. В последнем случае сразу же заключаем, что 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0

на ̃︀Ω. Если 𝑦1−𝛼𝑢(𝑥, 𝑦) ̸= const, то L𝑢 < 0 в точке (𝜉, 𝜂). Последнее нера-
венство противоречит условию L𝑢(𝜉, 𝜂) = 0. Следовательно, наше допущение
неверно, поэтому 𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 на ̃︀Ω. �

4. Неоднородные граничные условия и частный случай
Решение первой краевой задачи для уравнения (1) в случае, когда 𝜙(𝑥) ≡ 0

и
𝑢(0, 𝑦) = 𝜏0(𝑦), 𝑢(𝑟, 𝑦) = 𝜏𝑟(𝑦), 0 < 𝑦 < 𝑇,

может быть представлено в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
𝜉1−2𝛽𝐺𝜉(𝑥, 𝜉, 𝑦 − 𝜂)

⃒⃒
𝜉=0

𝜏0(𝜂) 𝑑𝜂 − 𝑟1−2𝛽

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 𝑟, 𝑦 − 𝜂)𝜏𝑟(𝜂) 𝑑𝜂.

250



Первая краевая задача в ограниченной области. . .

При этом от заданных функций 𝜏0(𝑦) и 𝜏𝑟(𝑦) нужно требовать выполнения
условий 𝑦1−𝛼𝜏0(𝑦), 𝑦

1−𝛼𝜏𝑟(𝑦) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ], lim
𝑦→0

𝐷𝛼−1
0𝑦 𝜏0(𝑦) = lim

𝑦→0
𝐷𝛼−1

0𝑦 𝜏𝑟(𝑦) = 0.

Заметим, что в силу первого представления (1.2) [22, с. 118] функция (12)
при 𝛼 = 1 примет вид

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
2𝑥𝛽𝜉𝛽

𝑟2

∞∑︁
𝑚=1

𝐽𝛽(𝜆𝑚𝑥)𝐽𝛽(𝜆𝑚𝜉)

𝐽2
1+𝛽(𝜆𝑚𝑟)

𝑒−𝜆2
𝑚𝑦, (28)

а при 𝛽 = 1/2 из (5.8.1) и (5.8.2) [20, с. 142] следует

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
2𝑦𝛼−1

𝑟

∞∑︁
𝑚=1

sin
𝑚𝜋𝑥

𝑟
sin

𝑚𝜋𝜉

𝑟
𝐸𝛼,𝛼

(︁
−
(︁𝑚𝜋
𝑟

)︁2
𝑦𝛼

)︁
. (29)

В свою очередь, из (28) при 𝛽 = 1/2 и (29) при 𝛼 = 1 получаем функцию

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) =
2

𝑟

∞∑︁
𝑚=1

sin
𝑚𝜋𝑥

𝑟
sin

𝑚𝜋𝜉

𝑟
exp

(︁
−
(︁𝑚𝜋
𝑟

)︁2
𝑦
)︁
,

которая совпадает с функцией Грина (или функцией мгновенного точечного
источника тепла) первой краевой задачи в прямоугольной области для урав-
нения теплопроводности [30, с. 205], [31, с. 472]. Различные краевые задачи
для уравнения теплопроводности, записанного в цилиндрических и сфериче-
ских координатах, можно найти в работах [30, с. 464], [31, с. 473].

В случае, когда 𝛽 = 1/2 (𝑏 = 0), решение первой краевой задачи в пря-
моугольной области для уравнения диффузии дробного порядка в терминах
функции Райта приведено в работе [3, с. 108]. Эквивалентность представле-
ния из этой работы и представления (29) нетрудно показать, используя фор-
мулу (11) и проведя рассуждения, аналогичные приведенным в [30, с. 475].

5. Случай 𝑟 = ∞
Устремляя 𝑟 к бесконечности в (20) и используя асимптотические форму-

лы (5.16.5) [20, с. 173], получаем

Δ(𝑥, 𝜉, 𝑠) = 𝑥𝛽𝜉𝛽𝐼𝛽
(︀√
𝑠𝑥

)︀
𝐾𝛽

(︀√
𝑠𝜉
)︀
.

Тогда из формулы (116) [32, с. 590] следует, что функция

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝑦) = 𝐴𝛼
𝑦 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦), 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝑦) =

𝑥𝛽𝜉𝛽

2𝑦
exp

(︁
−𝑥

2 + 𝜉2

4𝑦

)︁
𝐼𝛽

(︁𝑥𝜉
2𝑦

)︁
,

совпадает с функцией Грина первой краевой задачи для уравнения (1) в по-
луполосе [18].
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Заключение
В данной работе рассматривается краевая задача в прямоугольной обла-

сти с граничными условиями первого рода для дифференциального уравне-
ния с оператором Бесселя и частной производной Римана—Лиувилля. В тер-
минах специальных функций построено представление решения и доказана
его единственность в классе функций, удовлетворяющих условию Гёльдера
по временной переменной.
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Abstract

The paper is devoted to the first boundary-value problem in a rectan-
gular domain for a differential equation with the singular Bessel operator
acting with respect to a spatial variable and the Riemann–Liouville frac-
tional differentiation operator acting with respect to a time variable. An
explicit representation of the solution is constructed. The uniqueness of the
solution is proved in the class of functions satisfying the Hölder condition
with respect to the time variable. When the order of the fractional deriva-
tive is equal to unity, and the Bessel operator has no singularity, the studied
equation coincides with the heat equation and the obtained results coincide
with well-known corresponding classical results.
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