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Аннотация
Рассмотрено плоско-деформированное состояние равномерно кусоч-

но-однородной плоскости, полученной при помощи поочередного соеди-
нения двух разнородных полос, которая по линиям стыков разнородных
полос расслаблена периодической системой двух полубесконечных меж-
фазных трещин и деформируется под воздействием нормальных нагру-
зок, приложенных к берегам трещин. Выделена базовая ячейка задачи
в виде двухкомпонентной полосы и при помощи обобщенного преобразо-
вания Фурье получена определяющая система уравнений задачи в виде
одного сингулярного интегрального уравнения второго рода относитель-
но комплексной комбинации контактных напряжений в зоне стыка по-
лос.

В частном случае путем устремления ширины полос к бесконечно-
сти получено определяющее уравнение задачи для двухкомпонентной
плоскости из двух разнородных полуплоскостей с двумя полубесконеч-
ными межфазными трещинами и построено его точное решение. Полу-
чено также определяющее уравнение поставленной задачи в виде одного
сингулярного интегрального уравнения первого рода относительно нор-
мальных контактных напряжений еще в одном частном случае, когда
все полосы изготовлены из одного и того же материала, т.е. в случае
однородной плоскости, расслабленной периодической системой парал-
лельных полубесконечных трещин.
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Акоп я н В. Н., Г р и г о р я н А. А.

В общем же случае определено поведение искомой функции в кон-
цевых точках интервала интегрирования и решение задачи численно-
аналитическим методом механических квадратур сведено к решению
системы алгебраических уравнений. Получены простые формулы для
определения коэффициентов интенсивности напряжений, 𝐽-интеграла
Черепанова–Райса и раскрытия трещин. Проведен численный расчет.
Выявлены закономерности изменения контактных напряжений и инте-
грала Черепанова–Райса в концевых точках трещин в зависимости от
упругих характеристик разнородных полос и геометрических парамет-
ров задачи.

Ключевые слова: периодическая задача, смешанная задача, кусочно-
однородная плоскость, межфазные трещины.
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Введение. Определение локальных полей напряжений вокруг одинарно
расположенных или периодически повторяющихся дефектов в однородных
и составных массивных телах всегда было и остается одним из приоритет-
ных направлений развития механики разрушения и смешанных задач тео-
рии упругости. Изучению этой проблемы и решению различных задач для
упругих однородных и составных массивных тел с различными конечными
и полубесконечными концентраторами напряжений типа трещин, штампов и
включений посвящено много работ. Полученные в них многие основопола-
гающие результаты приведены в монографиях [1–7] и в избранных трудах
Г.Я. Попова [8]. Для кусочно-однородных равномерно слоистых тел с пери-
одическими и двоякопериодическими внутренними или межфазными дефек-
тами аналогичные исследования начали проводиться совсем недавно.

В работах [9–11] поставлены и методами разрывных решений и сингуляр-
ных интегральных уравнений построены замкнутые или эффективные ре-
шения ряда периодических и двоякопериодических антиплоских и плоских
задач для кусочно-однородного, равномерно слоистого пространства с меж-
фазными дефектами различного типа. Особо отметим работу [9], которая
более тесно связана с рассматриваемой здесь задачей. Здесь построены раз-
рывные решения уравнений теории упругости для кусочно-однородной рав-
номерно слоистой плоскости с межфазными двоякопериодическими конеч-
ными дефектами и получены решения двух конкретных задач, когда дефек-
ты представляют собой трещину и абсолютно жесткое включение. Укажем
также на работу [11], где построены замкнутые решения двух антиплоских
задач для кусочно-однородного равномерно слоистого пространства с перио-
дической системой межфазных туннельных полубесконечных трещин.

1. Постановка задачи и вывод определяющих уравнений. Пусть
кусочно-однородная плоскость, изготовленная при помощи поочередного со-
единения двух разнородных полос равной толщины 2ℎ с коэффициентами
Ламэ 𝜇1, 𝜆1 и 𝜇2, 𝜆2 и находящаяся в плоско-деформированном состоянии,
на линиях соединения полос 𝑦 = 2𝑛ℎ, 𝑛 ∈ Z, по бесконечным отрезкам
𝐿 = (−∞,−𝑎) ∪ (𝑎,∞) расслаблена периодической системой параллельных
полубесконечных трещин (рис. 1).
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Кусочно-однородная плоскость с полубесконечными трещинами

Рис. 1. Кусочно-однородная плоскость
[Figure 1. The piecewise-homogeneous plane with a periodic

system of parallel semi-infinite cracks]

Будем полагать, что плоскость деформируется под воздействием одина-
ковых, самоуравновешенных распределенных нагрузок 𝑝(𝑥), действующих на
берегах трещин и имеющих конечную результирующую 𝑃 .

Необходимо построить решение поставленной задачи и изучить законо-
мерности изменения контактных напряжений и коэффициентов интенсивно-
сти напряжений в концевых точках трещин в зависимости от соотношения
упругих постоянных и геометрических характеристик разнородных полос.

При такой постановке задачи линии 𝑦 = (2𝑛 + 1)ℎ, 𝑛 ∈ Z, являются ли-
ниями симметрии, вследствие чего напряженное состояние в составных поло-
сах, находящихся между линиями симметрии 𝑦 = (2𝑛 − 1)ℎ и 𝑦 = (2𝑛 + 1)ℎ,
будет одинаковым. Это означает, что для определения напряженно-деформи-
рованного состояния кусочно-однородной плоскости достаточно рассмотреть
напряженно-деформированное состояние только двухкомпонентной полосы
(базовой ячейки) между линиями симметрии 𝑦 = ±ℎ (рис. 2).

Поставленная задача математически эквивалентна следующей граничной
задаче для базовой ячейки:

Рис. 2. Базовая ячейка [Figure 2. The basic calculation cell]
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{︃
𝑣𝑗
(︀
𝑥, (−1)𝑗+1ℎ

)︀
= 0, −∞ < 𝑥 <∞; 𝑗 = 1, 2;

𝜏 (𝑗)𝑦𝑧

(︀
𝑥, (−1)𝑗+1ℎ

)︀
= 0, −∞ < 𝑥 <∞; 𝑗 = 1, 2;⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜎(𝑗)𝑦 (𝑥, 0) = −𝑝(𝑥), |𝑥| > 𝑎; 𝑗 = 1, 2;

𝜏 (𝑗)𝑥𝑦 (𝑥, 0) = 0, |𝑥| > 𝑎; 𝑗 = 1, 2;

𝜏 (1)𝑥𝑦 (𝑥, 0) = 𝜏 (2)𝑥𝑦 (𝑥, 0), |𝑥| < 𝑎;

𝜎(1)𝑦 (𝑥, 0) = 𝜎(2)𝑦 (𝑥, 0), |𝑥| < 𝑎;

𝑣1(𝑥, 0) = 𝑣2(𝑥, 0), |𝑥| < 𝑎;

𝑢1(𝑥, 0) = 𝑢2(𝑥, 0), |𝑥| < 𝑎.

(1)

Здесь 𝑢𝑗(𝑥, 𝑦) и 𝑣𝑗(𝑥, 𝑦), 𝑗 = 1, 2— соответственно горизонтальные и верти-
кальные составляющие смещений точек разнородных полос, удовлетворяю-
щие, каждая в своей области определения, уравнениям Ламэ и связанные
с компонентами нормальных 𝜎

(𝑗)
𝑦 (𝑥, 𝑦) и касательных 𝜏

(𝑗)
𝑥𝑦 (𝑥, 𝑦) напряжений

известными соотношениями [2].
Для решения поставленной задачи мысленно разделим базовую ячейку

на две однородные полосы и введем в рассмотрение неизвестные нормальные
и касательные контактные напряжения 𝑞(𝑥) и 𝜏(𝑥), действующие в зонах
контакта разнородных полос:{︃

𝜏 (𝑗)𝑥𝑦 (𝑥, 0) = 𝜏(𝑥), |𝑥| < 𝑎; 𝑗 = 1, 2;

𝜎(𝑗)𝑦 (𝑥, 0) = 𝑞(𝑥), |𝑥| < 𝑎; 𝑗 = 1, 2.
(2)

Далее решим вспомогательные задачи для каждой из разнородных по-
лос, занимающих соответственно области {−∞ < 𝑥 < ∞; 0 6 𝑦 6 ℎ} и
{−∞ < 𝑥 <∞;−ℎ 6 𝑦 6 0}, когда на лицевой линии первой полосы 𝑦 = ℎ
и на лицевой линии второй полосы 𝑦 = −ℎ заданы условия симметрии, а на
линии 𝑦 = 0 заданы напряжения, и определим смещения точек зоны контак-
та обеих полос через введенные неизвестные контактные напряжения 𝑞(𝑥)
и 𝜏(𝑥), т. е. решим граничную задачу (1), заменив последние четыре условия
условиями (2) при каждом из значений 𝑗 = 1, 2.

С этой целью, следуя [7], решения уравнений Ламэ представим в виде
интегралов Фурье:

𝑢𝑗(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞

[︀
(𝐴𝑗 + 𝑖𝑦𝐵*

𝑗 ) ch(𝑠𝑦) + (𝐵𝑗 + 𝑖𝑦𝐴*
𝑗 ) sh(𝑠𝑦)

]︀
𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑠,

𝑣𝑗(𝑥, 𝑦) =
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞

[︀
(𝐶𝑗 − 𝑦𝐴*

𝑗 ) ch(𝑠𝑦) + (𝐷𝑗 − 𝑦𝐵*
𝑗 ) sh(𝑠𝑦)

]︀
𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑠,

(3)

где 𝐴𝑗 , 𝐵𝑗 , 𝐶𝑗 и 𝐷𝑗 — неизвестные постоянные, подлежащие определению,
а коэффициенты 𝐴*

𝑗 и 𝐵*
𝑗 определяются формулами

𝐴*
𝑗 =

𝑠

κ𝑗
(𝐷𝑗 − 𝑖𝐴𝑗), 𝐵*

𝑗 =
𝑠

κ𝑗
(𝐶𝑗 − 𝑖𝐵𝑗); κ𝑗 =

𝜆𝑗 + 3𝜇𝑗
𝜆𝑗 + 𝜇𝑗

, 𝑗 = 1, 2.

При этом напряжения записываются следующим образом:
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Кусочно-однородная плоскость с полубесконечными трещинами

𝜎(𝑗)𝑦 (𝑥, 𝑦) =
1

𝜋

∫︁ ∞

−∞

{︁[︀
𝜗
(𝑗)
2 𝑠𝐷𝑗 + 𝜗

(𝑗)
1 𝑖𝑠𝐴𝑗 − 𝜇𝑗𝑠𝑦𝐵

*
𝑗

]︀
ch(𝑠𝑦) +

+
[︀
𝜗
(𝑗)
2 𝑠𝐶𝑗 + 𝜗

(𝑗)
1 𝑖𝑠𝐵𝑗 − 𝜇𝑗𝑠𝑦𝐴

*
𝑗

]︀
sh(𝑠𝑦)

}︁
𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑠,

𝜏 (𝑗)𝑥𝑦 (𝑥, 𝑦) =
1

𝜋

∫︁ ∞

−∞

{︁[︀
𝜗
(𝑗)
2 𝑠𝐵𝑗 − 𝜗

(𝑗)
1 𝑖𝑠𝐶𝑗 + 𝜇𝑗𝑖𝑠𝑦𝐴

*
𝑗

]︀
ch(𝑠𝑦) +

+
[︀
𝜗
(𝑗)
2 𝑠𝐴𝑗 − 𝜗

(𝑗)
1 𝑖𝑠𝐷𝑗 + 𝜇𝑗𝑖𝑠𝑦𝐵

*
𝑗

]︀
sh(𝑠𝑦)

}︁
𝑒−𝑖𝑠𝑥𝑑𝑠; (4)

𝜗
(𝑗)
1 =

𝜇2𝑗
𝜆𝑗 + 3𝜇𝑗

, 𝜗
(𝑗)
2 =

(𝜆𝑗 + 2𝜇𝑗)𝜇𝑗
𝜆𝑗 + 3𝜇𝑗

, 𝑗 = 1, 2.

Используя представления (3) и (4), удовлетворим условиям указанных
вспомогательных граничных задач и выразим неизвестные коэффициенты,
входящие в эти представления, через трансформанты Фурье функций 𝑄(𝑥)
и 𝑇 (𝑥). Для постоянных 𝐴𝑗 и 𝐶𝑗 получим следующие выражения:

𝐴1 = −κ1𝜗
(1)
1

2𝑖𝑠𝜇21

[︁ch𝛽 sh𝛽 − 𝜇1𝛽/κ1𝜗
(1)
1

ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽

]︁
�̄�(𝑠)− κ1𝜗

(1)
2 ch2 𝛽

2𝑠𝜇21(ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽)
𝑇 (𝑠),

𝐶1 = − κ1𝜗
(1)
2 sh2 𝛽

2𝑠𝜇21(ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽)
�̄�(𝑠) +

κ1𝜗
(1)
1

2𝑖𝑠𝜇21

[︁ch𝛽 sh𝛽 − 𝜇1𝛽/κ1𝜗
(1)
1

ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽

]︁
𝑇 (𝑠),

𝐴2 = −κ2𝜗
(2)
1

2𝑖𝑠𝜇22

[︁ch𝛽 sh𝛽 − 𝜇2𝛽/κ2𝜗
(2)
1

ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽

]︁
�̄�(𝑠) +

κ2𝜗
(2)
2 ch2 𝛽

2𝑠𝜇22(ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽)
𝑇 (𝑠),

𝐶2 =
κ2𝜗

(2)
2 sh2 𝛽

2𝑠𝜇22(ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽)
�̄�(𝑠) +

κ2𝜗
(2)
1

2𝑖𝑠𝜇22

[︁ch𝛽 sh𝛽 − 𝜇2𝛽/κ2𝜗
(2)
1

ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽

]︁
𝑇 (𝑠).

Остальные же постоянные даются формулами

𝐵𝑗 =
𝑖𝜗

(𝑗)
1

𝜗
(𝑗)
2

𝐶𝑗 +
1

2𝑠𝜗
(𝑗)
2

𝑇 (𝑠), 𝐴*
𝑗 = − 𝑖𝑠

κ𝑗

(︁
1 +

𝜗
(𝑗)
1

𝜗
(𝑗)
2

)︁
𝐴𝑗 +

1

2κ𝑗𝜗
(𝑗)
2

�̄�(𝑠),

𝐷𝑗 = − 𝑖𝜗
(𝑗)
1

𝜗
(𝑗)
2

𝐴𝑗 +
1

2𝑠𝜗
(𝑗)
2

�̄�(𝑠), 𝐵*
𝑗 =

𝑠

κ𝑗

(︁
1 +

𝜗
(𝑗)
1

𝜗
(𝑗)
2

)︁
𝐶𝑗 +

𝑖

2κ𝑗𝜗
(𝑗)
2

�̄�(𝑠),

где

𝑄(𝑥) =

{︃
𝑞(𝑥), |𝑥| < 𝑎,

−𝑝(𝑥), |𝑥| > 𝑎,
𝑇 (𝑥) =

{︃
𝜏(𝑥), |𝑥| < 𝑎,

0, |𝑥| > 𝑎,
(5)

�̄�(𝑠) =
1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑄(𝑥)𝑒𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥, 𝑇 (𝑠) =

1

2𝜋

∫︁ ∞

−∞
𝑇 (𝑥)𝑒𝑖𝑠𝑥𝑑𝑥, 𝛽 = ℎ𝑠.

Используя полученные выражения для коэффициентов 𝐴𝑗 и 𝐶𝑗 , 𝑗 = 1, 2,
и значениe интегралa [12] ∫︁ ∞

−∞
sign(𝑠)𝑒𝑖𝑠𝑥𝑑𝑠 =

2𝑖

𝑥
,
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определим производные от смещений точек зоны контакта разнородных по-
лос (−∞ < 𝑥 <∞, 𝑗 = 1, 2):

𝑢′𝑗(𝑥, 0) =
κ𝑗𝜗

(𝑗)
1

2𝜇2𝑗
𝑄(𝑥) + (−1)𝑗

κ𝑗𝜗
(𝑗)
2

2𝜋𝜇2𝑗

∫︁ ∞

−∞

𝑇 (𝑠)𝑑𝑠

𝑠− 𝑥
−

−
∫︁ ∞

−∞
𝐾

(𝑗)
11 (𝑠− 𝑥)𝑄(𝑠)𝑑𝑠+

∫︁ ∞

−∞
𝐾

(𝑗)
12 (𝑠− 𝑥)𝑇 (𝑠)𝑑𝑠,

𝑣′𝑗(𝑥, 0) = −κ𝑗𝜗
(𝑗)
1

2𝜇2𝑗
𝑇 (𝑥) + (−1)𝑗

κ𝑗𝜗
(𝑗)
2

2𝜋𝜇2𝑗

∫︁ ∞

−∞

𝑄(𝑠)𝑑𝑠

𝑠− 𝑥
−

−
∫︁ ∞

−∞
𝐾

(𝑗)
21 (𝑠− 𝑥)𝑄(𝑠)𝑑𝑠+

∫︁ ∞

−∞
𝐾

(𝑗)
22 (𝑠− 𝑥)𝑇 (𝑠)𝑑𝑠.

(6)

Здесь

𝐾
(𝑗)
11 (𝑥) = 𝐾

(𝑗)
22 (𝑥) =

1− 𝜈𝑗
2𝜋𝜇𝑗

∫︁ ∞

−∞

𝛽

ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽
𝑒𝑖𝑠𝑥𝑑𝑠,

𝐾
(𝑗)
12 (𝑥) = 𝑖(−1)𝑗+1 1− 𝜈𝑗

2𝜋𝜇𝑗

∫︁ ∞

−∞

𝑒−|𝛽| ch𝛽 − |𝛽|
ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽

𝑒𝑖𝑠𝑥𝑑𝑠,

𝐾
(𝑗)
21 (𝑥) = 𝑖(−1)𝑗+1 1− 𝜈𝑗

2𝜋𝜇𝑗

∫︁ ∞

−∞

𝑒−|𝛽| sh |𝛽|+ |𝛽|
ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽

𝑒𝑖𝑠𝑥𝑑𝑠.

Теперь, используя соотношения (6), удовлетворим последним двум соот-
ношениям (1). В итоге, учитывая (5), после некоторых несложных выкладок
для определения контактных напряжений 𝑞(𝑥) и 𝜏(𝑥) получим следующую
систему определяющих сингулярных интегральных уравнений (−𝑎 < 𝑥 < 𝑎):

𝐴𝑞(𝑥)− 𝐵

𝜋

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝜏(𝑠)𝑑𝑠

𝑠− 𝑥
−
∫︁ 𝑎

−𝑎
𝑅11(𝑠− 𝑥)𝑞(𝑠)𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑎

−𝑎
𝑅12 (𝑠− 𝑥) 𝜏(𝑠)𝑑𝑠 = 𝐹1(𝑥),

−𝐴𝜏(𝑥)− 𝐵

𝜋

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑞(𝑠)𝑑𝑠

𝑠− 𝑥
−
∫︁ 𝑎

−𝑎
𝑅21(𝑠− 𝑥)𝑞(𝑠)𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑎

−𝑎
𝑅22(𝑠− 𝑥)𝜏(𝑠)𝑑𝑠 = 𝐹2(𝑥),

(7)

где

𝑅11(𝑥) = 𝑅22(𝑥) =
𝐶

2𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝛽

ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽
𝑒𝑖𝑠𝑥𝑑𝑠,

𝑅12(𝑥) =
𝑖𝐵

2𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝑒−|𝛽| ch |𝛽| − |𝛽|
ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽

𝑒𝑖𝑠𝑥𝑑𝑠,

𝑅21(𝑥) =
𝑖𝐵

2𝜋

∫︁ ∞

−∞

𝑒−|𝛽| sh |𝛽|+ |𝛽|
ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽

𝑒𝑖𝑠𝑥𝑑𝑠;
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𝐹1(𝑥) = 𝑓
(2)
1 (𝑥)− 𝑓

(1)
1 (𝑥), 𝐹2(𝑥) = 𝑓

(2)
2 (𝑥)− 𝑓

(1)
2 (𝑥);

𝐴 =
κ1𝜗

(1)
1

2𝜇21
− κ2𝜗

(2)
1

2𝜇22
, 𝐵 =

κ1𝜗
(1)
2

2𝜇21
+

κ2𝜗
(2)
2

2𝜇22
, 𝐶 = 𝐴+

1

2

(︁ 1

𝜇1
− 1

𝜇2

)︁
;

𝑓
(𝑗)
2 (𝑥) = −(−1)𝑗κ𝑗𝜗

(𝑗)
2

2𝜋𝜇2𝑗

(︂∫︁ −𝑎

−∞
+

∫︁ ∞

𝑎

)︂
𝑝(𝑠)𝑑𝑠

𝑠− 𝑥
+

+

(︂∫︁ −𝑎

−∞
+

∫︁ ∞

𝑎

)︂
𝐾

(𝑗)
21 (𝑠− 𝑥)𝑝(𝑠)𝑑𝑠,

𝑓
(𝑗)
1 (𝑥) =

(︂∫︁ −𝑎

−∞
+

∫︁ ∞

𝑎

)︂
𝐾

(𝑗)
11 (𝑠− 𝑥)𝑝(𝑠)𝑑𝑠, 𝑗 = 1, 2.

Систему определяющих уравнений (7) нужно рассматривать вместе с усло-
вием равновесия верхней или нижней полуплоскости, которое при самоурав-
новешенных нагрузках можно представить в виде∫︁ 𝑎

−𝑎
𝑞(𝑠)𝑑𝑠 =

(︂∫︁ −𝑎

−∞
+

∫︁ ∞

𝑎

)︂
𝑝(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑃,

∫︁ 𝑎

−𝑎
𝜏(𝑠)𝑑𝑠 = 0. (8)

Таким образом, решение поставленной задачи свелось к решению определя-
ющей системы (7) при условиях (8). Отметим, что когда все полосы изготов-
лены из одного и того же материала, т. е. в случае однородной плоскости
с периодической системой параллельных полубесконечных трещин 𝐴 = 𝐶 =
= 𝐹1(𝑥) = 0 и из первого уравнения (7) для определения касательных кон-
тактных напряжений приходим к однородному сингулярному интегральному
уравнению первого рода при втором однородном условии (8). Откуда следует,
что 𝜏(𝑥) = 0. Для определения же нормальных контактных напряжений из
второго уравнения (7) получим следующее сингулярное интегральное урав-
нение первого рода

𝐵

𝜋

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝑞(𝑠)𝑑𝑠

𝑠− 𝑥
+

∫︁ 𝑎

−𝑎
𝑅21(𝑠− 𝑥)𝑞(𝑠)𝑑𝑠 = −𝐹2(𝑥), −𝑎 < 𝑥 < 𝑎,

которое нужно рассматривать при первом условии (8). Отметим, что при
помощи несложных математических выкладок из полученного уравнения не-
трудно получить определяющее интегральное уравнение этой же задачи, при-
веденной в [1]. В общем случае, чтобы построить решение определяющей
системы интегральных уравнений, из первого уравнения (7) вычтем второе
уравнение, первоначально умножив его на мнимую единицу. В результате,
введя комплексную комбинацию контактных напряжений 𝜒(𝑥) = 𝑞(𝑥)−𝑖𝜏(𝑥),
приходим к следующему сингулярному интегральному уравнению второго
рода:

𝐴𝜒(𝑥) +
𝐵

𝜋𝑖

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝜒(𝑠)𝑑𝑠

𝑠− 𝑥
+

∫︁ 𝑎

−𝑎
𝑄11(𝑠− 𝑥)𝜒(𝑠)𝑑𝑠+

+

∫︁ 𝑎

−𝑎
𝑄12(𝑠− 𝑥)�̄�(𝑠)𝑑𝑠 = 𝐹 (𝑥), −𝑎 < 𝑥 < 𝑎. (9)
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При этом условия (7) примут вид∫︁ 𝑎

−𝑎
𝜒(𝑠)𝑑𝑠 = 𝑃. (10)

Здесь
𝑄11(𝑥) = −𝑅11(𝑥) +

1

2𝑖

[︀
𝑅21(𝑥)−𝑅12(𝑥)

]︀
,

𝑄12(𝑥) =
1

2𝑖

[︀
𝑅21(𝑥) +𝑅12(𝑥)

]︀
, 𝐹 (𝑥) = 𝐹1(𝑥) + 𝑖𝐹2(𝑥),

а черточка над знаком функций здесь и в дальнейшем будет обозначать ком-
плексно-сопряженную величину этих функций.

2. Составная плоскость с двумя полубесконечными межфазны-
ми трещинами. Прежде чем перейти к решению определяющей системы (9)
в общем случае, рассмотрим еще один частный случай поставленной зада-
чи, когда ширина полос стремится к бесконечности, т. е. рассмотрим задачу
о плоско-деформированном состоянии составной упругой плоскости из двух
разнородных полуплоскостей, содержащей симметрично расположенные две
межфазные полубесконечные трещины. Заметим, что указанная задача рас-
сматривается впервые и представляет самостоятельный интерес. В этом слу-
чае регулярные части в уравнении (9) исчезают и мы приходим к следующему
определяющему сингулярному интегральному уравнению:

𝐴𝜒(𝑥) +
𝐵

𝜋𝑖

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝜒(𝑠)𝑑𝑠

𝑠− 𝑥
= 𝐹 (𝑥), −𝑎 < 𝑥 < 𝑎, (11)

которое нужно решать при условиях (10).
Решение уравнения (11) при условиях (10) будет даваться формулой [11]

𝜒(𝑥) =
1

𝐴(1− 𝛼2)

{︂
𝐹 (𝑥)− 𝛼𝜔(𝑥)

𝜋𝑖

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠

𝜔(𝑠)(𝑠− 𝑥)

}︂
+

+
𝑃 sin(𝜋𝛾𝑗)

𝜋
𝜔(𝑥), −𝑎 < 𝑥 < 𝑎,

где

𝜔(𝑥) = (𝑥+ 𝑎)−(1/2)−𝑖𝛾(𝑎− 𝑥)−(1/2)+𝑖𝛾 , 𝛼 =
𝐵

𝐴
, 𝛾 =

1

2𝜋
ln
𝜇1 + κ1𝜇2
𝜇2 + κ2𝜇1

.

Вычислим коэффициенты интенсивности разрушающих напряжений и ин-
теграл Черепанова—Райса в концевых точках трещины 𝑥 = ±𝑎:

𝐾[(−𝑎)𝑗 ] = 𝐾𝐼 [(−𝑎)𝑗 ]− 𝑖𝐾𝐼𝐼 [(−𝑎)𝑗 ] =
√
2𝜋 lim

𝑥→(−1)𝑗(𝑎+0)
𝜔−1(𝑥)𝜒(𝑥) =

= −
√
2𝜋

(1− 𝛼2)

{︂
𝛼

𝐴𝜋𝑖

∫︁ 𝑎

−𝑎

𝐹 (𝑠)𝑑𝑠

𝜔(𝑠)(𝑠− (−𝑎)𝑗)
− sin𝜋𝛾

𝜋
𝑃

}︂
, 𝑗 = 1, 2.

Тогда интеграл Черепанова—Райса в концевых точках трещины будет да-
ваться формулой [13]

𝐽(±𝑎) = �̃�𝐾(±𝑎)�̄�(±𝑎),
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где

�̃� =
1

2

(︁1− 𝜈21
𝐸1

+
1− 𝜈22
𝐸2

)︁
=
𝐵

4
.

3. Решение определяющего уравнения в общем случае. Решение
определяющего сингулярного интегрального уравнения (9) в общем случае
будем строить методом механических квадратур. Для этого при помощи заме-
ны переменных {𝑥, 𝑠} = {𝑎𝜂, 𝑎𝜉} запишем уравнение (9) на интервале (−1, 1):

𝜙(𝜂) +
𝛼

𝜋𝑖

∫︁ 1

−1

𝜙(𝜉)𝑑𝜉

𝜉 − 𝜂
+

∫︁ 1

−1
𝑄*

11(𝜉 − 𝜂)𝜙(𝜉)𝑑𝜉+

+

∫︁ 1

−1
𝑄*

12(𝜉 − 𝜂)𝜙(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐹*(𝜂), (12)

где

𝜙(𝜂) =
𝑎

𝑃
𝜒(𝑎𝜂), 𝐹*(𝜂) =

𝑎

𝑃𝐴
𝐹 (𝑎𝜂),

𝑄*
11(𝜂) =

𝑎

𝐴
𝑄11(𝑎𝜂) =

1

4𝜋𝑙𝐴

∫︁ ∞

−∞

𝐵𝑒−2|𝛽| + 2𝐶𝛽 − 2𝐵|𝛽|
ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽

𝑒𝑖𝛽𝜂/𝑙𝑑𝛽,

𝑄*
12(𝜂) =

𝑎

𝐴
𝑄12(𝑎𝜂) =

𝐵

4𝜋𝑙𝐴

∫︁ ∞

−∞

𝑒𝑖𝛽𝜂/𝑙𝑑𝛽

ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽
, 𝑙 = ℎ/𝑎.

Условие (10) при этом принимает вид∫︁ 1

−1
𝜙 (𝜉) 𝑑𝜉 = 1. (13)

Учитывая регулярность функции 𝑄*
𝑖𝑗(𝜂), несложно установить, что ис-

комая функция 𝜙(𝜂) в концевых точках интервала интегрирования имеет
показательную особенность и ее можно представить в виде

𝜙(𝜂) = 𝜙*(𝜂)(1 + 𝜂)−(1/2)−𝑖𝛾(1− 𝜂)−(1/2)+𝑖𝛾 ,

где 𝜙*(𝜂)— непрерывная функция, ограниченная вплоть до концов отрезка
[−1, 1]. Подставляя значение функции 𝜙*(𝜂) в (12) и (13) и используя соот-
ношения, приведенные в [14], по стандартной процедуре, придем к системе
алгебраических уравнений относительно значений 𝜙*(𝜉𝑖), где 𝜉𝑖 — корни мно-
гочлена Якоби 𝑃 (−(1/2)+𝑖𝛾,−(1/2)−𝑖𝛾)

𝑛 (𝜉𝑖) = 0.
После определения функции 𝜙*(𝜉𝑖) нетрудно восстановить функцию 𝜙(𝜂),

−1 < 𝜂 < 1, тем самым определив комплексную комбинацию безразмерных
контактных напряжений, действующих в зоне стыка разнородных полос. По-
сле чего довольно просто определить комплексные коэффициенты интенсив-
ности разрушающих напряжений и, следовательно, известные 𝐽-интегралы
Черепанова—Райса по формулам

𝐾(±1) = 𝐾𝐼(±1)− 𝑖𝐾𝐼𝐼(±1) =

=
√
2𝜋 lim

𝑥→±1∓0
(1∓ 𝜂)(1/2)∓𝑖𝛾

[︀
𝜎(𝑗)𝑦 (𝑎𝜂)− 𝑖𝜏 (𝑗)𝑥𝑦 (𝑎𝜂)

]︀
=
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=
𝑃
√
2𝜋

𝑎
lim

𝑥→±1∓0
(1∓ 𝜂)(1/2)∓𝑖𝛾𝜙(𝜂) =

𝑃
√
2𝜋

𝑎
2−(1/2)∓𝑖𝛾𝜙*(±1),

𝐽(±1) = �̃�𝐾(±1)�̄�(±1) =
𝜋�̃�𝑃 2

𝑎2
⃒⃒
𝜙*(±1)

⃒⃒2
.

Выпишем также формулу для определения раскрытия трещины. С этой
целью, используя второе из соотношений (6), составим нормальную состав-
ляющую дислокаций смещений точек берегов полубесконечных трещин и,
перейдя на интервал (−1, 1), представим их при помощи функции 𝜙(𝜂) в сле-
дующем виде:

𝑣′(𝑎𝜂) = 𝑣′1(𝑎𝜂)− 𝑣′2(𝑎𝜂) = −𝑃𝐵
𝑎

{︂
1

𝜋

∫︁ 1

−1

Re𝜙(𝜉)𝑑𝜉

𝜉 − 𝜂
+

+

∫︁ 1

−1
𝑄1(𝜉 − 𝜂)Re𝜙(𝜉)𝑑𝜉 +

1

𝜋

∫︁ 1

−1
𝑄2(𝜉 − 𝜂) Im𝜙(𝜉)𝑑𝜉

}︂
− 𝐹2(𝑎𝜂),

где

𝑄1(𝜂) =
𝜋𝑎

𝐵
𝑅21(𝑎𝜂) =

𝑖

2𝑙

∫︁ ∞

−∞

𝑒−|𝛽| sh |𝛽|+ |𝛽|
ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽

𝑒𝑖𝜂𝛽/𝑙𝑑𝛽,

𝑄2(𝜂) =
𝜋𝑎

𝐵
𝑅22(𝑎𝜂) =

𝐶

2𝐵𝑙

∫︁ ∞

−∞

𝛽𝑒𝑖𝛽𝜂/𝑙𝑑𝛽

ch𝛽 sh𝛽 + 𝛽
.

Тогда безразмерное раскрытие трещин, находящихся соответственно на ин-
тервалах (𝑎,∞) и (−∞,−𝑎), можно определить по формулам:

𝑣*(𝜂) =
𝑣(𝑎𝜂)

𝑎
=

∫︁ 𝜂

1
𝑣′(𝑎𝜉)𝑑𝜉, 1 < 𝜂 <∞,

𝑣*(𝜂) =
𝑣(𝑎𝜂)

𝑎
=

∫︁ 𝜂

−1
𝑣′(𝑎𝜉)𝑑𝜉, −∞ < 𝜂 < −1.

4. Численные расчеты. Проведен численный расчет и изучены зако-
номерности изменения контактных напряжений, действующих в зонах кон-
тактов разнородных полос, и безразмерных интегралов Черепанова—Райса
𝐽*(±𝑎) = 102 · (𝑎/𝑃 ) ·𝐽(±1) в концевых точках трещин в зависимости от соот-
ношения 𝜇 = 𝜇1/𝜇2 в случае фиксированных значений коэффициентов Пуас-
сона 𝜈𝑗 , 𝑗 = 1, 2, а также от изменения параметра 𝑙 = ℎ/𝑎. При этом считается,
что кусочно-однородная плоскость деформируется под воздействием симмет-
рично расположенных относительно оси 𝑂𝑦 сосредоточенных нагрузок вели-
чины 𝑃/2, т. е. принято (𝑎/𝑃 ) ·𝑝(𝑎𝜂) = [𝛿(𝜂−𝑏)+𝛿(𝜂+𝑏)]/2, 𝑏 = 𝜂0/𝑎, где 𝜂0 —
расстояние сосредоточенных нагрузок от начала координат и (𝑃/𝑎) ·𝜇2 = 0.1.

Результаты численных расчетов приведены на рис. 3–6.
На рис. 3 приведены графики безразмерных контактных напряжений в за-

висимости от параметра 𝜇 в случае, когда 𝜈1 = 0.3, 𝜈2 = 0.25, 𝑏 = 2 и 𝑙 = 1.
Они показывают, что нормальные контактные напряжения мало зависят от
параметра 𝜇 (графики при 𝜇 = 1 и 𝜇 = 0.5 практически совпадают), в то вре-
мя как касательные контактные напряжения при приближении параметра 𝜇
к единице стремятся к нулю.
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Рис. 3. Безразмерные контактные напряжения (при различных значениях параметра 𝜇):
слева — нормальные контактные напряжения, справа — тангенциальные контактные на-

пряжения
[Figure 3. Dimensionless contact stresses when 𝜈1 = 0.3, 𝜈2 = 0.25, 𝑏 = 2, and 𝑙 = 1 for

different values of the parameter 𝜇: on the left — normal contact stresses; on the right —
tangential contact stresses]

Рис. 4. Изменение интеграла 𝐽*(𝑎)

[Figure 4. Variation of 𝐽-integral
depending on the parameter 𝑏

when 𝜈1 = 0.3, 𝜈2 = 0.25, 𝑙 = 1]

На рис. 4 приведены графики изме-
нения значения интеграла Черепанова—
Райса 𝐽*(𝑎) = 𝐽*(−𝑎) в концевых точ-
ках трещин в зависимости от парамет-
ра 𝑏, описывающего степень удаленности
точек приложения внешней нагрузки от
вершин трещин, в случае, когда 𝜈1 = 0.3,
𝜈2 = 0.25 и 𝑙 = 1 при некоторых значе-
ниях 𝜇. Из них видно, что при удалении
точек приложения внешних нагрузок от
концевых точек трещин интеграл Чере-
панова—Райса, монотонно убывая, стре-
мится к определенному пределу. Причем
чем модуль сдвига первой из полос боль-
ше, тем меньше значение интеграла Черепанова—Райса, т. е. меньше вероят-
ность распространения трещины.

На рис. 5 приведены графики безразмерных контактных напряжений в за-
висимости от параметра 𝑙 в случае, когда 𝜇 = 2, 𝑏 = 2, 𝜈1 = 0.3 и 𝜈2 = 0.25.
Они показывают, что при возрастании 𝑙, т. е. при увеличении ширины полосы,
когда длина контактной зоны остается неизменной, нормальные контактные
напряжения в средней части контактной зоны уменьшаются, а у концевых то-
чек зоны контакта увеличиваются. Касательные же контактные напряжения
при этом по абсолютной величине уменьшаются.

На рис. 6 приведены графики интеграла Черепанова—Райса 𝐽*(𝑎) = 𝐽*(−𝑎)
в вершинах трещин в случае, когда 𝜈1 = 0.3 𝜈2 = 0.25, 𝑏 = 2: слева — в зави-
симости от параметра 𝑙 при значениях параметра 𝜇 = 0.5, 1 и 5 и справа —
в зависимости от параметра 𝜇 при значениях параметра 𝑙 = 0.5, 1 и 5.

Из рис. 6 слева следует, что при увеличении ширины полос интеграл
𝐽*(±𝑎) возрастает, стремясь к определенному пределу, соответствующему
значению интеграла Черепанова—Райса в случае двухкомпонентной плоско-
сти с двумя симметричными полубесконечными трещинами. При этом, как и
выше, чем жестче первая из полос, тем меньше значение интеграла Черепа-
нова—Райса.
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Рис. 5. Безразмерные контактные напряжения (при различных значениях параметра 𝑙):
слева — нормальные контактные напряжения, справа — тангенциальные контактные на-

пряжения
[Figure 5. Dimensionless contact stresses when 𝜇 = 2, 𝑏 = 2, 𝜈1 = 0.3, and 𝜈2 = 0.25 for
different values of the parameter 𝑙: on the left — normal contact stresses; on the right —

tangential contact stresses]

Рис. 6. Изменение интеграла 𝐽*(𝑎) [Figure 6. Variation of 𝐽-integral when 𝜈1 = 0.3 𝜈2 = 0.25,
𝑏 = 2: on the left — depending on the parameter 𝑙; on the right — depending on the parameter 𝜇]

Из рис. 6 справа следует, что при возрастании параметра 𝜇 значение 𝐽-
интеграла, монотонно убывая, стремится к постоянному значению, которое
представляет из себя значение интеграла Черепанова—Райса в случае, когда
первая из полос абсолютно жесткая.

5. Заключение. Таким образом, выведено определяющее уравнение плос-
кой задачи теории упругости для равномерно кусочно-однородного простран-
ства с периодической системой двух полубесконечных параллельных меж-
фазных трещин в виде сингулярного интегрального уравнения второго рода
относительно комплексной комбинации контактных напряжений, действую-
щих в зонах стыка разнородных полос.

Выяснено поведение искомой функции в концевых точках интервалов ин-
тегрирования и построено решение определяющего уравнения численно-ана-
литическим методом механических квадратур. Получены простые формулы
для определения комплексного коэффициента интенсивности разрушающих
напряжений и 𝐽-интеграла Черепанова—Райса в концевых точках трещин.

При помощи численных расчетов изучено поведение контактных напря-
жений и 𝐽-интеграла в зависимости от физико-механических и геометриче-
ских характеристик задачи. Показано, что при выбранных параметрах уве-
личение жесткости одной из полос, когда жесткость второй полосы остается
неизменной, значение 𝐽-интеграла стремится к определенной постоянной, со-
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ответствующей значению интеграла Черепанова—Райса в случае, когда пер-
вая из полос абсолютно жесткая.
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Abstract
The plane stress state of a uniformly piecewise-homogeneous plane ob-

tained by alternately joining two dissimilar strips is considered, which along
the lines of joints of dissimilar strips is weakened by a periodic system of two
semi-infinite interfacial cracks and is deformed using normal loads applied
to the crack banks. The basic cell of the problem in the form of a two-
component strip is considered and, using the generalized Fourier transform,
a governing system of equations for the problem is obtained in the form of
one singular integral equation of the second kind for a complex combination
of contact stresses in the junction zone of the strips.

As a special case, tending the height of the strips to infinity, the governing
equation of the problem for a two-component plane of two dissimilar half-
planes with two semi-infinite interfacial cracks is obtained and its exact
solution is constructed. The governing equation for the stated problem is
also obtained in the form of one singular integral equation of the first kind
with respect to normal contact stresses in another particular case, when all
strips are made of the same material, i.e. in the case of a homogeneous plane,
a weakened periodic system of parallel, two semi-infinite cracks.

In the general case, the behavior of the unknown function at the end
points of the integration interval is determined and the solution of the prob-
lem by the numerical-analytical method of mechanical quadratures is re-
duced to solving a system of algebraic equations. Simple formulas are ob-
tained to determine the intensity factors, the Cherepanov–Rice integral and
crack opening. A numerical calculation has been performed. Regularities of
changes in contact stresses and the Cherepanov–Rice integral at the end-
points of cracks are revealed, depending on the elastic characteristics of
heterogeneous strips and the geometric parameters of the problem.
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