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Аннотация
Рассматривается теория потенциала для трехмерного эллиптическо-

го уравнения с одним сингулярным коэффициентом. В рассмотрение
вводятся потенциалы двойного и простого слоев с неизвестной плотно-
стью, которые выражаются через фундаментальное решение названного
эллиптического уравнения. При исследовании этих потенциалов исполь-
зуются свойства гипергеометрической функции Гаусса.

Доказаны теоремы о предельных значениях введенных потенциалов
и их конормальных производных, которые позволяют эквивалентным
образом свести краевые задачи для сингулярных эллиптических урав-
нений к интегральному уравнению второго рода, к которому применима
теория Фредгольма.

В качестве приложения изложенной теории в области, ограниченной
координатной плоскостью 𝑥 = 0 и поверхностью Ляпунова при 𝑥 > 0,
для трехмерного эллиптического уравнения с одним сингулярным коэф-
фициентом решается задача Хольмгрена. Единственность решения по-
ставленной задачи доказывается известным методом 𝑎𝑏𝑐, а существова-
ние — методом функции Грина, регулярная часть которой ищется в виде
потенциала двойного слоя с временно неизвестной плотностью. Решение
задачи Хольмгрена находится в виде, удобном для дальнейших иссле-
дований.
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Эр г аш е в Т. Г.

Введение. Предварительные сведения
Теория потенциала, имеющая многочисленные приложения в механике

жидкости, эластодинамике, электромагнетизме и акустике, позволяет све-
сти краевые задачи для эллиптических уравнений к решению интегральных
уравнений, а это, в свою очередь, облегчает процесс исследования краевых
задач, особенно, когда рассматриваются задачи для эллиптических уравне-
ний с сингулярными коэффициентами [1].

При решении всякой краевой задачи, в том числе при построении тео-
рии потенциала, для эллиптических уравнений важную роль играют фунда-
ментальные решения данного уравнения. Фундаментальные решения более
обобщенного эллиптического уравнения

𝐸
(𝑚,𝑛)
(𝛼,𝜆) (𝑢) ≡

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑢𝑥𝑖𝑥𝑖 +
𝑛∑︁

𝑘=1

2𝛼𝑘

𝑥𝑘
𝑢𝑥𝑘

+ 𝜆𝑢 = 0 (1)

в области R𝑛+
𝑚 = {(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) : 𝑥1 > 0, . . . , 𝑥𝑛 > 0}, являющейся 2𝑛-ой ча-

стью евклидова пространства R𝑚, найдены при 𝜆 = 0 в [2], а при наличии
параметра 𝜆— в [3]. Здесь 𝑚— размерность R𝑚, 𝑛— число сингулярных ко-
эффициентов уравнения (1) (1 6 𝑛 6 𝑚,𝑚 > 2); 𝛼 := (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) и 𝜆—
действительные числа, причем 0 < 2𝛼𝑘 < 1, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛. Отметим, что
многие авторы [4–10] занимались нахождением фундаментальных решений
для различных частных случаев уравнения (1). Кроме того, в работе [11]
исследована задача Дирихле для трехмерного уравнения эллиптико-гипербо-
лического типа с тремя сингулярными коэффициентами (𝑚 = 𝑛 = 3, 𝜆 = 0),
а в [12] методом оператора преобразования найдено решение задачи Дирихле
для уравнения (1) в случае, когда 𝑚 = 𝑛.

Пользуясь известными фундаментальными решениями [2], в работе [13]
найдено в явном виде решение обобщенной задачи Хольмгрена для уравнения
𝐸

(𝑚,𝑛)
(𝛼,0) (𝑢) = 0 в 2𝑛-ой части многомерного шара, находящейся в R𝑛+

𝑚 .
Несмотря на то, что в настоящее время известны фундаментальные ре-

шения даже для многомерного (более двумерного) уравнения, такого, как
уравнение (1), построение теории потенциала ограничивалось лишь двумер-
ными уравнениями с одним и двумя сингулярными коэффициентами.

В работах [14–16] построена теория потенциала для простейшего сингу-
лярного эллиптического уравнения

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 +
2𝛼

𝑥
𝑢𝑥 = 0, 0 < 2𝛼 < 1 (2)

в области, ограниченной в полуплоскости 𝑥 > 0. Изложение результатов
по теории потенциала для двумерного сингулярного эллиптического уравне-
ния (2) со ссылками на оригинальную литературу содержится в монографии
Смирнова [17], которая является основным трудом в этой области.

В работах [18–21] установлены некоторые свойства потенциалов двойного
слоя, соответствующих четырем фундаментальным решениям обобщенного
двуосесимметрического эллиптического уравнения

𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 +
2𝛼

𝑥
𝑢𝑥 +

2𝛽

𝑦
𝑢𝑦 = 0, 0 < 2𝛼, 2𝛽 < 1,

в области, ограниченной в первой четверти плоскости 𝑥𝑂𝑦.
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Потенциалы для трехмерного эллиптического уравнения. . .

Относительно мало работ посвящено случаям, когда размерность урав-
нения превышает два. Отметим лишь работы [10,22]. Поэтому вопрос иссле-
дования потенциалов двойного и простого слоев, хотя бы для трехмерного
эллиптического уравнения с одним сингулярным коэффициентом, является
актуальной задачей.

Рассмотрим уравнение

𝐸(𝑢) ≡ 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 + 𝑢𝑧𝑧 +
2𝛼

𝑥
𝑢𝑥 = 0, 0 < 2𝛼 < 1, (3)

в полупространстве 𝑥 > 0. В работе [23] доказываются теоремы, позволяющие
выявить предельные свойства потенциалов двойного и простого слоев, соот-
ветствующих одному из фундаментальных решений уравнения (3), и в ка-
честве приложения полученных результатов исследуется смешанная задача
для уравнения (3) в области, ограниченной в полупространстве 𝑥 > 0.

В данной работе, пользуясь другим фундаментальным решением урав-
нения (3), построим теорию потенциала и применим ее к решению задачи
Хольмгрена.

При необходимости будем использовать запись R+
3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) : 𝑥 > 0}

для обозначения полупространства 𝑥 > 0. Прежде чем перейти к изложе-
нию основных результатов, приведем необходимые сведения о специальных
функциях.

Символ Похгаммера (𝑡)𝑛 при целых 𝑛 определяется равенством

(𝑡)𝑛 = 𝑡(𝑡+ 1) · · · (𝑡+ 𝑛− 1), 𝑛 = 1, 2, . . . ; (𝑡)0 ≡ 1. (4)

Гипергеометрическая функция Гаусса определяется внутри круга |𝑡| < 1
как сумма гипергеометрического ряда [24, гл. 2, § 2.1, формула (2)]

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑡) =
∞∑︁
𝑘=0

(𝑎)𝑘(𝑏)𝑘
𝑘!(𝑐)𝑘

𝑡𝑘, (5)

а при |𝑡| > 1 получается аналитическим продолжением этого ряда. В форму-
ле (5) параметры 𝑎, 𝑏, 𝑐 и переменная 𝑡 могут быть комплексными, причем
𝑐 ̸= 0,−1, . . . , а (𝑡)𝑘 — символ Похгаммера (4).

Одно из фундаментальных решений уравнения (3) имеет вид [2]

𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜉, 𝜂, 𝜁) =
1

2𝜋
𝑟−2𝛼−1𝐹

(︁
𝛼+

1

2
, 𝛼; 2𝛼;𝜎

)︁
, (6)

где

0 < 2𝛼 < 1, 𝜎 = 1− 𝑟21
𝑟2

;
𝑟21
𝑟2

}︂
= (𝑥± 𝜉)2 + (𝑦 − 𝜂)2 + (𝑧 − 𝜁)2.

Эта функция по переменным (𝑥, 𝑦, 𝑧) является решением уравнения (3), имеет
особенность порядка 1/𝑟 при 𝑟 → 0 и, следовательно, действительно является
фундаментальным решением уравнения (3). Нетрудно видеть, что(︁

𝑥2𝛼
𝜕𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜉, 𝜂, 𝜁)

𝜕𝑥

)︁⃒⃒⃒
𝑥=0

=
(︁
𝜉2𝛼

𝜕𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜉, 𝜂, 𝜁)

𝜕𝜉

)︁⃒⃒⃒
𝜉=0

= 0 (7)

для всех 𝑦, 𝑧, 𝜂 и 𝜁.
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Эр г аш е в Т. Г.

1. Формулы Грина
Рассмотрим тождество

𝑥2𝛼[𝑢𝐸(𝑣)− 𝑣𝐸(𝑢)] =
𝜕

𝜕𝑥
[𝑥2𝛼(𝑣𝑥𝑢− 𝑣𝑢𝑥)]+

+ 𝑥2𝛼
𝜕

𝜕𝑦
(𝑣𝑦𝑢− 𝑣𝑢𝑦) + 𝑥2𝛼

𝜕

𝜕𝑧
(𝑣𝑧𝑢− 𝑣𝑢𝑧), (8)

интегрируя обе части которого по области𝐷, расположенной в полупростран-
стве 𝑥 > 0, и пользуясь формулой Гаусса—Остроградского, получим

y

𝐷

𝑥2𝛼
[︀
𝑢𝐸(𝑣)− 𝑣𝐸(𝑢)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

x

𝑆

(︀
𝑢𝐵𝛼

𝑛 [𝑣]− 𝑣𝐵𝛼
𝑛 [𝑢]

)︀
𝑑𝑆, (9)

где 𝑆 — граница области 𝐷, 𝑛— внешняя нормаль к поверхности 𝑆 и

𝐵𝛼
𝑛 [ · ] = 𝑥2𝛼

[︁
cos(𝑛, 𝑥)

𝜕( · )
𝜕𝑥

+ cos(𝑛, 𝑦)
𝜕( · )
𝜕𝑦

+ cos(𝑛, 𝑧)
𝜕( · )
𝜕𝑧

]︁
. (10)

Здесь и далее (ради краткости записи) буква 𝑛 в нижнем индексе обозначе-
ния 𝐵𝛼

𝑛 [ · ] указывает на то, что конормальная производная вычисляется по
переменным 𝑥, 𝑦 и 𝑧 (сравни с определением (15) ниже).

Формула Грина (9) выводится при следующих предположениях:
– функции 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) и их частные производные первого порядка

непрерывны в замкнутой области 𝐷,
– частные производные второго порядка непрерывны внутри 𝐷 и инте-

гралы по 𝐷, содержащие 𝐸(𝑢) и 𝐸(𝑣), имеют смысл.
Если 𝐸(𝑢) и 𝐸(𝑣) не обладают непрерывностью вплоть до 𝑆, то это —

несобственные интегралы, которые получаются как пределы по любой после-
довательности областей 𝐷𝑘, которые содержатся внутри 𝐷, когда эти обла-
сти 𝐷𝑘 стремятся к 𝐷, так что всякая точка, находящаяся внутри 𝐷 попадает
внутрь областей 𝐷𝑘, начиная с некоторого номера 𝑘.

Если 𝑢 и 𝑣— решения уравнения (3), то из формулы (9) имеем
x

𝑆

(︀
𝑢𝐵𝛼

𝑛 [𝑣]− 𝑣𝐵𝛼
𝑛 [𝑢]

)︀
𝑑𝑆 = 0. (11)

Полагая в формуле (9) 𝑣 ≡ 1 и заменяя 𝑢 на 𝑢2, получим
y

𝐷

𝑥2𝛼
[︁(︁𝜕𝑢
𝜕𝑥

)︁2
+
(︁𝜕𝑢
𝜕𝑦

)︁2
+
(︁𝜕𝑢
𝜕𝑧

)︁2]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

x

𝑆

𝑢𝐵𝛼
𝑛 [𝑢]𝑑𝑆, (12)

где 𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑧)— решение уравнения (3).
Наконец, из формулы (11), полагая 𝑣 ≡ 1, будем иметь

x

𝑆

𝐵𝛼
𝑛 [𝑢]𝑑𝑆 = 0, (13)

т.е. интеграл от конормальной производной решения уравнения (3) по за-
мкнутой поверхности 𝑆 области 𝐷 равен нулю.
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2. Потенциал двойного слоя
Пусть Γ— поверхность Ляпунова, лежащая в полупространстве 𝑥 > 0,

и пусть 𝐷— область, ограниченная односвязной открытой областью 𝑋 плос-
кости 𝑦𝑂𝑧 и поверхностью Γ. Общую границу плоской области 𝑋 и поверх-
ности Γ обозначим через 𝛾.

Параметрическое уравнение поверхности Γ пусть будет 𝑥 = 𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦 =
= 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑠, 𝑡), (𝑠, 𝑡) ∈ Φ, где Φ := (𝑠1, 𝑠2) × (𝑡1, 𝑡2)— область изменения
𝑠 и 𝑡. Тогда параметрическое уравнение плоской кривой 𝛾 будет иметь вид
𝑦 = 𝑦(𝑠, 𝑡0), 𝑧 = 𝑧(𝑠, 𝑡0), где 𝑡0 ∈ [𝑡1, 𝑡2]— фиксированное число, удовлетворя-
ющее уравнению 𝑥(𝑠, 𝑡0) = 0 при любых значениях 𝑠 ∈ [𝑠1, 𝑠2]. Относительно
поверхности Γ будем предполагать, что:

1) функции 𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡) и 𝑧(𝑠, 𝑡) имеют непрерывные частные производ-
ные первого порядка по 𝑠 и 𝑡 в Φ, не обращающиеся одновременно в нуль
(𝑥2𝑠 + 𝑦2𝑠 + 𝑧2𝑠 ̸= 0, 𝑥2𝑡 + 𝑦2𝑡 + 𝑧2𝑡 ̸= 0);

2) при стремлении точек поверхности Γ к точкам кривой 𝛾 поверхность Γ
образует прямой угол с плоскостью 𝑥 = 0.

Координаты переменной точки на поверхности Γ будем обозначать через
(𝜉, 𝜂, 𝜁), где 𝜉 = 𝜉(𝜃, 𝜗), 𝜂 = 𝜂(𝜃, 𝜗), 𝜁 = 𝜁(𝜃, 𝜗), (𝜃, 𝜗) ∈ Φ.

Рассмотрим интеграл

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
x

Γ

𝜇(𝜃, 𝜗)𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝜃𝑑𝜗, (14)

где 𝜇(𝜃, 𝜗) ∈ 𝐶(Γ) и 𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)— фундаментальное решение уравнения
(3), определенное формулой (6),

𝐵𝛼
𝜈 [ · ] = 𝜉2𝛼

[︁
cos(𝜈, 𝜉)

𝜕( · )
𝜕𝜉

+ cos(𝜈, 𝜂)
𝜕( · )
𝜕𝜂

+ cos(𝜈, 𝜁)
𝜕( · )
𝜕𝜁

]︁
, (15)

𝜈 — внешняя нормаль к поверхности Γ. Здесь и далее (опять ради кратко-
сти записи) буква 𝜈 в нижнем индексе обозначения 𝐵𝛼

𝜈 [ · ] указывает на то,
что конормальная производная вычисляется по переменным 𝜉, 𝜂 и 𝜁 (сравни
с определением (10)).

Определение 1. Интеграл (14) будем называть потенциалом двойного
слоя с плотностью 𝜇(𝜃, 𝜗).

Очевидно, что 𝑤 (𝑥, 𝑦, 𝑧) есть регулярное решение уравнения (3) в любой
области, лежащей в полупространстве 𝑥 > 0, не имеющей общих точек ни
с поверхностью Γ, ни с плоскостью 𝑦𝑂𝑧. Как и в случае логарифмического
потенциала, можно показать существование потенциала двойного слоя (14)
в точках поверхности Γ для ограниченной плотности 𝜇 (𝜃, 𝜗).

Лемма 1. Справедлива следующая формула:

𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡
x

Γ

𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑Γ =

⎧⎪⎨⎪⎩
− 1, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷 ∪𝑋,

−1/2, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Γ ∪ 𝛾,
0, (𝑥, 𝑦, 𝑧) /∈ �̄�.

(16)

До к а з ат е л ь ств о. Процесс доказательства состоит из нескольких слу-
чаев.
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1. Пусть точка (𝑥, 𝑦, 𝑧) лежит вне области 𝐷 и над плоскостью 𝑦𝑂𝑧.
Тогда 𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧) есть регулярное решение уравнения (3) внутри обла-
сти 𝐷 с непрерывными производными всех порядков вплоть до поверхно-
сти Γ, и в силу (13)

𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡
x

Γ

𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝜃𝑑𝜗 = 0.

2. Пусть точка (𝑥, 𝑦, 𝑧) находится внутри 𝐷. Вырежем из области 𝐷 шар
малого радиуса 𝜌 с центром в точке (𝑥, 𝑦, 𝑧) и обозначим через 𝐷𝜌 оставшу-
юся часть области 𝐷, а через 𝐶𝜌 — сферу вырезанного шара. В области 𝐷𝜌

функция 𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)— регулярное решение уравнения (3) и, согласно (7)
и (13), мы имеем

x

Γ

𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝜃𝑑𝜗+

x

𝐶𝜌

𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝐶𝜌 = 0,

т.е.
𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −

x

𝐶𝜌

𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝐶𝜌. (17)

Вычислим производную по нормали 𝜈 от фундаментального решения
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧). Применяя последовательно формулу для вычисления произ-
водной гипергеометрической функции Гаусса [24, гл. 2, § 2.8, формула (20)]

𝑑

𝑑𝜎
𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐;𝜎) =

𝑎𝑏

𝑐
𝐹 (𝑎+ 1, 𝑏+ 1; 𝑐+ 1;𝜎)

и смежное соотношение

𝑏

𝑐
𝜎𝐹 (𝑎+ 1, 𝑏+ 1; 𝑐+ 1;𝜎) = 𝐹 (𝑎+ 1, 𝑏; 𝑐;𝜎)− 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐;𝜎),

получим

𝜕𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝜉
=

1 + 2𝛼

2𝜋
(𝑥− 𝜉)𝑟−2𝛼−3𝐹

(︁
𝛼+

3

2
, 𝛼; 2𝛼;𝜎

)︁
−

− 1 + 2𝛼

2𝜋
𝑥𝑟−2𝛼−3𝐹

(︁
𝛼+

3

2
, 1 + 𝛼; 1 + 2𝛼;𝜎

)︁
. (18)

В результате применения формулы дифференцирования [24, гл. 2, § 2.8,
формула (21)]

𝑑

𝑑𝜎

[︀
𝜎𝑎𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐;𝜎)

]︀
= 𝑎𝜎𝑎−1𝐹 (𝑎+ 1, 𝑏; 𝑐;𝜎)

находим

𝜕𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝜂
=

1 + 2𝛼

2𝜋
(𝑦 − 𝜂)𝑟−2𝛼−3𝐹

(︁
𝛼+

3

2
, 𝛼; 2𝛼;𝜎

)︁
, (19)

𝜕𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝜁
=

1 + 2𝛼

2𝜋
(𝑧 − 𝜁)𝑟−2𝛼−3𝐹

(︁
𝛼+

3

2
, 𝛼; 2𝛼;𝜎

)︁
. (20)
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Используя (18), (19) и (20), с учетом (15) имеем

𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
=

1 + 2𝛼

2𝜋
𝑟−2𝛼−1𝐹

(︁
𝛼+

3

2
, 𝛼; 2𝛼;𝜎

)︁
𝐵𝛼

𝜈

[︁
ln

1

𝑟

]︁
−

− 1 + 2𝛼

2𝜋
𝑥𝑟−2𝛼−3𝜉2𝛼𝐹

(︁
𝛼+

3

2
, 1 + 𝛼; 1 + 2𝛼;𝜎

)︁
cos(𝜈, 𝜉). (21)

Далее, применив известную формулу [24, гл. 2, § 2.9, формула (2)]

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐;𝑥) = (1− 𝑥)−𝑏𝐹
(︁
𝑐− 𝑎, 𝑏; 𝑐;

𝑥

𝑥− 1

)︁
к каждой гипергеометрической функции в (21), получим

𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
= − 1 + 2𝛼

4𝜋𝑟2𝛼1 𝑟
𝐹
(︁
𝛼− 3

2
, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟2

𝑟21

)︁
𝐵𝛼

𝜈

[︀
ln 𝑟2

]︀
−

− 1 + 2𝛼

2𝜋𝑟𝑟2𝛼+2
1

𝑥𝜉2𝛼𝐹
(︁
𝛼− 1

2
, 1 + 𝛼; 1 + 2𝛼; 1− 𝑟2

𝑟21

)︁
cos(𝜈, 𝜉). (22)

Теперь равенство (17) может быть написано так:

𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑖1(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑗1(𝑥, 𝑦, 𝑧), (23)

где

𝑖1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −1 + 2𝛼

2𝜋

x

𝐶𝜌

1

𝑟2𝛼1 𝑟
𝐹
(︁
𝛼− 3

2
, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟2

𝑟21

)︁
𝐵𝛼

𝜈

[︁
ln

1

𝑟

]︁
𝑑𝐶𝜌, (24)

𝑗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
1 + 2𝛼

2𝜋
𝑥

x

𝐶𝜌

𝜉2𝛼

𝑟2𝛼1 𝑟
𝐹
(︁
𝛼− 1

2
, 1 + 𝛼; 1 + 2𝛼; 1− 𝑟2

𝑟21

)︁
cos(𝜈, 𝜉)𝑑𝐶𝜌.

Преобразуем правую часть равенства (24). На сфере нормаль направлена
против радиуса. Отсюда

𝑖1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −1 + 2𝛼

2𝜋

x

𝐶𝜌

𝜉2𝛼

𝑟2𝛼1 𝑟2
𝐹
(︁
𝛼− 3

2
, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟2

𝑟21

)︁
𝑑𝐶𝜌. (25)

Вводя сферические координаты

𝜉 = 𝑥+ 𝜌 cos𝜙, 𝜂 = 𝑦 + 𝜌 sin𝜙 cos𝜓, 𝜁 = 𝑧 + 𝜌 sin𝜙 sin𝜓 (26)

(𝜌 > 0, 0 6 𝜙 6 𝜋, 0 6 𝜓 6 2𝜋)

в интеграле (25), получим

𝑖1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −1 + 2𝛼

2𝜋

∫︁ 2𝜋

0
𝑑𝜓

∫︁ 𝜋

0

[︁𝑥2 + 2𝑥𝜌 cos𝜙+ 𝜌2 cos2 𝜙

4𝑥2 + 4𝑥𝜌 cos𝜙+ 𝜌2

]︁𝛼
×

× 𝐹
(︁
𝛼− 3

2
, 𝛼; 2𝛼;

4𝑥2 + 4𝑥𝜌 cos𝜙

4𝑥2 + 4𝑥𝜌 cos𝜙+ 𝜌2

)︁
sin𝜙𝑑𝜙. (27)
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Теперь в правой части равенства (27) переходим к пределу при 𝜌 → 0.
Используя формулу суммирования для гипергеометрической функции Гаусса
[24, гл. 2, § 2.8, формула (46)]

𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 1) =
Γ(𝑐)Γ(𝑐− 𝑎− 𝑏)

Γ(𝑐− 𝑎)Γ(𝑐− 𝑏)
, Re(𝑐− 𝑎− 𝑏) > 0; 𝑐 ̸= 0,−1,−2, . . . ,

получим
lim
𝜌→0

𝑖1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −1. (28)

Еще проще доказывается, что

lim
𝜌→0

𝑗1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0. (29)

Подставляя теперь (28) и (29) в (23), получим

𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −1, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷.

3. Пусть теперь точка (𝑥, 𝑦, 𝑧) совпадает с некоторой точкой 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0),
лежащей на поверхности Γ. Проведем сферу малого радиуса 𝜌 с центром
в точке 𝑀0. Эта сфера вырежет часть Γ𝜌 поверхности Γ. Оставшуюся часть
поверхности обозначим через Γ*

𝜌. Мы имеем

𝑤1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = lim
𝜌→0

x

Γ*
𝜌

𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

]︀
𝑑Γ*

𝜌. (30)

Обозначим через 𝐶*
𝜌 часть сферы 𝐶𝜌, лежащей внутри области 𝐷, и рас-

смотрим область, ограниченную поверхностями Γ*
𝜌, 𝐶*

𝜌 и плоской областью
𝑋 плоскости 𝑦𝑂𝑧. Так как точка 𝑀0 лежит вне этой области, в этой области
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)— регулярное решение уравнения (3), и в силу (13) имеем

x

Γ*
𝜌

𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

]︀
𝑑Γ*

𝜌 =
x

𝐶*
𝜌

𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

]︀
𝑑𝐶*

𝜌 . (31)

Подставляя (31) в (30), получим

𝑤1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = − lim
𝜌→0

x

𝐶*
𝜌

𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

]︀
𝑑𝐶*

𝜌 .

Вводя снова сферические координаты (26) с центром в точке 𝑀0, получим

𝑤1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −1/2, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Γ.

4. Положим, наконец, что точка (𝑥, 𝑦, 𝑧) находится на плоскости 𝑦𝑂𝑧.
Проведем плоскость 𝑥 = 𝛿 (𝛿 > 0 достаточно мало) и рассмотрим область 𝐷𝛿,
которая есть часть области 𝐷, лежащая над плоскостью 𝑥 = 𝛿. Применяя
формулу (13), получим
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𝑤1(0, 𝑦, 𝑧) =
x

𝐻𝛿

𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁; 0, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝐻𝛿+

+
x

𝑋𝛿

[︁
𝜉2𝛼

𝜕𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁; 0, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝜉

]︁
𝜉=𝛿

𝑑𝑋𝛿, (32)

где 𝐻𝛿 — часть поверхности Γ, находящаяся ниже плоскости 𝑥 = 𝛿, а 𝑋𝛿 —
сечение области𝐷 плоскостью 𝑥 = 𝛿, т.е.𝑋𝛿 — плоская область, ограниченная
замкнутой кривой 𝛾𝛿: 𝑦 = 𝑦(𝑠, 𝑡𝛿), 𝑧 = 𝑧(𝑠, 𝑡𝛿), здесь 𝑡𝛿 ∈ [𝑡1, 𝑡2] определяется
из уравнения 𝑥(𝑠, 𝑡𝛿) = 𝛿 при любых значениях 𝑠 ∈ [𝑠1, 𝑠2].

Нетрудно видеть, что интеграл
x

𝐻𝛿

𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁; 0, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝐻𝛿

при 𝛿 → 0 стремится к нулю при любом значении 𝑦 и 𝑧.
Пусть 𝑋𝛿 = {(𝑦, 𝑧) : 𝑝(𝛿) < 𝑦 < 𝑞(𝛿), ℎ(𝑦, 𝛿) < 𝑧 < 𝑘(𝑦, 𝛿)}, где 𝑝(𝛿) и 𝑞(𝛿)—

некоторые конечные действительные числа, зависящие от 𝛿, а 𝑧 = ℎ(𝑦, 𝛿),
𝑧 = 𝑘(𝑦, 𝛿)— непрерывные функции на отрезке [𝑝(𝛿), 𝑞(𝛿)]. Далее, согласно
(18), выражение (32) можно записать в виде

𝑤1(0, 𝑦, 𝑧) =

= −1 + 2𝛼

2𝜋
lim
𝛿→0

𝛿1+2𝛼

∫︁ 𝑞(𝛿)

𝑝(𝛿)

∫︁ 𝑘(𝜁,𝛿)

ℎ(𝜁,𝛿)

[︀
𝛿2 + (𝜂 − 𝑦)2 + (𝜁 − 𝑧)2

]︀−𝛼−3/2
𝑑𝜂𝑑𝜁. (33)

Преобразуем выражение (33). Вместо 𝜂 и 𝜁 введем новые переменные ин-
тегрирования 𝑡 = (𝜂 − 𝑦)/𝛿 и 𝑠 = (𝜁 − 𝑧)/𝛿. Совершая замену переменных,
получим

𝑤1(0, 𝑦, 𝑧) = −1 + 2𝛼

2𝜋
lim
𝛿→0

∫︁ 𝛼2

𝛼1

∫︁ 𝛽2

𝛽1

(1 + 𝑡2 + 𝑠2)−𝛼−3/2𝑑𝑡𝑑𝑠, (34)

где

𝛼1 =
𝑝(𝛿)− 𝑦

𝛿
, 𝛼2 =

𝑞(𝛿)− 𝑦

𝛿
, 𝛽1 =

ℎ(𝜂 + 𝑡𝛿, 𝛿)− 𝑧

𝛿
, 𝛽2 =

𝑘(𝜂 + 𝑡𝛿, 𝛿)− 𝑧

𝛿
.

Известно [25, гл. 4, § 4.6, формула 4.638.3], что∫︁ ∞

−∞

∫︁ ∞

−∞
(1 + 𝑡2 + 𝑠2)−𝛼−3/2𝑑𝑡𝑑𝑠 =

2𝜋

1 + 2𝛼
. (35)

Таким образом, из формулы (34) в силу условий 1) и 2), наложенных на
поверхность Γ, и формулы (35) будем иметь

𝑤1(0, 𝑦, 𝑧) =

⎧⎨⎩ −1, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋,
−1/2, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝛾,

0, (𝑦, 𝑧) /∈ 𝑋 ∪ 𝛾.

Лемма 1 доказана. �
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Лемма 2. Если поверхность Γ удовлетворяет перечисленным выше усло-
виям, то x

Γ

⃒⃒
𝐵𝛼

𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀⃒⃒
𝑑𝜃𝑑𝜗 6 𝐵,

где 𝐵 — постоянная.
До к а з ат е л ь ств о. Проведем плоскость 𝑥 = 𝛿 (𝛿 > 0 достаточно мало)

и части поверхности Γ, находящиеся ниже и выше этой плоскости, обозначим
через 𝐻𝛿 и 𝐿𝛿, соответственно. Формулу (22) представим в виде

𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
= 𝑃 (𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧) +𝑄(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧),

где

𝑃 (𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧) = − 1 + 2𝛼

2𝜋𝑟𝑟2+2𝛼
1

𝑥𝜉2𝛼𝐹
(︁
𝛼− 1

2
, 1 + 𝛼; 1 + 2𝛼; 1− 𝑟2

𝑟21

)︁
cos(𝜈, 𝜉),

𝑄(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧) = − 1 + 2𝛼

4𝜋𝑟𝑟2𝛼1
𝐹
(︁
𝛼− 3

2
, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟2

𝑟21

)︁
𝐵𝛼

𝜈

[︀
ln 𝑟2

]︀
.

Из теории специальных функций известно, что гипергеометрическая функ-
ция Гаусса 𝐹 (𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑡) при Re(𝑐− 𝑎− 𝑏) > 0 и |𝑡| 6 1 ограничена. Кроме того,
согласно теории потенциала для уравнения Лапласа имеет место неравенство⃒⃒⃒x

Γ

𝜇
cos(𝑟, 𝜈)

𝑟2
𝑑𝜃𝑑𝜗

⃒⃒⃒
< 𝐶,

где 𝜇— ограниченная интегрируемая функция, а 𝐶 — некоторая постоянная.
Теперь легко видеть, что

x

𝐿𝛿

⃒⃒
𝑃 (𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

⃒⃒
𝑑𝐿𝛿 6 𝐶1, 𝛿 > 0, (36)

где 𝐶1 не зависит от 𝑥, 𝑦 и 𝑧.
В силу неравенства 𝑟21 > 𝑟2 имеем

x

𝐻𝛿

⃒⃒
𝑃 (𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

⃒⃒
𝑑𝐻𝛿 6 𝐶2

x

𝐻𝛿

| cos(𝜈, 𝜉)|
𝑟2

𝑑𝐻𝛿 6 𝐶3. (37)

Далее, проводя аналогичные рассуждения, получим
x

Γ

|𝑄|𝑑Γ 6 𝐶4

x

Γ

1

𝑟𝑟2𝛼1

⃒⃒
𝐵𝛼

𝜈

[︀
ln 𝑟

]︀⃒⃒
𝑑𝜃𝑑𝜗 6 𝐶5

x

Γ

| cos(𝜈, 𝜉)|
𝑟2

𝑑𝜃𝑑𝜗 6 𝐶6. (38)

Таким образом, из полученных оценок (36), (37), (38) следует справедли-
вость леммы 2. �

Лемма 3. Если точка (𝑥, 𝑦, 𝑧) лежит на Γ, то⃒⃒
𝐵𝛼

𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀⃒⃒
6

𝐵1

𝑟2𝛼1 𝑟
, (39)

где 𝐵1 — постоянная.
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До к а з ат е л ь ств о. Оценка непосредственно следует из формулы (22).�
Формулы (16) показывают, что при 𝜇 ≡ 1 потенциал двойного слоя испы-

тывает разрыв непрерывности, когда точка (𝑥, 𝑦, 𝑧) пересекает поверхность Γ.
В случае произвольной непрерывной плотности 𝜇(𝑠, 𝑡) имеет место

Теорема 1. Потенциал двойного слоя 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) имеет пределы при стрем-
лении точки (𝑥, 𝑦, 𝑧) к точке (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) поверхности Γ извне или изнутри.
Если предел значений 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) изнутри обозначить через 𝑤𝑖(𝑠, 𝑡), а предел
извне — через 𝑤𝑒(𝑠, 𝑡), то имеют место формулы

𝑤𝑖(𝑠, 𝑡) = −1

2
𝜇(𝑠, 𝑡) +

x

Γ

𝜇(𝜃, 𝜗)𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗,

𝑤𝑒(𝑠, 𝑡) =
1

2
𝜇(𝑠, 𝑡) +

x

Γ

𝜇(𝜃, 𝜗)𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗,
(40)

где

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗) = 𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞
(︀
𝜉(𝜃, 𝜗), 𝜂(𝜃, 𝜗), 𝜁(𝜃, 𝜗);𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡)

)︀]︀
.

До к а з ат е л ь ств о. Доказательство теоремы 1 следует из лемм 1 и 2. �
Функция

𝑤0(𝑠, 𝑡) =
x

Γ

𝜇(𝜃, 𝜗)𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗

непрерывна при (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Γ, что следует из хода доказательства теоре-
мы 1. Принимая во внимание формулы (40) и непрерывность функций 𝑤0(𝑠, 𝑡)
и 𝜇(𝑠, 𝑡) при (𝑠, 𝑡) ∈ [𝑠1, 𝑠2]× [𝑡1, 𝑡2], можно утверждать, что потенциал двой-
ного слоя 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) есть функция, непрерывная внутри области 𝐷 вплоть до
поверхности Γ. Точно так же 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) непрерывна вне области 𝐷 вплоть
до поверхности Γ.

3. Потенциал простого слоя
Пусть поверхность Γ удовлетворяет условиям 1) и 2) п. 2.
Определение 2. Потенциалом простого слоя с плотностью 𝜌(𝜃, 𝜗) назо-

вем функцию
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗)𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜃𝑑𝜗, (41)

где 𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)— фундаментальное решение уравнения (3).
Будем предполагать, что 𝜌(𝜃, 𝜗)— непрерывная функция на Γ. Потенци-

ал простого слоя (41) определен во всем полупространстве 𝑥 > 0 и остается
непрерывным при переходе через поверхность Γ. Очевидно, что потенциал
простого слоя 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) есть регулярное решение уравнения (3) в любой обла-
сти, лежащей в полупространстве 𝑥 > 0, не имеющей общих точек ни с по-
верхностью Γ, ни с плоскостью 𝑦𝑂𝑧. Нетрудно видеть, что при стремлении
точки (𝑥, 𝑦, 𝑧) к бесконечности потенциал простого слоя 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) стремит-
ся к нулю. Действительно, пусть точка (𝑥, 𝑦, 𝑧) находится на полусфере 𝐶𝑅:
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2, 𝑥 > 0, тогда в силу (6) имеем
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|𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)| 6
x

Γ

⃒⃒
𝜌(𝜃, 𝜗)

⃒⃒ ⃒⃒
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

⃒⃒
𝑑Γ 6𝑀𝑅−1−2𝛼, 𝑅 > 𝑅0, (42)

где 𝑀 — постоянная.
3.1. Конормальная производная потенциала простого слоя. Возь-

мем на поверхности Γ произвольную точку 𝑁
(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡)

)︀
и прове-

дем в этой точке нормаль. Рассмотрим на этой нормали какую-нибудь точку
𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧), не лежащую на поверхности Γ, и составим конормальную произ-
водную от потенциала простого слоя (41):

𝐵𝛼
𝑛

[︀
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
=

x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗)𝐵𝛼
𝑛

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝜃𝑑𝜗, (43)

где 𝐵𝛼
𝑛 [ · ]— конормальная производная по переменным 𝑥, 𝑦 и 𝑧, определенная

формулой (10).
Интеграл (43) существуют и в том случае, когда точка 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) совпа-

дает с точкой 𝑁(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), упомянутой выше.
Обозначим через 𝐵𝛼

𝑛

[︀
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑖
и 𝐵𝛼

𝑛

[︀
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑒

соответственно предель-
ные значения конормальной производной при стремлении точки 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)
к точке 𝑁 ∈ Γ изнутри и извне поверхности Γ.

Теорема 2. Для непрерывной плотности 𝜌(𝜉, 𝜂, 𝜁) имеют место следую-
щие формулы:

𝐵𝛼
𝑛

[︀
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑖
=

1

2
𝜌(𝑠, 𝑡) +

x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗)𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡)𝑑𝜃𝑑𝜗,

𝐵𝛼
𝑛

[︀
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑒
= −1

2
𝜌(𝑠, 𝑡) +

x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗)𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡)𝑑𝜃𝑑𝜗,
(44)

где

𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡) = 𝐵𝛼
𝑛

[︀
𝑞
(︀
𝜉(𝜃, 𝜗), 𝜂(𝜃, 𝜗), 𝜁(𝜃, 𝜗);𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡)

)︀]︀
.

Из этих формул непосредственно следует величина скачка конормальной
производной потенциала простого слоя:

𝐵𝛼
𝑛 [𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑖 −𝐵𝛼

𝑛 [𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑒 = 𝜌(𝑥, 𝑦, 𝑧). (45)

Точно так же, как и в неравенстве (42), можно показать, что имеет место
следующая оценка:

|𝐵𝛼
𝑛 [𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)]| 6𝑀𝑅−2−2𝛼, 𝑅 > 𝑅0, (46)

где 𝑀 — постоянная.
3.2. Применимость формулы Грина для потенциалов. Покажем,

что для потенциала простого слоя (41) применима формула Грина (12). Рас-
смотрим область 𝐷𝜀,𝛿, лежащую внутри 𝐷 и ограниченную поверхностью Γ𝜀,
параллельной поверхности Γ, и замкнутой областью𝑋𝛿, т.е. сечением области
𝐷𝜀,𝛿 плоскостью 𝑥 = 𝛿. Применим формулу Грина (12) к потенциалу простого
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слоя 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧), выбирая за область интегрирования область 𝐷𝜀,𝛿. Тогда полу-
чим

y

𝐷𝜀,𝛿

𝑥2𝛼
[︁(︁𝜕𝑣
𝜕𝑥

)︁2
+
(︁𝜕𝑣
𝜕𝑦

)︁2
+
(︁𝜕𝑣
𝜕𝑧

)︁2]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

=
x

Γ𝜀

𝑣𝐵𝛼
𝑛 [𝑣]𝑑Γ𝜀 +

x

𝑋𝛿

𝛿2𝛼𝑣(𝛿, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑣(𝛿, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
𝑑𝑦𝑑𝑧. (47)

Конормальная производная𝐵𝛼
𝑛 [𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)] есть непрерывная функция вплоть

до поверхности Γ и

lim
𝑥→0

𝑥2𝛼
𝜕𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 0, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋.

Следовательно,

lim
𝛿→0

x

𝑋𝛿

𝛿2𝛼𝑣(𝛿, 𝑦, 𝑧)
𝜕𝑣(𝛿, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
𝑑𝑦𝑑𝑧 = 0. (48)

Переходя в формуле (47) к пределу при 𝜀 → 0, 𝛿 → 0 и принимая во
внимание (48), получим

y

𝐷

𝑥2𝛼
[︁(︁𝜕𝑣
𝜕𝑥

)︁2
+
(︁𝜕𝑣
𝜕𝑦

)︁2
+
(︁𝜕𝑣
𝜕𝑧

)︁2]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

x

Γ

𝑣𝐵𝛼
𝑛 [𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑖𝑑Γ. (49)

Плоскую область, ограниченную кривой 𝛾 и окружностью 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑅2,
лежащей в плоскости 𝑦𝑂𝑧, обозначим через 𝑋0𝑅. Применим теперь форму-
лу (49) к области 𝐷′

𝑅, ограниченной поверхностью Γ, областью 𝑋0𝑅 и полу-
сферой 𝐶𝑅, содержащей область 𝐷. Переходя затем к пределу при 𝑅 → ∞
и учитывая (42) и (46), получим

y

𝐷′

𝑥2𝛼
[︁(︁𝜕𝑣
𝜕𝑥

)︁2
+

(︁𝜕𝑣
𝜕𝑦

)︁2
+
(︁𝜕𝑣
𝜕𝑧

)︁2]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = −

x

Γ

𝑣𝐵𝛼
𝑛 [𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑒𝑑Γ. (50)

Здесь и далее 𝐷′ = R+
3 ∖ �̄�— неограниченная область при 𝑥 > 0.

4. Интегральные уравнения для плотностей
Формулы (40) и (44) могут быть написаны как интегральные уравнения

для плотностей:

𝜇(𝑠, 𝑡)− 𝜆
x

Γ

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝜇(𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗 = 𝑓(𝑠, 𝑡), (51)

𝜌(𝑠, 𝑡)− 𝜆
x

Γ

𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡)𝜌(𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗 = 𝑔(𝑠, 𝑡), (52)

где
𝜆 = 2, 𝑓(𝑠, 𝑡) = −2𝑤𝑖(𝑠, 𝑡), 𝑔(𝑠, 𝑡) = −2𝐵𝛼

𝑛 [𝑣]𝑒,
𝜆 = −2, 𝑓(𝑠, 𝑡) = 2𝑤𝑒(𝑠, 𝑡), 𝑔(𝑠, 𝑡) = 2𝐵𝛼

𝑛 [𝑣]𝑖.
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Уравнения (51) и (52) — сопряженные, и в силу леммы 3 к ним применима
теория Фредгольма.

Покажем, что 𝜆 = 2 не является собственным значением ядра 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗).
Это утверждение эквивалентно тому, что однородное интегральное уравнение

𝜌(𝑠, 𝑡)− 2
x

Γ

𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡)𝜌(𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗 = 0 (53)

не имеет нетривиальных решений. Пусть 𝜌0(𝜃, 𝜗)— непрерывное нетривиаль-
ное решение уравнения (53). Потенциал простого слоя с плотностью 𝜌0(𝜃, 𝜗)
дает функцию 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧), которая является решением уравнения (3) в об-
ластях 𝐷 и 𝐷′ и у которой предельные значения конормальной производ-
ной 𝐵𝛼

𝑛 [𝑣0]𝑒 равны нулю в силу уравнения (53). К потенциалу простого слоя
𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧) применима формула (50), из которой следует, что 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = const
в области 𝐷′. На бесконечности потенциал простого слоя равен нулю и, следо-
вательно, 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 0 в 𝐷′, а также и на поверхности Γ. Применяя теперь
формулу (49), мы получим, что 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ 0 и внутри области 𝐷. Но то-
гда 𝐵𝛼

𝑛 [𝑣0]𝑖 = 0, и на основании формулы (45) получим 𝜌0(𝜃, 𝜗) ≡ 0. Таким
образом, однородное уравнение (53) имеет только тривиальное решение; сле-
довательно, 𝜆 = 2 не есть собственное значение ядра 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗).

Однородное уравнение

𝜇(𝑠, 𝑡)− 𝜆
x

Γ

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝜇(𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗 = 0

при 𝜆 = −2 имеет в силу (16) решение, равное произвольной постоянной, т.е.
𝜆 = −2 есть собственное значение ядра 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗).

5. Решение задачи Хольмгрена с помощью потенциалов
5.1. Постановка краевой задачи Хольмгрена. Пусть 𝐷— область,

ограниченная односвязной открытой областью 𝑋 плоскости 𝑦𝑂𝑧 и поверх-
ностью Ляпунова Γ, лежащей в полупространстве 𝑥 > 0. Общую границу
плоской области 𝑋 и поверхности Γ обозначим через 𝛾. Будем предполагать,
что поверхность Γ удовлетворяет условиям 1) и 2) п. 2.

5.2. Задача Хольмгрена. Найти в области 𝐷 регулярное решение урав-
нения (3), непрерывное в замкнутой области 𝐷 и удовлетворяющее краевым
условиям

𝑢
⃒⃒
Γ
= 𝜙(𝑠, 𝑡), (𝑠, 𝑡) ∈ Φ; lim

𝑥→0
𝑥2𝛼

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
= 𝜈1(𝑦, 𝑧), (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋, (54)

где 𝜈1(𝑦, 𝑧)— непрерывная функция в𝑋, причем в случае, когда кривая 𝛾 есть
окружность, при стремлении точек (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋 к кривой 𝛾 функция 𝜈1(𝑦, 𝑧)
может обращаться в бесконечность порядка меньше 1− 2𝛼.

5.3. Единственность решения задачи Хольмгрена. Рассмотрим об-
ласть 𝐷𝜀,𝛿, лежащую внутри 𝐷 и ограниченную поверхностью Γ𝜀, параллель-
ной поверхности Γ, и замкнутой областью 𝑋𝛿, т.е. сечением области 𝐷𝜀,𝛿

плоскостью 𝑥 = 𝛿. Интегрируя обе части тождества (8) по области 𝐷𝜀,𝛿 и
пользуясь формулой Гаусса—Остроградского, получим
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y

𝐷𝜀,𝛿

𝑥2𝛼[𝑢𝐸(𝑣)− 𝑣𝐸(𝑢)]𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =
x

𝑆𝜀,𝛿

(𝑢𝐵𝛼
𝑛 [𝑣]− 𝑣𝐵𝛼

𝑛 [𝑢])𝑑𝑆𝜀,𝛿,

где 𝑆𝜀,𝛿 — граница области 𝐷𝜀,𝛿.
Нетрудно убедиться в справедливости следующего равенства:

y

𝐷𝜀,𝛿

𝑥2𝛼𝑢𝐸(𝑢)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =
y

𝐷𝜀,𝛿

𝑥2𝛼[𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦 + 𝑢2𝑧]𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧−

−
y

𝐷𝜀,𝛿

[︁ 𝜕
𝜕𝑥

(𝑥2𝛼𝑢𝑢𝑥) + 𝑥2𝛼
𝜕

𝜕𝑦
(𝑢𝑢𝑦) + 𝑥2𝛼

𝜕

𝜕𝑧
(𝑢𝑢𝑧)

]︁
𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧.

Применяя формулу Гаусса—Остроградского к этому тождеству, после пе-
рехода к пределу при 𝛿 → 0 и 𝜀→ 0 имеем

y

𝐷

𝑥2𝛼[𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦 + 𝑢2𝑧]𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 =

=
x

𝑋

𝜏1(𝑦, 𝑧)𝜈1(𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧 −
x

Γ

𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐵𝛼
𝑛𝑥[𝑢]𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧. (55)

Если теперь рассмотрим однородную задачу Хольмгрена, то из (55) по-
лучим y

𝐷

𝑥2𝛼[𝑢2𝑥 + 𝑢2𝑦 + 𝑢2𝑧]𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧 = 0.

Отсюда следует, что 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 в 𝐷.
Справедлива следующая

Теорема 3. Если задача Хольмгрена для уравнения (3) имеет регулярное
решение, то оно единственно.

5.4. Сведение задачи Хольмгрена к случаю однородных условий
на плоскости вырождения. Покажем, что можно ограничиться случаем,
когда 𝜈1(𝑦, 𝑧) ≡ 0.

Пусть 𝑋 = {(𝑦, 𝑧) : 𝑝 < 𝑦 < 𝑞, ℎ(𝑦) < 𝑧 < 𝑘(𝑦)}, где 𝑝, 𝑞— некоторые ко-
нечные действительные числа, а 𝑧 = ℎ(𝑦), 𝑧 = 𝑘(𝑦)— непрерывные функции
на отрезке [𝑝, 𝑞].

Используя фундаментальное решение (6) уравнения (3), возьмем решение
в виде

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) = − 1

2𝜋

x

𝑋

𝜈1(𝜂, 𝜁)[𝑥
2 + (𝜂 − 𝑦)2 + (𝜁 − 𝑧)2]−1/2−𝛼𝑑𝜂𝑑𝜁. (56)

Дифференцируя интеграл (56) по 𝑥, получим

𝜕𝑣

𝜕𝑥
=

1 + 2𝛼

2𝜋
𝑥

x

𝑋

𝜈1(𝜂, 𝜁)[𝑥
2 + (𝜂 − 𝑦)2 + (𝜁 − 𝑧)2]−3/2−𝛼𝑑𝜂𝑑𝜁.
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Нетрудно видеть, что

lim
𝑥→0
𝑦→𝑦0
𝑧→𝑧0

1 + 2𝛼

2𝜋
𝑥1+2𝛼

∫︁ 𝑞

𝑝
𝑑𝜂

∫︁ 𝑘(𝜂)

ℎ(𝜂)
[𝑥2 + (𝜂 − 𝑦)2 + (𝜁 − 𝑧)2]−3/2−𝛼𝑑𝜁 = 1. (57)

Действительно, полагая 𝜂 = 𝑦 + 𝑥𝑠 и 𝜁 = 𝑧 + 𝑥𝑡, будем иметь

1 + 2𝛼

2𝜋
𝑥1+2𝛼

∫︁ 𝑞

𝑝
𝑑𝜂

∫︁ 𝑘(𝜂)

ℎ(𝜂)
𝜈1(𝜂, 𝜁)[𝑥

2 + (𝜂 − 𝑦)2 + (𝜁 − 𝑧)2]−3/2−𝛼𝑑𝜁 =

=
1 + 2𝛼

2𝜋

∫︁ (𝑞−𝑦)/𝑥

(𝑝−𝑦)/𝑥

∫︁ (𝑘(𝑦+𝑥𝑠)−𝑧)/𝑥

(ℎ(𝑦+𝑥𝑠)−𝑧)/𝑥
𝜈1(𝑦 + 𝑥𝑠, 𝑧 + 𝑥𝑡)[1 + 𝑠2 + 𝑡2]−3/2−𝛼𝑑𝑠𝑑𝑡.

Отсюда, учитывая формулу (35) при 𝑥 → 0, 𝑦 → 𝑦0, 𝑧 → 𝑧0, (𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑋,
получим (57).

Далее, следуя [17, гл. 2, § 6] и используя равенство (57), можно доказать,
что производная 𝜕𝑣/𝜕𝑥 с весом 𝑥2𝛼 в области 𝑋 принимает значение 𝜈1(𝑦, 𝑧),
т.е.

lim
𝑥→0
𝑦→𝑦0
𝑧→𝑧0

(︁
𝑥2𝛼

𝜕𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥

)︁
= 𝜈1(𝑦0, 𝑧0), (𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑋.

Нетрудно видеть, что значения функции 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) непрерывны и ограни-
чены на поверхности Γ. Теперь решение первоначальной задачи Хольмгрена
может быть представлено в виде

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧) + 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧),

где 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧)— решение уравнения (3) в области 𝐷, удовлетворяющее крае-
вым условиям

𝑤
⃒⃒
Γ
= 𝜙(𝑠, 𝑡)− 𝑣

⃒⃒
Γ
= 𝜙1(𝑠, 𝑡);

(︁
𝑥2𝛼

𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︁⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0, (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋. (58)

Итак, доказано, что в случае задачи Хольмгрена можно ограничиться
случаем 𝜈1(𝑦, 𝑧) ≡ 0.

5.5. Сведение задачи Хольмгрена к интегральному уравнению.
Решение задачи Хольмгрена будем искать в виде потенциала двойного слоя
с неизвестной плотностью 𝜇(𝜃, 𝜗):

𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
x

Γ

𝜇(𝜃, 𝜗)𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀
𝑑𝜃𝑑𝜗.

Потенциал двойного слоя 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) удовлетворяет уравнению (3) внутри об-
ласти 𝐷 и

(︀
𝑥2𝛼 𝜕𝑤

𝜕𝑥

)︀⃒⃒
𝑥=0

= 0 при (𝑦, 𝑧) ∈ 𝑋. Для выполнения краевого усло-
вия (58) на Γ необходимо, чтобы предельные значения 𝑤(𝑥, 𝑦, 𝑧) изнутри рав-
нялись 𝜙1(𝑠, 𝑡):

𝑤𝑖(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜙1(𝑠, 𝑡), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ Γ.
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Пользуясь первой из формул (40), получим для плотности 𝜇(𝜃, 𝜗) интеграль-
ное уравнение

𝜇(𝑠, 𝑡)− 2
x

Γ

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝜇(𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗 = −2𝜙1(𝑠, 𝑡), (59)

где

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗) = 𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝑞
(︀
𝜉(𝜃, 𝜗), 𝜂(𝜃, 𝜗), 𝜁(𝜃, 𝜗);𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡)

)︀]︀
.

Как это следует из оценки (39), ядро 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗) имеет слабую особенность.
Отметим, что если уравнение (59) разрешимо, то его решение непрерывно.

Это следует из непрерывности свободного члена и из вида ядра 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗).
В п. 4 было показано, что 𝜆 = 2 не является собственным значением яд-

ра 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗) и, следовательно, уравнение (59) при любом свободном члене
имеют единственное решение. Таким образом, если поверхность Γ удовле-
творяет условиям 1) и 2) п. 2 и заданные значения решения на поверхности
Γ непрерывны, то задача Хольмгрена для уравнения (3) имеет единственное
решение, и это решение можно представить в виде потенциала двойного слоя.

6. Функция Грина оператора 𝐸(𝑢)
6.1. Функция Грина задачи Хольмгрена.
Определение 3. Функцией Грина задачи Хольмгрена для уравнения (3)

называется функция 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), удовлетворяющая следующим усло-
виям:

1) внутри области 𝐷, кроме точки (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), эта функция есть регулярное
решение уравнения (3);

2) она удовлетворяет граничным условиям

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
⃒⃒
Γ
= 0;

(︁
𝑥2𝛼

𝜕𝐺

𝜕𝑥

)︁⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0; (60)

3) она может быть представлена в виде

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) + 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), (61)

где 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜉, 𝜂, 𝜁)— фундаментальное решение уравнения (3), опреде-
ленное формулой (6), а 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)— регулярное решение урав-
нения (3) везде внутри 𝐷.

Построение функции Грина сводится к нахождению ее регулярной части
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), которая в силу (7), (60) и (61) должна удовлетворять гра-
ничным условиям

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
⃒⃒
Γ
= −𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

⃒⃒
Γ
; (62)(︁

𝑥2𝛼
𝜕𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

𝜕𝑥

)︁⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0.

Функцию 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) будем искать в виде потенциала двойного слоя:

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =
x

Γ

𝜇1
(︀
𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0

)︀
𝐵𝛼

𝜈 [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑑𝜃𝑑𝜗. (63)
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Принимая во внимание первое из равенств (40) и граничное условие (62),
получим интегральное уравнение для плотности 𝜇(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0):

𝜇(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)− 2
x

Γ

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝜇(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗 =

= 2𝑞[𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0]. (64)

Правая часть уравнения (64) есть непрерывная функция от 𝑠 и 𝑡 (точка
(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) лежит внутри 𝐷). В п. 4 было доказано, что 𝜆 = 2 не являет-
ся собственным значением ядра 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗) и, следовательно, уравнение (64)
разрешимо и его непрерывное решение можно записать в виде

𝜇(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 2𝑞[𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0]+

+ 4
x

Γ

𝑅(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗; 2)𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗, (65)

где 𝑅(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗; 2)— резольвента ядра 𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗); (𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡)) ∈ Γ.
Подставляя (65) в (63), получим

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 2
x

Γ

𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝐵
𝛼
𝜈 [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑑𝜃𝑑𝜗+

+ 4
x

Γ

x

Γ

𝐵𝛼
𝜈 [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑅(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡; 2)×

× 𝑞[𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0]𝑑𝜃𝑑𝜗𝑑𝑠𝑑𝑡. (66)

Определим теперь функцию

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

{︂
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷,

−𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷′.
(67)

Функция 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) является регулярным решением уравнения (3) как внут-
ри области 𝐷, так и внутри 𝐷′ и равна нулю на бесконечности. Так как точка
(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) лежит внутри 𝐷, то в 𝐷′ функция 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) имеет производные лю-
бого порядка, непрерывные вплоть до Γ. Мы можем рассматривать 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)
в 𝐷′ как решение уравнения (3), удовлетворяющее граничным условиям

𝐵𝛼
𝑛

[︀
𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)

]︀⃒⃒
Γ
= −𝐵𝛼

𝑛

[︀
𝑞(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

]︀
,(︁

𝑥2𝛼
𝜕𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥

)︁⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0.

Это решение представим в виде потенциала простого слоя

𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜃𝑑𝜗, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ R+
3 ∖𝐷 (68)

с неизвестной плотностью 𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0).
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Воспользовавшись второй из формул (44), получим интегральное уравне-
ние для плотности 𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0):

𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)− 2
x

Γ

𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡)𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗 =

= 2𝐵𝛼
𝑛 [𝑞(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]. (69)

Уравнение (69) — союзное с уравнением (64). Его правая часть есть непре-
рывная функция от 𝑠 и 𝑡. Таким образом, уравнение (69) имеет непрерывное
решение:

𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 2𝐵𝛼
𝑛 [𝑞(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]

+ 4
x

Γ

𝑅(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡; 2)𝐵𝛼
𝜈 [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑑𝜃𝑑𝜗. (70)

Значения потенциала простого слоя 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) на поверхности Γ равны
−𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), т.е. такие же, как и функции 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), а на плос-
кости 𝑦𝑂𝑧 их частные производные по 𝑥 равны нулю. Отсюда в силу теоремы
единственности задачи Хольмгрена следует, что формула (68) для функции
𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧), определенной равенством (67), справедлива во всем полупростран-
стве 𝑥 > 0, т.е.

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =

=
x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜃𝑑𝜗, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐷. (71)

Таким образом, регулярная часть 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) функции Грина пред-
ставима в виде потенциала простого слоя.

Применяя первую из формул (44) к (71), получим

2𝐵𝛼
𝑛 [𝑣(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑖 =

= 𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) + 2
x

Γ

𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡)𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗,

но, согласно (69), имеем

2𝐵𝛼
𝑛 [𝑞(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑖 =

= 𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)− 2
x

Γ

𝐾(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡)𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗.

Складывая почленно последние два равенства и принимая во внимание (61),
будем иметь

𝐵𝛼
𝑛

[︀
𝐺
(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0

)︀]︀
= 𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), (72)

и, следовательно, формулу (71) можно записать в виде

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =
x

Γ

𝐵𝛼
𝜈 [𝐺(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜃𝑑𝜗.
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Умножая теперь обе части равенства (70) на 𝑞(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥, 𝑦, 𝑧),
интегрируя по Γ и учитывая (65) и (63), получим

𝑣(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0;𝑥, 𝑦, 𝑧) =
x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜃𝑑𝜗.

Сравнивая это с формулой (71), будем иметь

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝑣(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0;𝑥, 𝑦, 𝑧), (73)

если точки (𝑥, 𝑦, 𝑧) и (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) находятся внутри области 𝐷.

Лемма 4. Функция Грина 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) симметрична относительно
точек (𝑥, 𝑦, 𝑧) и (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), если они находятся внутри области 𝐷.

До к а з ат е л ь ств о леммы 4 следует из представления (61) функции
Грина и равенства (73).

Для области 𝐷0, ограниченной кругом 𝑦2 + 𝑧2 6 𝑎2 плоскости 𝑦𝑂𝑧 и по-
лусферой 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑎2, 𝑥 > 0, функция Грина задачи Хольмгрена имеет
вид

𝐺0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)−
(︁ 𝑎
𝑅

)︁1+2𝛼
𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; �̃�0, 𝑦0, 𝑧0), (74)

где

𝑅2 = 𝑥20 + 𝑦20 + 𝑧20 , �̃�0 =
𝑎2

𝑅2
𝑥0, 𝑦0 =

𝑎2

𝑅2
𝑦0, 𝑧0 =

𝑎2

𝑅2
𝑧0.

Покажем, что регулярную часть

𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = −
(︁ 𝑎
𝑅

)︁1+2𝛼
𝑞(𝑥, 𝑦, 𝑧; �̃�0, 𝑦0, 𝑧0)

функции Грина 𝐺0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) можно представить в виде

𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =

= −
x

Γ

𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣0(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝑠𝑑𝑡, (75)

где 𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥, 𝑦, 𝑧)— решение уравнения (71).
Действительно, пусть (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)— произвольная точка внутри области 𝐷.

Рассмотрим функцию

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = −
x

Γ

𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑣0(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝑠𝑑𝑡.

Она, как функция от (𝑥, 𝑦, 𝑧), удовлетворяет уравнению (3), так как этому
уравнению удовлетворяет функция 𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥, 𝑦, 𝑧). Подставляя вместо
𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥, 𝑦, 𝑧) ее выражение (70), получим
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𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =

= −
x

Γ

𝜓(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝐵
𝛼
𝑛 [𝑞(𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥, 𝑦, 𝑧)]𝑑𝑠𝑑𝑡, (76)

где

𝜓(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 2𝑣0
(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0

)︀
+

+ 4
x

Γ

𝑅(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗; 2)𝑣0(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗,

т.е. 𝜓(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)— решение интегрального уравнения

𝜓(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)− 2
x

Γ

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝜓(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗 =

= 2𝑣0
(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0

)︀
. (77)

Применяя первую из формул (40) к потенциалу двойного слоя (76), получим

𝑢𝑖
(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0

)︀
=

=
1

2
𝜓(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)−

x

Γ

𝐾(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗)𝜓(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗,

откуда в силу (77) имеем

𝑢𝑖
(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0

)︀
=

= 𝑣0
(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡);𝑥0, 𝑦0, 𝑧0

)︀
, (𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡)) ∈ Γ.

Нетрудно убедиться, что(︁
𝑥2𝛼

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

𝜕𝑥

)︁⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0,
(︁
𝑥2𝛼

𝜕𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

𝜕𝑥

)︁⃒⃒⃒
𝑥=0

= 0.

Таким образом, функции 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) и 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) удовле-
творяют одному и тому же уравнению (3) и одинаковым краевым условиям,
и в силу единственности решения задачи Хольмгрена

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ≡ 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0).

Вычитая теперь из (61) обе части равенства (74), получим

𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)−𝐺0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =

= 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)− 𝑣0(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

или в силу (71), (73), (74) и (75)

𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =
x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝐺0(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗. (78)

277



Эр г аш е в Т. Г.

6.2. Решение задачи Хольмгрена для уравнения (3).
Пусть (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)— точка внутри области 𝐷. Рассмотрим область 𝐷𝜀,𝛿 ⊂ 𝐷,
ограниченную поверхностью Γ𝜀, параллельной поверхности Γ, и областью
𝑋𝜀,𝛿, лежащей на плоскости 𝑥 = 𝛿 > 𝜀. Выберем 𝜀 и 𝛿 столь малыми, чтобы
точка (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) находилась внутри 𝐷𝜀,𝛿. Вырежем из области 𝐷𝜀,𝛿 шар мало-
го радиуса 𝜌 с центром в точке (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) и оставшуюся часть 𝐷𝜀,𝛿 обозначим
через 𝐷𝜌

𝜀,𝛿, в которой функция Грина 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) будет регулярным
решением уравнения (3).

Пусть 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) есть регулярное решение уравнения (3) в области 𝐷, удо-
влетворяющее граничным условиям (54).

Применяя формулу (11), получим

x

Γ𝜀

(︀
𝐺𝐵𝛼

𝑛 [𝑢]− 𝑢𝐵𝛼
𝑛 [𝐺]

)︀
𝑑𝑠𝑑𝑡+

x

𝑋𝜀,𝛿

𝑥2𝛼
(︁
𝑢
𝜕𝐺

𝜕𝑥
−𝐺

𝜕𝑢

𝜕𝑥

)︁⃒⃒⃒
𝑥=𝛿

𝑑𝑦𝑑𝑧 =

=
x

𝐶𝜌

(︀
𝐺𝐵𝛼

𝑛 [𝑢]− 𝑢𝐵𝛼
𝑛 [𝐺]

)︀
𝑑𝑠𝑑𝑡,

где 𝐶𝜌 — сфера вырезанного шара. Переходя к пределу при 𝜌 → 0, а затем
при 𝜀→ 0 и 𝛿 → 0, получим

𝑢(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = −
x

𝑋

𝜈1(𝑦, 𝑧)𝐺(0, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝑦𝑑𝑧 −

−
x

Γ

𝜙(𝜃, 𝜗)𝐵𝛼
𝑛 [𝐺(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑑𝜃𝑑𝜗. (79)

Покажем, что формула (79) дает решение задачи Хольмгрена.
Нетрудно видеть, что первый интеграл 𝐼1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) в формуле (79) есть

регулярное в области 𝐷 решение уравнения (3), непрерывное в 𝐷. Обозначим

𝜙(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =
x

𝑋

𝜈1(𝑦, 𝑧)𝑞(0, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝑦𝑑𝑧 =

=
1

2𝜋

x

𝑋

𝜈1(𝑦, 𝑧)[𝑥
2
0 + (𝑦 − 𝑦0)

2 + (𝑧 − 𝑧0)
2]−1/2−𝛼𝑑𝑦𝑑𝑧. (80)

Легко видеть, что 𝜙(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) есть непрерывная функция в 𝐷. Интеграл
𝐼1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) в силу (80) и (66) и симметричности функции 𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
можно представить в виде

𝐼1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = −𝜙(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)− 2
x

Γ

𝜑(𝜉, 𝜂, 𝜁)𝐵𝛼
𝜈 [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑑𝜃𝑑𝜗−

− 4
x

Γ

x

Γ

𝑅(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡; 2)𝜙
(︀
𝑥(𝑠, 𝑡), 𝑦(𝑠, 𝑡), 𝑧(𝑠, 𝑡)

)︀
×

×𝐵𝛼
𝜈 [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑑𝜃𝑑𝜗𝑑𝑠𝑑𝑡. (81)
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Последние два интеграла в формуле (81) — потенциалы двойного слоя.
Принимая во внимание первую из формул (40) и интегральное уравнение
для резольвенты 𝑅(𝑠, 𝑡; 𝜃, 𝜗; 2), из формулы (81) получим

𝐼1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
⃒⃒
Γ
= 0.

Нетрудно видеть, что

lim
𝑥0→0

𝑥2𝛼0
𝜕𝐼1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

𝜕𝑥0
= 𝜈1(𝑦0, 𝑧0), (𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑋.

В самом деле, интеграл 𝐼1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) в силу (71) и симметричности функции
𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) можно записать также в виде

𝐼1(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = −
x

𝑋

𝜈1(𝑦, 𝑧)𝑞(0, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝑦𝑑𝑧 −

−
x

𝑋

𝜈1(𝑦, 𝑧)𝑑𝑦𝑑𝑧
x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗; 0, 𝑦, 𝑧)𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝜃𝑑𝜗.

В п. 5 показано, что производная по 𝑥0 от первого слагаемого, умноженного
на 𝑥2𝛼0 , равна 𝜈1(𝑦0, 𝑧0) при 𝑥0 → 0, (𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑋. Производная по 𝑥0 от второго
слагаемого, умноженного на 𝑥2𝛼0 , равна нулю при 𝑥0 = 0, так как 𝑥2𝛼0

𝜕𝑞
𝜕𝑥0

= 0

при 𝑥0 → 0, (𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑋.
Рассмотрим второй интеграл 𝐼2(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) в формуле (79), который в силу

(70) и (72) можно записать в виде

𝐼2(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = −
x

Γ

𝜙(𝑠, 𝑡)𝜌(𝑠, 𝑡;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝑑𝑠𝑑𝑡 =

= −
x

Γ

𝜒(𝜃, 𝜗)𝐵𝛼
𝜈 [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑑𝜃𝑑𝜗,

где
𝜒(𝜃, 𝜗) = 2𝜙(𝜃, 𝜗) + 4

x

Γ

𝑅(𝜃, 𝜗; 𝑠, 𝑡; 2)𝜙(𝑠, 𝑡)𝑑𝑠𝑑𝑡,

т.е. функция 𝜒(𝜃, 𝜗)— решение интегрального уравнения

𝜒(𝑠, 𝑡)− 2
x

Γ

𝐾(𝑠, 𝑡)𝜒(𝜃, 𝜗)𝑑𝜃𝑑𝜗 = 2𝜙(𝑠, 𝑡). (82)

Так как 𝜒(𝑠, 𝑡)— непрерывная функция, 𝐼2(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)— регулярное в обла-
сти 𝐷 решение уравнения (3), непрерывное в 𝐷, которое в силу (40) и (82)
удовлетворяет условию

𝐼2(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)
⃒⃒
Γ
= 𝜙(𝑠, 𝑡),

нетрудно видеть, что

lim
𝑥0→0

𝑥2𝛼0
𝜕𝐼2(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

𝜕𝑥0
= 0, (𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑋.
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Используя формулы (78) и (74), решение (79) задачи Хольмгрена для
уравнения (3) можно записать в виде

𝑢(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =

= −
x

Γ

𝜙(𝜃, 𝜗)
{︀
𝐵𝛼

𝜈 [𝐺0(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)] +𝐵𝛼
𝜈 [𝐻(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]

}︀
𝑑𝜃𝑑𝜗−

−
x

𝑋

𝜈1(𝑦, 𝑧)[𝐺0(0, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) +𝐻(0, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)]𝑑𝑦𝑑𝑧, (83)

где 𝐺0(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)— функция Грина задачи Хольмгрена для полусфери-
ческой области 𝐷0:

𝐺0(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =
1

2𝜋

1

𝑟1+2𝛼
𝐹
(︁
𝛼+

1

2
, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟21

𝑟2

)︁
−

− 1

2𝜋

1

𝑟1+2𝛼

(︁ 𝑎
𝑅

)︁1+2𝛼
𝐹
(︁
𝛼+

1

2
, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟21

𝑟2

)︁
, (84)

𝑎2 = 𝜉2 + 𝜂2 + 𝜁2, 𝑅2 = 𝑥20 + 𝑦20 + 𝑧20 ,

𝑟21

𝑟2

}︃
= (𝜉 ± 𝑥0)

2 + (𝜂 − 𝑦0)
2 + (𝜁 − 𝑧0)

2,

𝑟21

𝑟2

}︃
=

(︁
𝜉 ± 𝑎2

𝑅2
𝑥0

)︁2
+
(︁
𝜂 − 𝑎2

𝑅2
𝑦0

)︁2
+
(︁
𝜁 − 𝑎2

𝑅2
𝑧0

)︁2

и
𝐻(𝑥, 𝑦, 𝑧;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =

x

Γ

𝜌(𝜃, 𝜗;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)𝐺0(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝜃𝑑𝜗.

Непосредственным вычислением можно показать, что функция, опреде-
ленная формулой (83), является решением задачи Хольмгрена для уравнения
(3), т.е. она удовлетворяет уравнению (3) и условиям (54).

6.3. Решение задачи Хольмгрена для полушара. В этом случае
функция 𝐻(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) тождественно равна нулю:

𝐻(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ≡ 0, (𝜉, 𝜂, 𝜁) ∈ 𝐷0. (85)

Чтобы явно получить решение задачи Хольмгрена по формуле (83) для полу-
ферической области 𝐷0, необходимо вычислить конормальную производную
функции Грина (84). Воспользовавшись выведенной выше формулой (21),
нетрудно найти аналогичную формулу для 𝐵𝛼

𝜈 [𝑞(𝜉, 𝜂, 𝜁; �̃�0, 𝑦0, 𝑧0)]. Далее, сле-
дуя [26, § 26], имеем

𝐵𝛼
𝜈

[︀
𝐺0(𝜉, 𝜂, 𝜁;𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

]︀
=

1 + 2𝛼

2𝜋
𝜉2𝛼𝐹

(︁3
2
+ 𝛼, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟21

𝑟2

)︁𝑅2 − 𝑎2

𝑎𝑟3+2𝛼
. (86)

Подставив (85) и (86) в (83), окончательно получим решение задачи Хольм-
грена для уравнения (3) в полусферической области 𝐷0 в явном виде:
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𝑢(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) = − 1

2𝜋

∫︁ 𝑎

−𝑎
𝑑𝑦

∫︁ √
𝑎2−𝑦2

−
√

𝑎2−𝑦2
𝜈1(𝑦, 𝑧)

{︂
[𝑥20+(𝑦−𝑦0)2+(𝑧−𝑧0)2]−1/2−𝛼−

−
[︁(︁
𝑎− 𝑦𝑦0

𝑎

)︁2
+

(︁
𝑎− 𝑧𝑧0

𝑎

)︁2
+
𝑥20𝑦

2 + 𝑦2𝑧20 + 𝑥20𝑧
2 + 𝑦20𝑧

2

𝑎2
− 𝑎2

]︁−1/2−𝛼
}︂
𝑑𝑧 +

+
1 + 2𝛼

2𝜋

x

Γ

𝜙(𝜃, 𝜗)𝜉2𝛼𝐹
(︁3
2
+ 𝛼, 𝛼; 2𝛼; 1− 𝑟21

𝑟2

)︁𝑎2 −𝑅2

𝑎𝑟3+2𝛼
𝑑𝜃𝑑𝜗. (87)

Решение (83) (в частности формула (87)) задачи Хольмгрена более удоб-
но для дальнейших исследований. Действительно, полученные формулы (83)
и (87) играют важную роль при изучении краевых задач для уравнений сме-
шанного типа, т.е. для уравнений эллиптико-гиперболического или эллип-
тико-параболического типов: каждая из этих формул позволяет легко выве-
сти основное функциональное соотношение между следами искомого реше-
ния и его производной на линии вырождения, принесенное из эллиптической
части смешанной области.

Конкурирующие интересы. У меня нет конфликта интересов в авторстве и пуб-
ликации этой статьи.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.

Библиографический список
1. Кондратьев Б. П. Теория потенциала. Новые методы и задачи с решениями. М.: Мир,

2007. 512 с.
2. Ergashev T. G. Fundamental solutions for a class of multidimensional elliptic equations with

several singular coefficients // J. Sib. Fed. Univ. Math. Phys., 2020. vol. 13, no. 1. pp. 48–57.
https://doi.org/10.17516/1997-1397-2020-13-1-48-57.

3. Ergashev T. G. Fundamental solutions of the generalized Helmholtz equation with
several singular coefficients and confluent hypergeometric functions of many vari-
ables // Lobachevskii J. Math, 2020. vol. 41, no. 1. pp. 15–26. https://doi.org/10.1134/
S1995080220010047.

4. Hasanov A. Fundamental solutions bi-axially symmetric Helmholtz equation // Com-
plex Var. Elliptic Equ., 2007. vol. 52, no. 8. pp. 673–683. https://doi.org/10.1080/
17476930701300375.

5. Hasanov A., Karimov E. T. Fundamental solutions for a class of three-dimensional elliptic
equations with singular coefficients // Appl. Math. Letters, 2009. vol. 22, no. 12. pp. 1828–
1832, arXiv: 0901.0468 [math-ph]. https://doi.org/10.1016/j.aml.2009.07.006.

6. Urinov A. K., Karimov E. T. On fundamental solutions for 3D singular elliptic equations
with a parameter // Appl. Math. Letters, 2011. vol. 24, no. 3. pp. 314–319. https://doi.
org/10.1016/j.aml.2010.10.013.

7. Ergashev T. G. On fundamental solutions for multidimensional Helmholtz equation with
three singular coefficients // Comp. Math. Appl., 2019. vol. 77, no. 1. pp. 69–76, arXiv:
1804.04363 [math.AP].

8. Уринов A. K., Эргашев T. Г. Конфлюэнтные гипергеометрические функции многих
переменных и их применение к нахождению фундаментальных решений обобщенного
уравнения Гельмгольца с сингулярными коэффициентами // Вестн. Томск. гос. ун-та.
Матем. и мех., 2018. №55. С. 45–56. https://doi.org/10.17223/19988621/55/5.

281

https://doi.org/10.17516/1997-1397-2020-13-1-48-57
https://doi.org/10.1134/S1995080220010047
https://doi.org/10.1134/S1995080220010047
https://doi.org/10.1080/17476930701300375
https://doi.org/10.1080/17476930701300375
https://arxiv.org/abs/0901.0468
https://doi.org/10.1016/j.aml.2009.07.006
https://doi.org/10.1016/j.aml.2010.10.013
https://doi.org/10.1016/j.aml.2010.10.013
https://arxiv.org/abs/1804.04363
https://doi.org/10.17223/19988621/55/5


Эр г аш е в Т. Г.

9. Mavlyaviev R. M., Garipov I. B. Fundamental solution of multidimensional axisymmetric
Helmholtz equation // Complex Var. Elliptic Equ., 2017. vol. 63, no. 3. pp. 287–296. https://
doi.org/10.1080/17476933.2016.1218853.

10. Мавлявиев Р. М. Построение фундаментальных решений 𝐵-эллиптических уравнений
с младшими членами // Изв. вузов. Матем., 2017. №6. С. 70–75.

11. Уринов А. К., Каримов К. Т. Задача Дирихле для трехмерного уравнения смешанного
типа с тремя сингулярными коэффициентами // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер.
Физ.-мат. науки, 2017. Т. 21, №4. С. 665–683. https://doi.org/10.14498/vsgtu1559.

12. Shishkina E. L. The Dirichlet problem for an elliptic singular equation // Complex Var. El-
liptic Equ., 2020. vol. 65, no. 7. pp. 1210–1218. https://doi.org/10.1080/17476933.2019.
1588259.

13. Эргашев T. Г. Обобщённая задача Хольмгрена для эллиптического уравнения
с несколькими сингулярными коэффициентами // Диффер. уравн., 2020. Т. 56, №7.
С. 872–886, arXiv: 1910.05264 [math.AP]. https://doi.org/10.1134/S0374064120070043.

14. Gellerstedt S. Sur un problème aux limites pour l’équation 𝑦2𝑠𝑧𝑥𝑥 + 𝑧𝑦𝑦 = 0 // Ark. Mat.
Astron. Fys. A, 1935. vol. 25, no. 10. pp. 1–12 (In French).

15. Франкль Ф. И. К теории уравнения 𝑦 𝜕2𝑧
𝜕𝑥2 + 𝜕2𝑧

𝜕𝑦2 = 0 // Изв. АН СССР. Сер. матем.,
1946. Т. 10, № 2. С. 135–166.

16. Пулькин С. П. Некоторые краевые задачи для уравнения 𝑢𝑥𝑥±𝑢𝑦𝑦 +𝑝𝑥−1𝑢𝑥 = 0 // Уч.
зап. Куйбышев. пед. ин-та., 1958. Т. 21. С. 3–55.

17. Смирнов M. M. Вырождающиеся эллиптические и гиперболические уравнения. М.: На-
ука, 1966. 292 с.

18. Srivastava H. M., Hasanov A., Choi J. Double-layer potentials for a generalized bi-axially
symmetric Helmholtz equation // Sohag J. Math., 2015. vol. 2, no. 1. pp. 1–10, arXiv:
0810.3979 [math.AP].

19. Berdyshev A. S., Hasanov A., Ergashev T. G. Double-layer potentials for a generalized bi-
axially symmetric Helmholtz equation. II // Complex Var. Elliptic Equ., 2020. vol. 65, no. 2.
pp. 316–332. https://doi.org/10.1080/17476933.2019.1583219.

20. Эргашев Т. Г. Третий потенциал двойного слоя для обобщенного двуосесимметриче-
ского уравнения Гельмгольца // Уфимск. матем. журн., 2018. Т. 10, № 4. С. 111–122,
arXiv: 1807.00903 [math.AP].

21. Эргашев Т. Г. Четвертый потенциал двойного слоя для обобщенного двуосесимметри-
ческого уравнения Гельмгольца // Вестн Том. гос. ун-та. Математика и механика,
2017. № 50. С. 45–56. https://doi.org/10.17223/19988621/50/4.

22. Мухлисов Ф. Г., Нигмедзянова А. М. Решение краевых задач для вырождающегося
эллиптического уравнения второго рода методом потенциалов // Изв. вузов. Матем.,
2009. № 8. С. 57–70.

23. Ergashev T. G. Potentials for three-dimensional singular equation and their application to
the solving a mixed problem// Lobachevskii J. Math., 2020. vol. 41, no. 6. pp. 1067–1077.
https://doi.org/10.1134/S1995080220060086.

24. Бейтмен Г., Эрдейи А. Высшие трансцендентные функции. Т. 1: Гипергеометрическая
функция. Функции Лежандра. М.: Наука, 1973. 296 с.

25. Градштейн И. С., Рыжик И. М. Таблицы интегралов, сумм, рядов и произведений. М.:
Физматлит, 1962. 1100 с.

26. Сабитов К. Б. Уравнения математической физики. М.: Физматлит, 2013. 352 с.

282

https://doi.org/10.1080/17476933.2016.1218853
https://doi.org/10.1080/17476933.2016.1218853
https://doi.org/10.14498/vsgtu1559
https://doi.org/10.1080/17476933.2019.1588259
https://doi.org/10.1080/17476933.2019.1588259
https://arxiv.org/abs/1910.05264
https://doi.org/10.1134/S0374064120070043
https://arxiv.org/abs/0810.3979
https://doi.org/10.1080/17476933.2019.1583219
https://arxiv.org/abs/1807.00903
https://doi.org/10.17223/19988621/50/4
https://doi.org/10.1134/S1995080220060086


Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki
[J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2021, vol. 25, no. 2, pp. 257–285
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu1810

MSC: 35J70, 33C20, 33C65

Potentials for a three-dimensional elliptic equation with one
singular coefficient and their application

© T.G. Ergashev1,2

1 V. I. Romanovskiy Institute of Mathematics,
Uzbekistan Academy of Science,
4-a, Universitetskaya st., Tashkent, 100174, Uzbekistan.

2 Tashkent Institute of Irrigation
and Agricultural Mechanization Engineers,
39, Kari Niyaziy st., Tashkent, 100000, Uzbekistan.

Abstract
A potential theory for a three-dimensional elliptic equation with one

singular coefficient is considered. Double- and simple-layer potentials with
unknown density are introduced, which are expressed in terms of the fun-
damental solution of the mentioned elliptic equation. When studying these
potentials, the properties of the Gaussian hypergeometric function are used.

Theorems are proved on the limiting values of the introduced potentials
and their conormal derivatives, which make it possible to equivalently re-
duce boundary value problems for singular elliptic equations to an integral
equation of the second kind, to which the Fredholm theory is applicable.

The Holmgren problem is solved for a three-dimensional elliptic equation
with one singular coefficient in the domain bounded 𝑥 = 0 by the coordinate
plane and the Lyapunov surface for 𝑥 > 0 as an application of the stated
theory. The uniqueness of the solution to the stated problem is proved by
the well-known abc method, and existence is proved by the method of the
Green’s function, the regular part of which is sought in the form of the
double-layer potential with an unknown density. The solution to the Holm-
gren problem is found in a form convenient for further research.
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