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Абдул л а е в О. Х.

Введение. При интенсивных исследованиях проблем оптимального уп-
равления агроэкономической системой регулирования меток грунтовых вод
и влажности почвы возникла необходимость исследовать краевые задачи для
нагруженных уравнений в частных производных (см. [1, 2] и ссылки в них).
Сходные результаты по теории краевых задач для нагруженных уравнений
параболического, параболо-гиперболического и эллиптико-гиперболического
типов были опубликованы в [3–5].

Наряду с теорией нагруженных уравнений теория краевых задач для
уравнения смешанного типа дробного порядка также является одним из ин-
тенсивно развивающихся направлений исследования уравнений в частных
производных. Следует отметить, что локальные и нелокальные задачи для
уравнений параболо-гиперболического типа, включающие различные инте-
гро-дифференциальные операторы дробного порядка, исследовались многи-
ми авторами (см. работы [6–8] и ссылки в них).

В качестве продолжения этого направления в данной работе мы рассмот-
рим следующее уравнение параболо-гиперболического типа дробного поряд-
ка, включающее нелинейный нагруженный член:

𝑓(𝑥) =

{︃
𝑢𝑥𝑥 −𝐶 𝐷

𝛼
0𝑦𝑢+ 𝑎1(𝑥)𝑢

𝑝1(𝑥, 0), 𝑦 > 0,

𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑎2(𝑥)𝑢
𝑝2(𝑥, 0), 𝑦 < 0,

(1)

где

𝐶𝐷
𝛼
0𝑦𝑓(𝑦) =

1

Γ(1− 𝛼)

∫︁ 𝑦

0
(𝑦 − 𝑡)−𝛼𝑓 ′(𝑡)𝑑𝑡, 0 < 𝛼 < 1, (2)

𝑎𝑖(𝑥)— заданные функции; 𝑝𝑖 > 0, 0 < 𝛼 < 1— константы, 𝑖 = 1, 2.
Имеются немногочисленные работы (см. [9, 10] и ссылки в них), в кото-

рых исследуются локальные и нелокальные задачи для уравнений параболо-
гиперболического типа с оператором Капуто (без нагруженной части). Кро-
ме того, аналогичные задачи рассматривались для нагруженных уравнений
параболического типа, след решения которых включается в интегро-диффе-
ренциальные операторы дробного порядка Римана—Лиувилля, Эрдейи—Ко-
бера и др. [11–13]. Хотелось бы отметить, что уравнения в приведенных выше
работах имеют только линейные нагруженные члены.

Основная цель данной работы — доказать существование и единственность
решения нелокальной задачи с интегральным условием склеивания для урав-
нения (1).

1. Постановка задачи. Пусть Ω— область, ограниченная отрезками

𝐴1𝐴2 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = 1, 0 < 𝑦 < ℎ}, 𝐵1𝐵2 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = 0, 0 < 𝑦 < ℎ},

𝐵2𝐴2 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑦 = ℎ, 0 < 𝑥 < 1}
при 𝑦 > 0, и характеристиками

𝐴1𝐶 : 𝑥− 𝑦 = 1, 𝐵1𝐶 : 𝑥+ 𝑦 = 0

уравнения (1) при 𝑦 < 0, где𝐴1(1, 0), 𝐴2(1, ℎ), 𝐵1(0, 0), 𝐵2(0, ℎ) и 𝐶(1/2,−1/2).
Введем следующие обозначения:

Ω+ = Ω ∩ (𝑦 > 0), Ω− = Ω ∩ (𝑦 < 0),
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𝐼1 = {𝑥 : 0 < 𝑥 < 1/2}, 𝐼2 = {𝑥 : 1/2 < 𝑥 < 1}.

Задача NL. Требуется найти функцию 𝑓(𝑥) и решение 𝑢(𝑥, 𝑦) уравне-
ния (1) из класса функций

𝑊 = {𝑢(𝑥, 𝑦) : 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω̄) ∩ 𝐶2(Ω−); 𝑢𝑥𝑥 ∈ 𝐶(Ω+);

𝐶𝐷
𝛼
0𝑦𝑢 ∈ 𝐶(Ω+); 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶1(Ω̄− ∖𝐴1𝐵1)},

удовлетворяющие краевым условиям

𝑢(𝑥, 𝑦)
⃒⃒
𝐴1𝐴2

= 𝜙1(𝑦), 𝑢(𝑥, 𝑦)
⃒⃒
𝐵1𝐵2

= 𝜙2(𝑦), 0 6 𝑦 6 ℎ; (3)
𝑑

𝑑𝑥
𝑢(𝜃(𝑥))=𝑏1(𝑥)𝑢𝑦(𝑥, 0)+𝑏2(𝑥)𝑢𝑥(𝑥, 0)+𝑏3(𝑥)𝑢(𝑥, 0)+𝑏4(𝑥), 0 < 𝑥 < 1; (4)

𝑢𝑛(𝑥, 𝑦)
⃒⃒
𝐵1𝐶

= 𝜓1(𝑥), 0 6 𝑥 6 1/2; 𝑢𝑛(𝑥, 𝑦)
⃒⃒
𝐴1𝐶

= 𝜓2(𝑥), 1/2 6 𝑥 6 1 (5)

и интегральному условию склеивания

lim
𝑦→+0

𝑦1−𝛼𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝜆1(𝑥)𝑢𝑦(𝑥,−0) + 𝜆2(𝑥)𝑢𝑥(𝑥,−0) +

+ 𝜆3(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑟(𝑡)𝑢(𝑡, 0) 𝑑𝑡+ 𝜆4(𝑥)𝑢(𝑥, 0) + 𝜆5(𝑥), 0 < 𝑥 < 1, (6)

где 𝜃(𝑥) = 𝜃(𝑥/2,−𝑥/2) и 𝜙𝑖(𝑦), 𝜓𝑖(𝑥), 𝑏𝑗(𝑥), 𝜆𝑘(𝑥)— заданные функции (𝑖 =
= 1, 2; 𝑗 = 1, 4; 𝑘 = 1, 5), причем

𝜓1(1/2) = 𝜓2(1/2),
3∑︁
𝑗=1

𝑏2𝑗 (𝑥) ̸= 0 и
4∑︁

𝑘=1

𝜆2𝑘(𝑥) ̸= 0.

2. Необходимые функциональные соотношения. Введем обозначе-
ния

𝑓(𝑥) =

{︃
𝑓1(𝑥), 0 6 𝑥 6 1/2,

𝑓2(𝑥), 1/2 6 𝑥 6 1,
(7)

𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥), 0 6 𝑥 6 1; 𝑢𝑦(𝑥,−0) = 𝜈−(𝑥), 0 < 𝑥 < 1, (8)

причем 𝑓1(1/2) = 𝑓2(1/2).
Отметим, что общее решение уравнения (1) в области Ω− c учетом (7)

имеет вид
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝐹1(𝑥+ 𝑦) + 𝐹2(𝑥− 𝑦) + 𝜔(𝑥), (9)

где

𝜔(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∫︁ 𝑥

0
(𝑥− 𝑡)

(︀
𝑓1(𝑡)− 𝑎2(𝑡)𝜏

𝑝2(𝑡)
)︀
𝑑𝑡+ 𝑐1𝑥, 0 6 𝑥 6 1/2,∫︁ 1

𝑥
(𝑡− 𝑥)

(︀
𝑓2(𝑡)− 𝑎2(𝑡)𝜏

𝑝2(𝑡)
)︀
𝑑𝑡+ 𝑐2(1− 𝑥), 1/2 6 𝑥 6 1,

(10)

𝑐1 и 𝑐2 — произвольные постоянные.
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Функция 𝜔(𝑥) должна быть дважды непрерывно дифференцируемой при
0 < 𝑥 < 1. Это требование приводит к следующим значениям 𝑐1 и 𝑐2:

𝑐1 =

∫︁ 1/2

0
(𝑡− 1)

(︀
𝑓1(𝑡)− 𝑎2(𝑡)𝜏

𝑝2(𝑡)
)︀
𝑑𝑡+

∫︁ 1

1/2
(𝑡− 1)

(︀
𝑓2(𝑡)− 𝑎2(𝑡)𝜏

𝑝2(𝑡)
)︀
𝑑𝑡,

𝑐2 = −
∫︁ 1/2

0
𝑡
(︀
𝑓1(𝑡)− 𝑎2(𝑡)𝜏

𝑝2(𝑡)
)︀
𝑑𝑡−

∫︁ 1

1/2
𝑡
(︀
𝑓2(𝑡)− 𝑎2(𝑡)𝜏

𝑝2(𝑡)
)︀
𝑑𝑡.

Воспользуемся условием (5) и, учитывая обозначение (8), из (9) найдем

𝐹1(𝑥) = 𝜏(𝑥)− 𝐹2(𝑥)− 𝜔(𝑥), (11)
𝐹 ′
1(𝑥) = 𝜈(𝑥) + 𝐹 ′

2(𝑥), (12)

2𝐹 ′
1(0) +

∫︁ 𝑥

0

(︀
𝑓1(𝑡)− 𝑎2(𝑡)𝜏

𝑝2(𝑡)
)︀
𝑑𝑡 =

√
2𝜓1(𝑥), (13)

−2𝐹 ′
2(1) +

∫︁ 1

𝑥

(︀
𝑓2(𝑡)− 𝑎2(𝑡)𝜏

𝑝2(𝑡)
)︀
𝑑𝑡 =

√
2𝜓2(𝑥). (14)

Таким образом, учитывая (11) и (12), из (9) решение задачи NL в области
Ω− можем представить в виде

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1

2

(︀
𝜏(𝑥− 𝑦) + 𝜏(𝑥+ 𝑦)

)︀
− 1

2

(︀
𝜔(𝑥− 𝑦) + 𝜔(𝑥+ 𝑦)

)︀
−

− 1

2

∫︁ 𝑥−𝑦

𝑥+𝑦
𝜈(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝜔(𝑥). (15)

Используя условие (4), из (15) дифференцированием (13) и (14) по 𝑥 находим(︀
2𝑏1(𝑥) + 1

)︀
𝜈−(𝑥) =

(︀
1− 2𝑏2(𝑥)

)︀
𝜏 ′(𝑥)− 2𝑏3(𝑥)𝜏(𝑥)−

− 2𝑏4(𝑥) + 𝜔′(𝑥/2)− 𝜔′(𝑥), 0 < 𝑥 < 1, (16)

и
𝑓𝑗(𝑥)− 𝑎2(𝑥)𝜏

𝑝2(𝑥) = (−1)𝑗−1
√
2𝜓′

𝑗(𝑥) (𝑗 = 1, 2). (17)

Следовательно, из (10), учитывая (17), находим 𝜔(𝑥) в явном виде:

𝜔(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
2

∫︁ 𝑥

0
𝜓1(𝑡) 𝑑𝑡−

√
2𝑥

(︂
𝜓1(1/2) +

+

∫︁ 1/2

0
𝜓1(𝑡) 𝑑𝑡−

∫︁ 1

1/2
𝜓2(𝑡)𝑑𝑡

)︂
, 0 6 𝑥 6 1/2,

√
2

∫︁ 1

𝑥
𝜓2(𝑡)𝑑𝑡−

√
2(1− 𝑥)

(︂
𝜓2(1/2)−

−
∫︁ 1/2

0
𝜓1(𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ 1

1/2
𝜓2(𝑡) 𝑑𝑡

)︂
, 1/2 6 𝑥 6 1.

(18)

Учитывая обозначение (8), соотношение

lim
𝑦→+0

𝑦1−𝛼𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝜈+(𝑥)
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и условие склеивания (6), находим

𝜈+(𝑥) = 𝜆1(𝑥)𝜈
−(𝑥) + 𝜆2(𝑥)𝜏

′(𝑥) +

+ 𝜆3(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑟(𝑡)𝜏(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝜆4(𝑥)𝜏(𝑥) + 𝜆5(𝑥), 0 < 𝑥 < 1. (19)

Далее из уравнения (1) при 𝑦 → +0, учитывая (2), (19) и

lim
𝑦→0

𝐷𝛼−1
0𝑦 𝑓(𝑦) = Γ(𝛼) lim

𝑦→0
𝑦1−𝛼𝑓(𝑦),

находим

𝜏 ′′(𝑥)− Γ(𝛼)𝜆1(𝑥)𝜈
−(𝑥)− Γ(𝛼)𝜆2(𝑥)𝜏

′(𝑥)−

− Γ(𝛼)𝜆3(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑟(𝑡)𝜏(𝑡) 𝑑𝑡− Γ(𝛼)𝜆4(𝑥)𝜏(𝑥)−

− Γ(𝛼)𝜆5(𝑥)− 𝑓(𝑥) + 𝑎1(𝑥)𝜏
𝑝1(𝑥) = 0, 0 < 𝑥 < 1. (20)

3. Единственность задачи NL.
Теорема 1. Пусть 𝑝𝑗 = 2𝑛 − 1, 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑗 = 1, 2, и для заданных

функций имеют место условия

2𝑏1(𝑥) + 1 ̸= 0, 𝐴′(𝑥) + 2𝐵(𝑥) + 𝜆′2(𝑥)− 2𝜆4(𝑥) 6 0; (21)(︁𝜆3(𝑥)
𝑟(𝑥)

)︁′
6 0,

𝜆3(1)

𝑟(1)
> 0, 𝑎1(𝑥) 6 0, 𝑎2(𝑥) > 0, (22)

где
𝐴(𝑥) =

𝜆1(𝑥)(1− 2𝑏2(𝑥))

1 + 2𝑏1(𝑥)
, 𝐵(𝑥) =

2𝜆1(𝑥)𝑏3(𝑥)

1 + 2𝑏1(𝑥)
.

Тогда решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи NL единственно.

Д о к а з ат е л ь ств о. Пусть 𝜓𝑗(𝑥) ≡ 𝑏4(𝑥) ≡ 0 (𝑗 = 1, 2). Тогда из (18)
имеем 𝜔(𝑥) = 0. Следовательно, из (16) при 2𝑏1(𝑥) + 1 ̸= 0 находим

𝜈−(𝑥) =
1− 2𝑏2(𝑥)

1 + 2𝑏1(𝑥)
𝜏 ′(𝑥)− 2𝑏3(𝑥)

2𝑏1(𝑥) + 1
𝜏(𝑥). (23)

Далее, полагая 𝜆5(𝑥) ≡ 0 и умножая уравнение (20) на 𝜏(𝑥), интегрируя его
от 0 до 1, с учетом (17) получим∫︁ 1

0
𝜏 ′′(𝑥)𝜏(𝑥) 𝑑𝑥− Γ(𝛼)

∫︁ 1

0
𝜆1(𝑥)𝜏(𝑥)𝜈

−(𝑥) 𝑑𝑥− Γ(𝛼)

∫︁ 1

0
𝜆2(𝑥)𝜏(𝑥)𝜏

′(𝑥) 𝑑𝑥−

− Γ(𝛼)

∫︁ 1

0
𝜆3(𝑥)𝜏(𝑥) 𝑑𝑥

∫︁ 𝑥

0
𝑟(𝑡)𝜏(𝑡) 𝑑𝑡− Γ(𝛼)

∫︁ 1

0
𝜏2(𝑥)𝜆4(𝑥) 𝑑𝑥+

+

∫︁ 1

0
(𝑎1(𝑥)𝜏

𝑝1(𝑥)− 𝑎2(𝑥)𝜏
𝑝2(𝑥))𝜏(𝑥) 𝑑𝑥 = 0. (24)
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Подставляя (23) в уравнение (24) и учитывая

𝜏(0) = 𝜙2(0) = 0, 𝜏(1) = 𝜙1(0) = 0,

имеем

−
∫︁ 1

0
𝜏 ′2(𝑥) 𝑑𝑥+

Γ(𝛼)

2

∫︁ 1

0
𝐴′(𝑥)𝜏2(𝑥) 𝑑𝑥+ Γ(𝛼)

∫︁ 1

0
𝐵(𝑥)𝜏2(𝑥) 𝑑𝑥+

+
Γ(𝛼)

2

∫︁ 1

0
𝜆2

′(𝑥)𝜏2(𝑥) 𝑑𝑥− Γ(𝛼)

∫︁ 1

0
𝜆4(𝑥)𝜏

2(𝑥) 𝑑𝑥−

− Γ(𝛼)𝜆3(1)

2𝑟(1)

(︂∫︁ 1

0
𝑟(𝑥)𝜏(𝑥) 𝑑𝑥

)︂2

+
Γ(𝛼)

2

∫︁ 1

0

(︁𝜆3(𝑥)
𝑟(𝑥)

)︁′
(︂∫︁ 𝑥

0
𝑟(𝑡)𝜏(𝑡) 𝑑𝑡

)︂2

𝑑𝑥+

+

∫︁ 1

0
𝑎1(𝑥)𝜏

𝑝1+1(𝑥) 𝑑𝑥−
∫︁ 1

0
𝑎2(𝑥)𝜏

𝑝2+1(𝑥) 𝑑𝑥. (25)

В силу условий теоремы 1 из (25), учитывая 𝜏(0) = 𝜏(1) = 0, заключаем, что
𝜏(𝑥) = 0. Таким образом, при нулевых данных (т.е. при 𝜓𝑗(𝑥) = 𝑏4(𝑥) = 0,
𝑗 = 1, 2) получим, что 𝜔(𝑥) = 0 и 𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥) = 0, т.е. нелинейные нагру-
женные части уравнения (1) обнуляются. Далее из (23) получим 𝜈−(𝑥) = 0.
Следовательно, в силу решения первой краевой задачи для уравнения (1)
в области Ω+ (cм. [14]) и из решения задачи Коши в области Ω− получим
𝑢(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в замкнутых областях Ω̄+ и Ω̄−. �

Замечание 1. Если 2𝑏1(𝑥) + 1 = 0, 2𝑏2(𝑥) − 1 ̸= 0, 𝑥 ∈ [0, 1], то, учи-
тывая (18), из (16) получим линейное дифференциальное уравнение первого
порядка относительно 𝜏(𝑥).

Заметим, что получаемое дифференциальное уравнение имеет единствен-
ное решение с учетом условий 𝜏(0) = 𝜙2(0) (или 𝜏(1) = 𝜙1(0)). Следователь-
но, однозначное решение исследуемой задачи определяется в области Ω+ как
решение первой краевой задачи для уравнения (1) [8, 12]. Далее из решения
первой краевой задачи с учетом

lim
𝑦→+0

𝑦1−𝛼𝑢𝑦(𝑥, 𝑦) = 𝜈+(𝑥)

и условия склеивания (6) находим 𝜈−(𝑥) при 𝜆1(𝑥) ̸= 0. Решение задачи NL
в области Ω− построим как решение задачи Коши.

Замечание 2. Если 2𝑏1(𝑥) + 1 = 2𝑏2(𝑥) − 1 = 0, 𝑏3(𝑥) ̸= 0, 𝑥 ∈ [0, 1],
то однозначная разрешимость исследуемой задачи следует из однозначного
определения 𝜏(𝑥) из (16).

Итак, пусть 2𝑏1(𝑥) + 1 = 0, 2𝑏2(𝑥)− 1 = 0 (или 2𝑏2(𝑥)− 1 ̸= 0) и 𝑏3(𝑥) ̸= 0.
Тогда исследуемая задача однозначно разрешима при 𝜆1(𝑥) ̸= 0.

4. Существование решения задачи NL.
Теорема 2. Если выполнены условия (21), (22) и

𝜙𝑖(𝑦) ∈ 𝐶[0, ℎ] ∩ 𝐶1(0, ℎ), 𝜓𝑖(𝑥) ∈ 𝐶(𝐼𝑖) ∩ 𝐶1(𝐼𝑖)𝑎𝑖(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1] (𝑖=1, 2), (26)

𝑏𝑗(𝑥), 𝜆𝑘(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1] ∩ 𝐶1(0, 1) (𝑗 = 1, 4, 𝑘 = 1, 5), (27)

то решение задачи NL существует.
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До к а з ат е л ь ств о. Решение уравнения (см. уравнение (20))

𝜏 ′′(𝑥) = 𝐹 (𝑥), 0 < 𝑥 < 1,

удовлетворяющее условиям 𝜏(1) = 𝜙1(0), 𝜏(0) = 𝜙2(0), имеет вид

𝜏(𝑥) =

∫︁ 𝑥

0
(𝑥− 𝑡)𝐹 (𝑡) 𝑑𝑡− 𝑥

∫︁ 1

0
(1− 𝑡)𝐹 (𝑡) 𝑑𝑡+

+ (1− 𝑥)𝜙2(0) + 𝑥𝜙1(0), 0 6 𝑥 6 1, (28)

где

𝐹 (𝑥) = Γ(𝛼)(𝜆4(𝑥)−𝐵(𝑥))𝜏(𝑥) + Γ(𝛼)(𝐴(𝑥) + 𝜆2(𝑥))𝜏
′(𝑥) +

+ Γ(𝛼)𝜆3(𝑥)

∫︁ 𝑥

0
𝑟(𝑡)𝜏(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑓(𝑥)− 𝑎1(𝑥)𝜏

𝑝1(𝑥) +

+ Γ(𝛼)𝐶(𝑥)
(︀
𝜔′(𝑥/2)− 𝜔′(𝑥)− 2𝑏4(𝑥)

)︀
+ Γ(𝛼)𝜆5(𝑥), (29)

𝐶(𝑥) =
𝜆1(𝑥)

1 + 2𝑏1(𝑥)
.

Подставляя (29) в уравнение (28), после несложных упрощений получим ин-
тегральное уравнение Фредгольма второго рода:

𝜏(𝑥) =

∫︁ 1

0
𝐾(𝑥, 𝑡)𝜏(𝑡) 𝑑𝑡+Φ(𝑥, 𝜏(𝑥)), 0 6 𝑥 6 1, (30)

где

𝐾(𝑥, 𝑡) =

{︃
𝐾1(𝑥, 𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑥,
𝐾2(𝑥, 𝑡), 𝑥 6 𝑡 6 1,

(31)

𝐾1(𝑥, 𝑡) = Γ(𝛼)𝑡(𝑥− 1)
(︀
𝜆4(𝑡)−𝐵(𝑡)

)︀
− Γ(𝛼)(𝑥− 1)

(︀
𝑡𝜆2(𝑡) + 𝑡𝐴(𝑡)

)︀′
+

+ Γ(𝛼)𝑟(𝑡)

∫︁ 𝑥

𝑡
(𝑥− 𝑧)𝜆3(𝑧) 𝑑𝑧 − Γ(𝛼)𝑟(𝑡)

∫︁ 1

𝑡
𝑥(1− 𝑧)𝜆3(𝑧) 𝑑𝑧,

𝐾2(𝑥, 𝑡) = Γ(𝛼)𝑥
[︀
(1− 𝑡)

(︀
𝜆2(𝑡) +𝐴(𝑡)

)︀]︀′ − Γ(𝛼)𝑥(1− 𝑡)
(︀
𝜆4(𝑡)−𝐵(𝑡)

)︀
−

− Γ(𝛼)𝑟(𝑡)

∫︁ 1

𝑡
𝑥(1− 𝑧)𝜆3(𝑧) 𝑑𝑧,

Φ(𝑥, 𝜏(𝑥)) =

∫︁ 𝑥

0
(𝑥− 𝑡)

(︀
𝑎2(𝑡)𝜏

𝑝2(𝑡)− 𝑎1(𝑡)𝜏
𝑝1(𝑡)

)︀
𝑑𝑡−

− 𝑥

∫︁ 1

0
(1− 𝑡)

(︀
𝑎2(𝑡)𝜏

𝑝2(𝑡)− 𝑎1(𝑡)𝜏
𝑝1(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+ 𝐹1(𝑥), (32)
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𝐹1(𝑥) = Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

0
(𝑥−𝑡)𝐶(𝑡)

(︀
𝜔′(𝑡/2)−𝜔′(𝑡)−2𝑏4(𝑡)

)︀
𝑑𝑡+Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

0
(𝑥−𝑡)𝜆5(𝑡)𝑑𝑡−

− Γ(𝛼)𝑥

∫︁ 1

0
(1− 𝑡)𝐶(𝑡)

(︀
𝜔′(𝑡/2)− 𝜔′(𝑡)− 2𝑏4(𝑡)

)︀
𝑑𝑡−

− Γ(𝛼)𝑥

∫︁ 1

0
(1− 𝑡)𝜆5(𝑡) 𝑑𝑡+ Γ(𝛼)

∫︁ 𝑥

0
(𝑥− 𝑡)𝜓(𝑡) 𝑑𝑡−

− Γ(𝛼)𝑥

∫︁ 1

0
(1− 𝑡)𝜓(𝑡) 𝑑𝑡+ (1− 𝑥)𝜙2(0) + 𝑥𝜙1(0),

𝜓(𝑥) =

{︃ √
2𝜓1(𝑥), 0 6 𝑥 6 1/2,

−
√
2𝜓2(𝑥), 1/2 6 𝑥 6 1.

Из (31), (32) c учетом класса заданных функций можно убедиться, что
|𝐾(𝑥, 𝑦)| 6 const, |Φ(𝑥, 𝜏(𝑥))| 6 const. Далее в силу теории интегральных
уравнений Фредгольма и единственности решения исследуемой задачи за-
ключаем, что интегральное уравнение (30) имеет единственное решение в
классе 𝐶[0, 1] ∩ 𝐶2(0, 1). Это решение записываем через резольвенту 𝑅(𝑥, 𝑡)
ядра 𝐾(𝑥, 𝑡):

𝜏(𝑥) =

∫︁ 1

0
𝑅(𝑥, 𝑡)Φ(𝑡, 𝜏(𝑡)) 𝑑𝑡+Φ(𝑥, 𝜏(𝑥)). (33)

Подставляя (32) в решение (33), получим нелинейное интегральное уравнение

𝜏(𝑥) =

∫︁ 1

0

(︀
𝑎2(𝑡)𝜏

𝑝2(𝑡)− 𝑎1(𝑡)𝜏
𝑝1(𝑡)

)︀
𝐾*(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝐹2(𝑥), (34)

𝐾*(𝑥, 𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∫︁ 1

𝑡
𝑅(𝑥, 𝑧)(𝑧 − 𝑡) 𝑑𝑧 − (1− 𝑡)

∫︁ 1

0
𝑡𝑅(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑡(𝑥− 1), 0 6 𝑡 6 𝑥,∫︁ 1

𝑡
𝑅(𝑥, 𝑧)(𝑧 − 𝑡) 𝑑𝑧 − (1− 𝑡)

∫︁ 1

0
𝑡𝑅(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑥(𝑡− 1), 𝑥 6 𝑡 6 1,

𝐹2(𝑥) =

∫︁ 1

0
𝑅(𝑥, 𝑡)𝐹1(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝐹1(𝑥).

Разрешимость интегрального уравнения (34) доказываем методом после-
довательных приближений. Предполагая 𝜏0(𝑥) = 𝐹2(𝑥), из рекуррентной фор-
мулы

𝜏𝑛(𝑥) =

∫︁ 1

0

(︀
𝑎2(𝑡)𝜏

𝑝2
𝑛−1(𝑡)− 𝑎1(𝑡)𝜏

𝑝1
𝑛−1(𝑡)

)︀
𝐾*(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡+ 𝐹2(𝑥)

составим функциональную последовательность {𝜏𝑛(𝑥)}.
Пусть для произвольной функции

𝑔(𝑥) ∈ 𝐶[0, 1] ∩ 𝐶2(0, 1)

и
𝐺(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶([0, 1]× [0, 1]) ∩ 𝐶2,0((0, 1)× (0, 1))
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рассматривается следующая норма:

‖𝑔(𝑥)‖𝐶 = max {|𝑔(𝑥)| : 𝑥 ∈ [0, 1]} ,

‖𝐺(𝑥, 𝑡)‖𝐶 = max {|𝐺(𝑥, 𝑡)| : (𝑥, 𝑡) ∈ [0, 1]× [0, 1]} .
Тогда, учитывая

‖𝐾*(𝑥, 𝑡)‖𝐶 6𝑀, ‖𝑎𝑗(𝑥)‖𝐶 6 𝑚𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ‖𝐹2(𝑥)‖𝐶 6 𝑚3

(cм. (26) и (27)), где 𝑀 , 𝑚1, 𝑚2, 𝑚3 > 0, получим

‖𝜏1(𝑥)− 𝜏0(𝑥)‖𝐶 6 𝑚*𝑀 |𝑚1 +𝑚2|, (35)

где 𝑚* = max{𝑚𝑝1
3 ;𝑚𝑝2

3 }.
Далее, учитывая неравенство

|𝑔𝑝2(𝑥)− 𝑔𝑝1(𝑥)| 6 𝑐𝑝|𝑔2(𝑥)− 𝑔1(𝑥)|,

где 𝑐 = max
{︀
|𝑔𝑝−1

1 (𝑥)|, |𝑔𝑝−1
2 (𝑥)|

}︀
> 0— константа, для непрерывно-диффе-

ренцируемых функций получим

‖𝜏2(𝑥)− 𝜏1(𝑥)‖𝐶 6 𝑐𝑝𝑀 |𝑚1 +𝑚2| ‖𝜏1(𝑥)− 𝜏0(𝑥)‖𝐶 ,

где 𝑝 = max{𝑝1; 𝑝2}. Окончательно имеем:

‖𝜏𝑛(𝑥)− 𝜏𝑛−1(𝑥)‖𝐶 6 𝑐𝑝𝑀 |𝑚1 +𝑚2| ‖𝜏𝑛−1(𝑥)− 𝜏𝑛−2(𝑥)‖𝐶 . (36)

Пусть 𝑐𝑝𝑀 |𝑚1 +𝑚2| < 1, тогда из оценки (36) следует, что оператор в пра-
вой части (34) является сжимающим. Из оценок (35) и (36) заключаем, что
для оператора (34) существует единственная неподвижная точка. Следова-
тельно, интегральное уравнение (34) имеет единственное решение в классе
𝐶[0, 1] ∩ 𝐶2(0, 1).

Замечание 3. В силу теории интегральных уравнений Фредгольма с уче-
том единственности решения задачи NL следует заключить, что функцио-
нальная последовательность {𝜏𝑛(𝑥)} имеет единственную предельную функ-
цию 𝜏(𝑥), т. е. lim

𝑛→∞
𝜏𝑛(𝑥) = 𝜏(𝑥).

После определения 𝜏(𝑥) из (16) находим 𝜈(𝑥). Далee, учитывая (18), ре-
шение исследуемой задачи в области Ω− определяем из (15), а в области —
Ω+ как решение первой краевой задачи для уравнения (1), которое имеет
вид [12,14]:

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 𝑦, 0, 𝜂)𝜙2(𝜂) 𝑑𝜂 −

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 𝑦, 1, 𝜂)𝜙1(𝜂) 𝑑𝜂 +

+

∫︁ 1

0
𝐺0(𝑥− 𝜉, 𝑦)𝜏(𝜉) 𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑦

0

∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂)

(︀
𝑓(𝜉)− 𝑎1(𝜉)𝜏

𝑝1(𝜉)
)︀
𝑑𝜉 𝑑𝜂,

где

𝐺0(𝑥− 𝜉, 𝑦) =
1

Γ(1− 𝛼)

∫︁ 𝑦

0
(𝑦 − 𝜂)−𝛼𝐺(𝑥, 𝜂, 𝜉, 0) 𝑑𝜂,
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𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂) =
(𝑦 − 𝜂)𝛼/2−1

2

∞∑︁
𝑛=−∞

[︁
𝑒
1,𝛼/2
1,𝛼/2

(︁
−|𝑥− 𝜉 + 2𝑛‖

(𝑦 − 𝜂)𝛼/2

)︁
−

− 𝑒
1,𝛼/2
1,𝛼/2

(︁
−|𝑥+ 𝜉 + 2𝑛|

(𝑦 − 𝜂)𝛼/2

)︁]︁
— функция Грина первой краевой задачи для уравнения (1) в области Ω+ [6],

𝑒1,𝛿1,𝛿(𝑧) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑧𝑛

𝑛!Γ(𝛿 − 𝛿𝑛)

— функция типа Райта [14], 𝑓(𝑥)— определяется из (17). �

Замечание 4. Пусть 𝑏𝑗(𝑥) ≡ 0, 𝜆𝑘(𝑥) ≡ 0 (𝑗 = 1, 3, 𝑘 = 2, 5) и 𝜆1(𝑥) = 1.
Тогда задача NL является локальной задачей (т. е. аналогом задачи Трикоми)
с непрерывным условием склеивания. Отметим, что полученные результаты
остаются верными и в этом случае.
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On a problem for the parabolic-hyperbolic type equation
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Abstract

We study the existence and uniqueness of solution of the non-local prob-
lem for the parabolic-hyperbolic type equation with non linear loaded term
involving Caputo derivative

𝑓(𝑥) =

{︂
𝑢𝑥𝑥 −𝐶 𝐷

𝛼
0𝑦𝑢+ 𝑎1(𝑥)𝑢

𝑝1(𝑥, 0), 𝑦 > 0,

𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝑎2(𝑥)𝑢
𝑝2(𝑥, 0), 𝑦 < 0,

where

𝐶𝐷
𝛼
0𝑦𝑓(𝑦) =

1

Γ(1− 𝛼)

∫︁ 𝑦

0

(𝑦 − 𝑡)
−𝛼
𝑓 ′(𝑡) 𝑑𝑡, 0 < 𝛼 < 1,

𝑎𝑖(𝑥) are given functions, 𝑝𝑖, 𝛼 = const, besides 𝑝𝑖 > 0 (𝑖 = 1, 2), 0 < 𝛼 < 1
in the domain Ω bounded with segments:

𝐴1𝐴2 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = 1, 0 < 𝑦 < ℎ}, 𝐵1𝐵2 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = 0, 0 < 𝑦 < ℎ},

𝐵2𝐴2 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑦 = ℎ, 0 < 𝑥 < 1}
at the 𝑦 > 0, and characteristics:

𝐴1𝐶 : 𝑥− 𝑦 = 1, 𝐵1𝐶 : 𝑥+ 𝑦 = 0

of the considered equation at 𝑦 < 0, where 𝐴1(1, 0), 𝐴2(1, ℎ), 𝐵1(0, 0),
𝐵2(0, ℎ), and 𝐶(1/2,−1/2).

Uniqueness of solution of the investigated problem was proved by an
integral of energy. The existence of solution of the problem was proved by the
method of integral equations. The theory of the second kind Fredholm type
integral equations and the successive approximations method were widely
used. We notice, that boundary value problems for the mixed type equations
of fractional order with non linear loaded term have not been investigated.
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