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Аннотация
Рассматривается вырождающееся гиперболическое уравнение перво-

го рода второго порядка, содержащее слагаемое с младшей производной,
для которого исследованы две краевые задачи со смещением, обобщаю-
щие известные первую и вторую задачи Дарбу. При определенных усло-
виях на заданные функции и параметры, входящие в постановку иссле-
дуемых задач, доказаны теоремы о существовании единственного регу-
лярного решения задач. Выявлены свойства всех регулярных решений
рассматриваемого уравнения, являющиеся аналогами теорем о среднем
значении для волнового уравнения.
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Введение. Постановка задач. На евклидовой плоскости точек (𝑥, 𝑦)
рассмотрим уравнение

(−𝑦)𝑚𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 + 𝜆(−𝑦)
𝑚−2

2 𝑢𝑥 = 0, 𝑦 < 0, (1)

где 𝜆 и 𝑚— заданные действительные числа, причем 𝑚 > 0, |𝜆| 6 𝑚/2;
𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦)— искомая действительная функция действительных переменных
(𝑥, 𝑦).

Уравнение (1) рассматривается в области Ω, ограниченной его характери-
стиками

𝐴𝐶 : 𝑥− 2

𝑚+ 2
(−𝑦)

𝑚+2
2 = 0 и 𝐵𝐶 : 𝑥+

2

𝑚+ 2
(−𝑦)

𝑚+2
2 = 𝑟,
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выходящими из точки 𝐶 = (𝑟/2, 𝑦𝑐), 𝑦𝑐 = −
[︀ (𝑚+2)𝑟

4

]︀2/(𝑚+2) и проходящими
через точки 𝐴 = (0, 0) и 𝐵 = (𝑟, 0) соответственно, а также отрезком 𝐴𝐵
прямой 𝑦 = 0.

Обозначим через 𝜃0(𝑥) =
(︀
𝑥
2 , ℎ(𝑥)

)︀
, 𝜃𝑟(𝑥) =

(︀
𝑟+𝑥
2 , ℎ(𝑟 − 𝑥)

)︀
, где ℎ(𝑥) =

= −
(︀
𝑚+2
4

)︀2/(𝑚+2)
𝑥2/(𝑚+2) — аффиксы точек пересечения характеристик урав-

нения (1), выходящих из точки (𝑥, 0), с характеристиками 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 соот-
ветственно; 𝐷𝛾

0𝑥𝑓(𝑡) и 𝐷𝛾
𝑥𝑟𝑓(𝑡)— обобщенные операторы дробного (в смысле

Римана—Лиувилля) интегро-дифференцирования порядка 𝛾 [1, 2];

𝐼 =
{︀
(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 𝑟, 𝑦 = 0

}︀
; 𝛼 =

𝑚− 2𝜆

2(𝑚+ 2)
, 𝛽 =

𝑚+ 2𝜆

2(𝑚+ 2)
.

Регулярным в области Ω решением уравнения (1) назовем всякую функ-
цию 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) из класса 𝐶(Ω̄)∩𝐶1(Ω∪ 𝐼)∩𝐶2(Ω), при подстановке которой
уравнение (1) обращается в тождество.

Задача 1. Найти регулярное в области Ω решение 𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦) уравнения
(1) из класса 𝑥−𝛼𝑢𝑦(𝑥, 0), (𝑟−𝑥)−𝛽𝑢𝑦(𝑥, 0) ∈ 𝐿1(𝐼), удовлетворяющее краевым
условиям

𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐼, (2)

𝑎(𝑥)𝐷1−𝛽
0𝑥 𝑢[𝜃0(𝑡)] + 𝑏(𝑥)𝐷1−𝛼

𝑥𝑟 𝑢[𝜃𝑟(𝑡)] = 𝜓(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐼, (3)

где 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝜏(𝑥), 𝜓(𝑥)— заданные функции, причем 𝑎2(𝑥)+𝑏2(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼.

Задача 2. Найти регулярное в области Ω решение уравнения (1), удовле-
творяющее краевым условиям

𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜈(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐼, (4)

𝑎(𝑥)𝐷𝛼
0𝑥

{︀
𝑡𝛼+𝛽−1𝑢[𝜃0(𝑡)]

}︀
+ 𝑏(𝑥)𝐷𝛽

𝑥𝑟

{︀
(𝑟 − 𝑡)𝛼+𝛽−1𝑢[𝜃𝑟(𝑡)]

}︀
= 𝜓(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐼,(5)

где 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝜈(𝑥), 𝜓(𝑥)— заданные функции, причем 𝑎2(𝑥)+𝑏2(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼.

Уравнение (1) является уравнением гиперболического типа с параболи-
ческим вырождением вдоль прямой 𝑦 = 0, причем прямая 𝑦 = 0 сама не
является характеристикой уравнения (1). Поэтому уравнение (1) относится к
классу вырождающихся гиперболических уравнений первого рода [3, c. 6].

При 𝑎(𝑥) ≡ 0, 𝑏(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼 или 𝑏(𝑥) ≡ 0, 𝑎(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼 из за-
дачи 1 в силу обратимости операторов 𝐷𝛾

0𝑥 и 𝐷𝛾
𝑥𝑟 приходим к соответству-

ющей первой задаче Дарбу с данными 𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥), 𝑢[𝜃𝑟(𝑥)] = 𝜓1(𝑥) или
𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥), 𝑢[𝜃0(𝑥)] = 𝜓1(𝑥) для уравнения (1). А задача 2 при 𝑎(𝑥) ≡ 0,
𝑏(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼 или 𝑏(𝑥) ≡ 0, 𝑎(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼 переходит во вторую задачу
Дарбу для уравнения (1), где заданы

𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜈(𝑥), 𝑢|𝐵𝐶 = 𝑢[𝜃𝑟(𝑥)] = 𝜓1(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑟 (6)

или
𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜈(𝑥), 𝑢|𝐴𝐶 = 𝑢[𝜃0(𝑥)] = 𝜓1(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝑟, (7)

соответственно.
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При𝑚 = 2 уравнение (1) переходит в уравнение Бицадзе—Лыкова [4, c. 47;
5; 6, c. 234]. В работе [7] показано, что для уравнения Бицадзе—Лыкова, ко-
торое рассматривается в области 𝐷, ограниченной характеристиками 𝐴𝐶 :
2𝑥 − 𝑦2 = 0, 𝐵𝐶 : 2𝑥 + 𝑦2 = 2𝑟 и отрезком 𝐼, при 𝜆 = 1 корректно постав-
лена вторая задача Дарбу с данными (7), в то время как однородная вторая
задача Дарбу для уравнения Бицадзе—Лыкова, соответствующая задаче (6),
имеет ненулевые решения. Аналогично, для уравнения Бицадзе—Лыкова при
𝜆 = −1 будет корректно поставлена вторая задача Дарбу с данными (6), в то
время как однородная вторая задача Дарбу, соответствующая задаче (7), бу-
дет обладать ненулевыми решениями. Это говорит о неравноправности ха-
рактеристик 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 как носителей второй задачи Дарбу для уравнения
Бицадзе—Лыкова при 𝜆 = ±1.

Частным случаем уравнения (1) также является уравнение Трикоми, яв-
ляющееся теоретической основой околозвуковой газовой динамики и матема-
тической биологии [8; 9, с. 38; 10 с. 280].

При 𝜆 = 0 из уравнения (1) приходим к уравнению Геллерстедта

(−𝑦)𝑚𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 = 0, (8)

которое, как показано в монографии [2, с. 234], находит применение в задаче
определения формы прорези плотины.

Основным отличием уравнений (1) и (8) является тот факт, что для урав-
нения (1) при 𝜆 ̸= 0 нарушено условие Геллерстедта [11], гарантирующее од-
нозначную разрешимость задачи Коши для класса вырождающихся гипербо-
лических уравнений с начальными данными на линии вырождения. Но упо-
мянутое условие Геллерстедта, гарантирующее корректность задачи Коши,
не является необходимым для ее однозначной разрешимости. И в монографи-
ях [3,4,6] уравнение (1) приводится как пример уравнения, для которого при
|𝜆| 6 𝑚/2 решение задачи Коши выписывается в замкнутом виде, несмотря
на то, что для него нарушено условие Геллерстедта при 𝜆 ̸= 0. Исследованию
первой и второй задач Дарбу для уравнения (1) посвящены работы [12, 13].
В работе [14] исследован критерий непрерывности решения задачи Гурса для
вырождающегося гиперболического уравнения вида (1). В [15] в явном виде
выписано регулярное решение задачи Гурса для вырождающегося внутри об-
ласти гиперболического уравнения, а в [16] найдено решение первой краевой
задачи для такого же уравнения. За последние годы многими авторами изу-
чены задачи для разного рода вырождающихся гиперболических уравнений
[17–28]. Достаточно полная библиография по исследованию различных крае-
вых задач для вырождающихся гиперболических уравнений имеется в моно-
графиях [29–34].

Исследуемые в рамках данной работы задачи 1 и 2 относятся к клас-
су нелокальных краевых задач, сформулированных в работе [35], где да-
на методика постановки нелокальных краевых задач со смещением для вы-
рождающегося гиперболического уравнения вида (8) с использованием по-
нятия оператора дробного интегро-дифференцирования (в смысле Римана—
Лиувилля). В [35] были найдены критерии однозначной разрешимости задачи
с условиями вида (2) и (3) для рассматриваемого уравнения, где 𝜃0(𝑥), 𝜃𝑟(𝑥),
как и выше, определяются как аффиксы точек пересечения характеристик
уравнения (8), причем здесь 𝛼 = 𝛽 = 𝑚/[2(𝑚+ 2)] = 𝜀. Также в [35] было по-
лучено свойство всех регулярных решений уравнения (8), удовлетворяющих
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начальному условию (2), являющееся аналогом теоремы о среднем значении
для волнового уравнения в характеристическом четырехугольнике.

Пользуясь методом, предложенным в работе [35], в данной работе най-
дены достаточные условия существования единственного регулярного реше-
ния исследуемых задач 1 и 2. Получены свойства регулярных решений урав-
нения (1), удовлетворяющих начальным условиям (2) или (4). Полученные
свойства обобщают известные теоремы о среднем значении для уравнения (8)
[35] и для волнового уравнения [8, c. 165] в характеристическом четырехуголь-
нике.

1. Исследование задачи 1. Справедлива следующая
Теорема 1. Пусть заданные функции 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝜏(𝑥), 𝜓(𝑥) таковы, что

𝐷−𝛼−𝛽
0𝑥 𝜏(𝑡), 𝐷−𝛼−𝛽

𝑥𝑟 𝜏(𝑡) ∈ 𝐶1(𝐼) ∪ 𝐶3(𝐼); (9)

𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝜓(𝑥) ∈ 𝐶(𝐼) ∩ 𝐶2(𝐼); (10)

Γ(1− 𝛽)𝑎(𝑥)(𝑟 − 𝑥)𝛽 + Γ(1− 𝛼)𝑏(𝑥)𝑥𝛼 ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼. (11)

Тогда существует единственное регулярное в области Ω решение задачи 1.
До к а з ат е л ь ств о. Воспользуемся представлением решения задачи Ко-

ши для уравнения (1) с данными 𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥) и 𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜈(𝑥) на линии
вырождения 𝑦 = 0. Для различных значений числа 𝜆 данные представления
выписаны, например, в [3, с. 13] и они имеют вид

𝑢(𝑥, 𝑦) =
Γ(𝛼+ 𝛽)

Γ(𝛼)Γ(𝛽)

∫︁ 1

0
𝜏
[︁
𝑥+

2

𝑚+ 2
(−𝑦)

𝑚+2
2 (2𝑡− 1)

]︁
𝑡𝛽−1(1− 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡+

+
Γ(2− 𝛼− 𝛽)𝑦

Γ(1− 𝛼)Γ(1− 𝛽)

∫︁ 1

0
𝜈
[︁
𝑥+

2

𝑚+ 2
(−𝑦)

𝑚+2
2 (2𝑡− 1)

]︁
𝑡−𝛼(1− 𝑡)−𝛽𝑑𝑡,

− 𝑚

2
< 𝜆 <

𝑚

2
; (12)

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜏
(︁
𝑥− 2

𝑚+ 2
(−𝑦)

𝑚+2
2

)︁
+

+
2𝑦

𝑚+ 2

∫︁ 1

0
𝜈
[︁
𝑥− 2

𝑚+ 2
(−𝑦)

𝑚+2
2 (2𝑡− 1)

]︁
(1− 𝑡)−

𝑚
𝑚+2𝑑𝑡, 𝜆 = −𝑚

2
; (13)

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝜏
(︁
𝑥+

2

𝑚+ 2
(−𝑦)

𝑚+2
2

)︁
+

+
2𝑦

𝑚+ 2

∫︁ 1

0
𝜈
[︁
𝑥+

2

𝑚+ 2
(−𝑦)

𝑚+2
2 (2𝑡− 1)

]︁
(1− 𝑡)−

𝑚
𝑚+2𝑑𝑡, 𝜆 =

𝑚

2
. (14)

Рассмотрим сначала случай, когда −𝑚/2 < 𝜆 < 𝑚/2. Из представления
(12) в этом случае находим

𝑢[𝜃0(𝑥)] = 𝑢
(︁𝑥
2
,−

(︁𝑚+ 2

4

)︁ 2
𝑚+2

𝑥
2

𝑚+2

)︁
=

Γ(𝛼+ 𝛽)

Γ(𝛼)Γ(𝛽)

∫︁ 1

0
𝜏(𝑥𝑡)𝑡𝛽−1(1− 𝑡)𝛼−1𝑑𝑡−

− Γ(2− 𝛼− 𝛽)

Γ(1− 𝛼)Γ(1− 𝛽)

(︁ 4

𝑚+ 2

)︁− 2
𝑚+2

𝑥
2

𝑚+2

∫︁ 1

0
𝜈(𝑥𝑡)𝑡−𝛼(1− 𝑡)𝛽𝑑𝑡.
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После введения новой переменной интегрирования 𝑧 = 𝑥𝑡 последнее равен-
ство перепишется в виде

𝑢[𝜃0(𝑥)] =
Γ(𝛼+ 𝛽)

Γ(𝛼)Γ(𝛽)
𝑥1−𝛼−𝛽

∫︁ 𝑥

0

𝜏(𝑧)𝑧𝛽−1

(𝑥− 𝑧)1−𝛼
𝑑𝑧−

− Γ(2− 𝛼− 𝛽)

Γ(1− 𝛼)Γ(1− 𝛽)
[2(1− 𝛼− 𝛽)]𝛼+𝛽−1

∫︁ 𝑥

0

𝑧−𝛼𝜈(𝑧)

(𝑥− 𝑧)𝛽
𝑑𝑧.

Воспользовавшись далее определением оператора интегрирования дроб-
ного порядка ∫︁ 𝑥

0

𝑔(𝑡)𝑑𝑡

(𝑥− 𝑡)1−𝛼
= Γ(𝛼)𝐷−𝛼

0𝑥 𝑔(𝑡),

находим

𝑢[𝜃0(𝑥)] = 𝛾1𝑥
1−𝛼−𝛽𝐷−𝛼

0𝑥 [𝑡𝛽−1𝜏(𝑡)]− 𝛾2𝐷
𝛽−1
0𝑥 [𝑡−𝛼𝜈(𝑡)], (15)

где

𝛾1 =
Γ(𝛼+ 𝛽)

Γ(𝛽)
, 𝛾2 =

Γ(2− 𝛼− 𝛽)

Γ(1− 𝛼)
[2(1− 𝛼− 𝛽)]𝛼+𝛽−1.

С помощью аналогичных вычислений из формулы (12) получаем, что

𝑢[𝜃𝑟(𝑥)] = 𝛾3(𝑟 − 𝑥)1−𝛼−𝛽𝐷−𝛽
𝑥𝑟 [(𝑟 − 𝑡)𝛼−1𝜏(𝑡)]− 𝛾4𝐷

𝛼−1
𝑥𝑟 [(𝑟 − 𝑡)−𝛽𝜈(𝑡)], (16)

где

𝛾3 =
Γ(𝛼+ 𝛽)

Γ(𝛼)
, 𝛾4 =

Γ(2− 𝛼− 𝛽)

Γ(1− 𝛽)
[2(1− 𝛼− 𝛽)]𝛼+𝛽−1.

Воспользовавшись следующими законами композиции операторов дроб-
ного дифференцирования и интегрирования [1; 2, c. 18]:

𝐷𝛼
0𝑥𝑡

𝛼+𝛽𝐷𝛽
0𝑡𝑔(𝑠) = 𝑥𝛽𝐷𝛼+𝛽

0𝑥 𝑡𝛼𝑔(𝑡),

𝐷𝛼
𝑥𝑟(𝑟 − 𝑡)𝛼+𝛽𝐷𝛽

𝑡𝑟𝑔(𝑠) = (𝑟 − 𝑥)𝛽𝐷𝛼+𝛽
𝑥𝑟 (𝑟 − 𝑡)𝛼𝑔(𝑡),

из (15) и (16) находим

𝐷1−𝛽
0𝑥 𝑢[𝜃0(𝑡)] = 𝑥−𝛼[𝛾1𝐷

1−𝛼−𝛽
0𝑥 𝜏(𝑡)− 𝛾2𝜈(𝑥)], (17)

𝐷1−𝛼
𝑥𝑟 𝑢[𝜃𝑟(𝑡)] = (𝑟 − 𝑥)−𝛽[𝛾3𝐷

1−𝛼−𝛽
𝑥𝑟 𝜏(𝑡)− 𝛾4𝜈(𝑥)]. (18)

Подставляя значения 𝐷1−𝛽
0𝑥 𝑢[𝜃0(𝑡)] и 𝐷1−𝛼

𝑥𝑟 𝑢[𝜃𝑟(𝑡)] из (17) и (18) в граничное
условие (3), будем иметь

𝑎(𝑥)𝑥−𝛼[𝛾1𝐷
1−𝛼−𝛽
0𝑥 𝜏(𝑡)− 𝛾2𝜈(𝑥)]+

+ 𝑏(𝑥)(𝑟 − 𝑥)−𝛽[𝛾3𝐷
1−𝛼−𝛽
𝑥𝑟 𝜏(𝑡)− 𝛾4𝜈(𝑥)] = 𝜓(𝑥),

откуда

[𝛾2𝑎(𝑥)(𝑟 − 𝑥)𝛽 + 𝛾4𝑏(𝑥)𝑥
𝛼]𝜈(𝑥) =

= 𝛾1𝑎(𝑥)(𝑟 − 𝑥)𝛽𝐷1−𝛼−𝛽
0𝑥 𝜏(𝑡) + 𝛾3𝑏(𝑥)𝑥

𝛼𝐷1−𝛼−𝛽
𝑥𝑟 𝜏(𝑡)− 𝑥𝛼(𝑟 − 𝑥)𝛽𝜓(𝑥). (19)
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Если для всех 𝑥 ∈ 𝐼 выполнено условие (11) теоремы 1, то из (19) можно одно-
значно определить функцию 𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜈(𝑥). Тогда единственное регулярное
решение задачи 1 будет выписываться по формуле (12). При 𝜆 = −𝑚/2 подоб-
ные рассуждения с использованием формулы (13) вновь приводят к уравне-
нию вида (19) относительно функции 𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜈(𝑥), но при 𝛼 = 𝑚/(𝑚+ 2):
𝛽 = 0, 𝛾1 = 0, 𝛾2 = 2𝛼−1(1 − 𝛼)𝛼, 𝛾3 = 1, 𝛾4 = 2𝛼−1(1 − 𝛼)𝛼Γ(1 − 𝛼), а при
𝜆 = 𝑚/2: 𝛼 = 0, 𝛽 = 𝑚/(𝑚+ 2), 𝛾1 = 1, 𝛾2 = Γ(1 − 𝛽)2𝛽−1(1 − 𝛽)𝛽 , 𝛾3 = 0,
𝛾4 = 2𝛽−1(1 − 𝛽)𝛽 . И в том и в другом случае после нахождения функции
𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜈(𝑥) решение задачи 1 выписывается по соответствующей формуле
(13) или (14). Условия (9), (10) на заданные функции обеспечивают регуляр-
ность полученного решения. �

Пусть теперь для всех 𝑥 ∈ 𝐼 нарушено условие (11) теоремы 1, то есть
пусть

Γ(1− 𝛽)𝑎(𝑥)(𝑟 − 𝑥)𝛽 + Γ(1− 𝛼)𝑏(𝑥)𝑥𝛼 ≡ 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼.

В этом случае из (3) и (19) после простых вычислений приходим к равенству

sin(𝜋𝛽)
[︀
Γ(𝛽)𝑥𝛼𝐷1−𝛽

0𝑥 𝑢[𝜃0(𝑡)]− Γ(𝛼+ 𝛽)𝐷1−𝛼−𝛽
0𝑥 𝜏(𝑡)

]︀
=

= sin(𝜋𝛼)
[︀
Γ(𝛼)(𝑟 − 𝑥)𝛽𝐷1−𝛼

𝑥𝑟 𝑢[𝜃𝑟(𝑡)]− Γ(𝛼+ 𝛽)𝐷1−𝛼−𝛽
𝑥𝑟 𝜏(𝑡)

]︀
. (20)

Формула (20) выражает свойство всех регулярных решений уравнения (1),
удовлетворяющих условию (2), и является одним из аналогов теоремы о сред-
нем значении для волнового уравнения [8, c. 165]. В частном случае уравне-
ния (1), когда 𝜆 = 0, 𝛼 = 𝛽 = 𝑚/[2(𝑚+ 2)], формула (20) получена в рабо-
те [35].

2. Исследование задачи 2. Справедлива следующая
Теорема 2. Пусть заданные функции 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝜈(𝑥), 𝜓(𝑥) таковы, что

они обладают свойствами

𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝜓(𝑥) ∈ 𝐶(𝐼) ∩ 𝐶2(𝐼); (21)

𝜈(𝑥) ∈ 𝐶2(𝐼); 𝑥−𝛼𝜈(𝑥), (𝑟 − 𝑥)−𝛽𝜈(𝑥) ∈ 𝐿1(𝐼) (22)

Γ(𝛼)𝑎(𝑥)(𝑟 − 𝑥)1−𝛼 + Γ(𝛽)𝑏(𝑥)𝑥1−𝛽 ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼 (23)
при 𝑎(𝑥)𝑏(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼;

𝜆 ̸= 𝑚

2
при 𝑎(𝑥) ≡ 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼; (24)

𝜆 ̸= −𝑚
2

при 𝑏(𝑥) ≡ 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼. (25)

Тогда существует единственное решение задачи 2.

До к а з ат е л ь ств о. Как и при доказательстве теоремы 1, из формул
(12), (15), (16) находим, что

𝐷𝛼
0𝑥

{︀
𝑡𝛼+𝛽−1𝑢[𝜃0(𝑡)]

}︀
= 𝑥𝛽−1[𝛾1𝜏(𝑥)− 𝛾2𝐷

𝛼+𝛽−1
0𝑥 𝜈(𝑡)], (26)

𝐷𝛽
𝑥𝑟

{︀
(𝑟 − 𝑡)𝛼+𝛽−1𝑢[𝜃𝑟(𝑡)]

}︀
= (𝑟 − 𝑥)𝛼−1[𝛾3𝜏(𝑥)− 𝛾4𝐷

𝛼+𝛽−1
𝑥𝑟 𝜈(𝑡)]. (27)
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Подставляя значения 𝐷𝛼
0𝑥

{︀
𝑡𝛼+𝛽−1𝑢[𝜃0(𝑡)]

}︀
и 𝐷𝛽

𝑥𝑟

{︀
(𝑟 − 𝑡)𝛼+𝛽−1𝑢[𝜃𝑟(𝑡)]

}︀
из

(26) и (27) в граничное условие (5), будем иметь

[𝛾1𝑎(𝑥)(𝑟 − 𝑥)1−𝛼 + 𝛾3𝑏(𝑥)𝑥
1−𝛽]𝜏(𝑥) = 𝜓(𝑥)(𝑟 − 𝑥)1−𝛼𝑥1−𝛽+

+ 𝛾2𝑎(𝑥)(𝑟 − 𝑥)1−𝛼𝐷𝛼+𝛽−1
0𝑥 𝜈(𝑡) + 𝛾4𝑏(𝑥)𝑥

1−𝛽𝐷𝛼+𝛽−1
𝑥𝑟 𝜈(𝑡). (28)

При условиях (23), (24), (25) из (28) однозначно определяется искомая
функция 𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥). Тогда единственное регулярное решение задачи 2
в зависимости от значений |𝜆| < 𝑚/2, 𝜆 = −𝑚/2 или 𝜆 = 𝑚/2 будет выписы-
ваться по одной из формул (12), (13) или (14) соответственно. Условия (21),
(22) обеспечивают регулярность полученного решения. �

Пусть далее для всех 𝑥 ∈ 𝐼 нарушено условие (23), то есть пусть

Γ(𝛼)𝑎(𝑥)(𝑟 − 𝑥)1−𝛼 + Γ(𝛽)𝑏(𝑥)𝑥1−𝛽 ≡ 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼

при 𝑎(𝑥)𝑏(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼.
Тогда из граничного условия (5) и соотношения (28) приходим к равенству

Γ(𝛽)𝑥1−𝛽𝐷𝛼
0𝑥

[︀
𝑡𝛼+𝛽−1𝑢[𝜃0(𝑡)]

]︀
− Γ(𝛼)(𝑟 − 𝑥)1−𝛼𝐷𝛽

𝑟𝑥

[︀
(𝑟 − 𝑡)𝛼+𝛽−1𝑢[𝜃𝑟(𝑡)]

]︀
=

= 𝛾5
[︀
Γ(𝛽)Γ(1− 𝛽)𝐷𝛼+𝛽−1

0𝑥 𝜈(𝑡)− Γ(𝛼)Γ(1− 𝛼)𝐷𝛼+𝛽−1
𝑟𝑥 𝜈(𝑡)

]︀
, (29)

где

𝛾5 = − [2(1− 𝛼− 𝛽)]𝛼+𝛽−1

𝐵(1− 𝛼, 1− 𝛽)
,

𝐵(𝑝, 𝑞)— бета-функция.
Равенство (29), так же как и (20), выражает один из аналогов теоремы

о среднем значении для волнового уравнения, которым обладают все регу-
лярные решения уравнения (1), удовлетворяющие условию (4).

3. Неравноправие характеристик как носителей данных задачи 2.
Выше было отмечено, что задача 2 при 𝑎(𝑥) ≡ 0, 𝑏(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼 или 𝑏(𝑥) ≡ 0,
𝑎(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼 переходит во вторую задачу Дарбу для уравнения (1). По-
кажем, что при 𝜆 = ±𝑚/2 характеристики 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶, ограничивающие об-
ласть Ω, являются неравноправными как носители данных задачи 2 и из раз-
решимости задачи 2 с данными на одной из характеристик, вообще говоря,
не следует разрешимость этой задачи с данными на другой характеристике.

Пусть для всех 𝑥 ∈ 𝐼 нарушено условие (24), то есть

𝜆 =
𝑚

2
и 𝑎(𝑥) ≡ 0, 𝑏(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼,

и пусть 𝐷−𝛽
𝑥𝑟

[︀𝜓(𝑡)(𝑟−𝑡)
𝑏(𝑡)

]︀
∈ 𝐶1(𝐼) ∪ 𝐶3(𝐼). В этом случае однородная задача,

соответствующая исследуемой задаче 2 (𝜈(𝑥) ≡ 0, 𝜓(𝑥) ≡ 0), обладает нену-
левыми решениями вида

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑔
(︁
𝑥+

2

𝑚+ 2
(−𝑦)

𝑚+2
2

)︁
,
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где 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶1(𝐼)∩𝐶2(𝐼)— произвольная функция, а сама неоднородная зада-
ча 2 разрешима тогда и только тогда, когда относительно заданных функций
𝑏(𝑥), 𝜈(𝑥) и 𝜓(𝑥) выполнено дополнительное условие согласования

𝜈(𝑥) = − 1

𝛾4
𝐷1−𝛽
𝑥𝑟

[︁𝜓(𝑡)(𝑟 − 𝑡)

𝑏(𝑡)

]︁
= 𝜓*(𝑥). (30)

Если условие (30) выполнено, то совокупность всех решений задачи 2 будет
выражаться по формуле

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑔
(︁
𝑥+

2

𝑚+ 2
(−𝑦)

𝑚+2
2

)︁
+

+
2𝑦

𝑚+ 2

∫︁ 1

0
𝜓*

[︁
𝑥+

2

𝑚+ 2
(−𝑦)

𝑚+2
2 (2𝑡− 1)

]︁
(1− 𝑡)−

𝑚
𝑚+2𝑑𝑡,

где, как и выше, 𝑔(𝑥)— произвольная функция из класса 𝐶1(𝐼)∩𝐶2(𝐼), а 𝜓*(𝑥)
определяется из формулы (30).

В то же время отметим, что задача 2 в случае, когда

𝜆 = 𝑚/2, 𝑏(𝑥) ≡ 0, 𝑎(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼,

имеет единственное решение, которое выписывается по формуле (14), где

𝜏(𝑥) =
𝜓(𝑥)𝑥1−𝛽

𝑎(𝑥)
+ 𝛾2𝐷

𝛽−1
0𝑥 𝜈(𝑡).

Аналогично, если для всех 𝑥 ∈ 𝐼 нарушено условие (25), то есть если

𝜆 = −𝑚/2, 𝑏(𝑥) ≡ 0, 𝑎(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼,

и заданные функции 𝑎(𝑡), 𝜓(𝑡) обладают свойствами

𝐷−𝛼
0𝑥

[︁𝜓(𝑡)𝑡
𝑎(𝑡)

]︁
∈ 𝐶1(𝐼) ∪ 𝐶3(𝐼),

то в этом случае однородная задача, соответствующая исследуемой задаче 2,
будет иметь нетривиальные решения вида

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑔
(︁
𝑥− 2

𝑚+ 2
(−𝑦)

𝑚+2
2

)︁
,

где 𝑔(𝑥) ∈ 𝐶1
(︀
𝐼
)︀
∩𝐶2(𝐼)— произвольная функция, а задача 2 будет разреши-

ма тогда и только тогда, когда относительно заданных функций 𝑎(𝑥), 𝜈(𝑥)
и 𝜓(𝑥) выполнено условие согласования вида

𝜈(𝑥) = − 1

𝛾2
𝐷1−𝛼

0𝑥

[︁𝜓(𝑡)𝑡
𝑎(𝑡)

]︁
= 𝜓*(𝑥). (31)

Если условие (31) выполнено, то множество решений задачи 2 будет выра-
жаться по формуле
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𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑔
(︁
𝑥− 2

𝑚+ 2
(−𝑦)

𝑚+2
2

)︁
+

+
2𝑦

𝑚+ 2

∫︁ 1

0
𝜓*

[︁
𝑥− 2

𝑚+ 2
(−𝑦)

𝑚+2
2 (2𝑡− 1)

]︁
(1− 𝑡)−

𝑚
𝑚+2𝑑𝑡.

Если же
𝜆 = −𝑚/2, 𝑎(𝑥) ≡ 0, 𝑏(𝑥) ̸= 0 ∀𝑥 ∈ 𝐼,

то задача 2 однозначно разрешима и его единственное решение выписывается
по формуле (13), где

𝜏(𝑥) =
𝜓(𝑥)(𝑟 − 𝑥)1−𝛼

𝑏(𝑥)
+ 𝛾4𝐷

𝛼−1
𝑥𝑟 𝜈(𝑡).

Приведенные выше рассуждения еще раз подтверждают эффект неравно-
правия характеристик 𝐴𝐶 и 𝐵𝐶 как носителей данных второй задачи Дарбу
для уравнения (1), полученный А. М. Нахушевым в работе [7] в случае, когда
𝑚 = 2 и 𝜆 = ±1.

Заключение. В работе исследованы две нелокальные краевые задачи со
смещением для вырождающегося гиперболического уравнения первого рода
второго порядка вида (1), являющиеся обобщением обычных первой и второй
задач Дарбу для таких уравнений.

Найдены достаточные условия существования единственного регулярно-
го решения исследуемых задач. Получены равенства, выражающие свойства
всех регулярных решений рассматриваемого уравнения (1), удовлетворяющие
либо начальному условию 𝑢(𝑥, 0) = 𝜏(𝑥), либо условию 𝑢𝑦(𝑥, 0) = 𝜈(𝑥).

Полученные свойства являются аналогами теорем о среднем значении для
волнового уравнения и найдут применение при дальнейших исследованиях
различных локальных и нелокальных краевых задач для вырождающихся
гиперболических уравнений и уравнений смешанного типа с вырождающимся
гиперболическим оператором вида (1) в главной части.
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Abstract

For a degenerate first-order hyperbolic equation of the second order con-
taining a term with a lower derivative, we study two boundary value prob-
lems with an offset that generalize the well-known first and second Darboux
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