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Аннотация

Исследуется краевая задача Трикоми для дифференциально-разност-
ного опережающе-запаздывающего уравнения смешанного типа с некар-
лемановскими отклонениями по всем аргументам искомой функции. При-
менена редукция к уравнению смешанного типа без отклонений. Ис-
пользуются симметричные попарно коммутативные матрицы коэффи-
циентов уравнения. Доказаны теоремы единственности и существова-
ния. Задача однозначно разрешима.
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Введение. Дифференциально-разностные уравнения (как обыкновенные,
так и с частными производными, с сосредоточенным карлемановским или
некарлемановским запаздыванием и опережением) служат математическими
моделями для многих прикладных задач таких как, вихреобразование, пере-
межаемость, формирование сложных когерентных пятен [1]; многослойные
оболочки и пластины [2]; плазма [3]; колебания кристаллической решетки [4];
проблема оптимизации лечения онкологических заболеваний [5].

Данная работа посвящена изучению краевой задачи Трикоми для нело-
кального уравнения смешанного типа Лаврентьева—Бицадзе с сосредоточен-
ным запаздыванием и опережением по всем аргументам искомой функции
вида
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1∑︁
𝑘=−1

1∑︁
𝑛=−1

𝐻
(︀
(−1)(𝑘−1)/2𝑘(𝑦 + (𝑘 − 1)ℎ/2)

)︀
×

×
[︀
(sgn 𝑦)𝑏𝑛+1,𝑘+1𝑈𝑦𝑦(𝑥+ 𝑛𝜏, 𝑦 + 𝑘ℎ) + 𝑎𝑛+1,𝑘+1𝑈𝑥𝑥(𝑥− 𝑛𝜏, 𝑦 + 𝑘ℎ)

]︀
= 0 (1)

в области 𝐷 = 𝐷+ ∪𝐷− ∪ 𝐼0, где

𝐷+ =
{︀
(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 3𝜏, 0 < 𝑦 < 2ℎ

}︀
=

2⋃︀
𝑘=0

(︁ 1⋃︀
𝑗=0

𝐷+
𝑘𝑗

)︁
,

и

𝐷− =
2⋃︀

𝑘=0

𝐷−
𝑘0 =

2⋃︀
𝑘=0

(︁ 1⋃︀
𝑗=0

𝐷
𝛾𝑗0
𝑘0

)︁
— эллиптическая и гиперболическая части области 𝐷, причем

𝐷+
𝑘𝑗 =

{︀
(𝑥, 𝑦) : 𝑘𝜏 < 𝑥 < (𝑘 + 1)𝜏, 𝑗ℎ < 𝑦 < (𝑗 + 1)ℎ

}︀
, 𝑘 = −1, 3, 𝑗 = 0, 1, 2;

0 < 𝜏 , ℎ, 𝑎𝑛+1,𝑘+1, 𝑏𝑛+1,𝑘+1 ≡ const; 𝐻(𝜁)— функция Хевисайда; 𝐷𝛾𝑗0
𝑘0 =

=
{︀
(𝑥, 𝑦) : −𝑦𝛾𝑗0 + 𝑘𝜏 < 𝑥 < 𝑦𝛾𝑗0 + (𝑘 + 1)𝜏 ;−𝜏/2𝛾𝑗0 < 𝑦 < 0

}︀
, 𝑘 = −1, 3,

𝑗 = 0, 1; 𝛾2𝑗𝑘 — собственные значения матрицы коэффициентов уравнения (1).

Пусть 𝐷𝑘 = 𝐷−
𝑘0

1⋃︀
𝑗=0

𝐷+
𝑘𝑗

1⋃︀
𝑙=0

𝐼 𝑙𝑘, 𝑘 = −1, 3, где

𝐼 𝑙 =
2⋃︀

𝑘=0

𝐼 𝑙𝑘, 𝐼 𝑙𝑘 =
{︀
(𝑥, 𝑦) : 𝑘𝜏 < 𝑥 < (𝑘 + 1)𝜏, 𝑦 = 𝑙ℎ

}︀
, 𝑙 = 0, 1,

а

𝐽 =
1⋃︀

𝑘=0

𝐽𝑘, 𝐽𝑘 =
{︀
(𝑥, 𝑦) : 𝑥 = (𝑘 + 1)𝜏, 0 < 𝑦 < 2ℎ

}︀
.

Тогда 𝐷 =
2⋃︀

𝑘=0

𝐷𝑘

1⋃︀
𝑗=0

𝐽𝑗 .

1. Постановка задачи. Редукция. Дифференциально-разностное урав-
нение смешанного типа (1) запишем в виде

1∑︁
𝑘=−1

𝐻
(︀
(−1)(𝑘−1)/2𝑘(𝑦 + (𝑘 − 1)ℎ/2)

)︀
×

×
{︀
(sgn 𝑦)

[︀
𝑏0(𝑘+1)𝑈𝑦𝑦(𝑥− 𝜏, 𝑦 + 𝑘ℎ) + 𝑏1(𝑘+1)𝑈𝑦𝑦(𝑥, 𝑦 + 𝑘ℎ) +

+ 𝑏2(𝑘+1)𝑈𝑦𝑦(𝑥+ 𝜏, 𝑦 + 𝑘ℎ)
]︀
+

+
[︀
𝑎0(𝑘+1)𝑈𝑥𝑥(𝑥+ 𝜏, 𝑦 + 𝑘ℎ) + 𝑎1(𝑘+1)𝑈𝑥𝑥(𝑥, 𝑦 + 𝑘ℎ) +

+ 𝑎2(𝑘+1)𝑈𝑥𝑥(𝑥− 𝜏, 𝑦 + 𝑘ℎ)
]︀}︀

= 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷. (2)

Задача T. В области 𝐷 =
2⋃︀

𝑘=0

𝐷𝑘
⋃︀
𝐽 найти решение 𝑈(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷)

⋂︀
⋂︀
𝐶2

(︁
𝐷∖

(︁
𝐽

1⋃︀
𝑙=0

𝐼 𝑙
)︁)︁

уравнения (2), удовлетворяющее следующим условиям:

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑟(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷−1; (3)
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𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝜌(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷3; (4)

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝛿(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) =
2⋃︀

𝑘=0

𝐷+
𝑘2; (5)

𝑈(𝑥, (𝑘𝜏 − 𝑥)/𝛾𝑗0) = 𝜓𝑘𝑗(𝑥), 𝑘𝜏 6 𝑥 6 (2𝑘 + 1)𝜏/2, 𝑗 = 0, 1, 𝑘 = 0, 1, 2, (6)

и условиям сопряжения

𝑈(𝑥, 0−) = 𝑈(𝑥, 0+) = 𝜔(𝑥), 0 6 𝑥 6 3𝜏 ;

𝑈𝑦(𝑥, 0−) = 𝑈𝑦(𝑥, 0+) = 𝜈(𝑥), 0 < 𝑥 < 3𝜏, 𝑥 ̸= 𝜏, 2𝜏.

Причем

𝜓0𝑗(0) = 𝑟(0, 0), 𝑟(0, 2ℎ) = 𝛿(0, 2ℎ), 𝜌(3𝜏, 2ℎ) = 𝛿(3𝜏, 2ℎ),

𝑟(0, 𝑦) = 𝜌(3𝜏, 𝑦), 0 6 𝑦 6 2ℎ;

𝛾2𝑗𝑘 — собственные значения матрицы коэффициентов уравнения (2), 𝑗 = 0, 1,
𝑘 = 0, 1, 2; 𝑟(𝑥, 𝑦), 𝜌(𝑥, 𝑦), 𝛿(𝑥, 𝑦), 𝜓𝑘𝑗(𝑥)— заданные непрерывные достаточно
гладкие функции; 𝜔(𝑥), 𝜈(𝑥)— функции, подлежащие определению в процессе
решения задачи T.

Теорема 1. Если

𝑟(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷−1)
⋂︀
𝐶4(𝐷−1); 𝜌(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷2)

⋂︀
𝐶4(𝐷2);

𝛿(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶
(︁ 2⋃︀
𝑘=0

𝐷+
𝑘2

)︁⋂︀
𝐶4

(︁ 2⋃︀
𝑘=0

𝐷+
𝑘2

)︁
;

𝜓𝑘𝑗(𝑥) ∈ 𝐶 [𝑘𝜏, (2𝑘 + 1)𝜏/2]
⋂︀
𝐶2(𝑘𝜏, (2𝑘 + 1)𝜏/2), 𝑘 = 0, 1, 2, 𝑗 = 0, 1;

𝑟(0, 𝑦) = 𝜌(3𝜏, 𝑦), 0 6 𝑦 6 2ℎ; 𝑟(0, 0) = 𝜓0𝑗(0); 𝑟(0, 2ℎ) = 𝛿(0, 2ℎ); 𝜌(3𝜏, 2ℎ) =
= 𝛿(3𝜏, 2ℎ), то существует единственное решение задачи T.

Для д о к а з ат е л ь ств а теоремы произведем редукцию опережающе-за-
паздывающего уравнения смешанного типа (2) сначала к системе трех урав-
нений смешанного типа без отклонений по переменной 𝑥, а затем к системе
шести уравнений смешанного типа без отклонений и по аргументу 𝑦.

В терминах функций

𝑈𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑘, 𝑘 = −1, 3, (7)

учитывая (3), (4), переводя 𝐷𝑘 заменой 𝑥 на 𝑥 + 𝑘𝜏 (𝑘 = 0, 1, 2) в 𝐷0 и ис-
пользуя вектор

𝑈(𝑥, 𝑦) =
(︀
𝑈0(𝑥, 𝑦), 𝑈1(𝑥+ 𝜏, 𝑦), 𝑈2(𝑥+ 2𝜏, 𝑦)

)︀⊤
, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷0, (8)

запишем уравнение (2) в областях 𝐷𝑘 (𝑘 = 0, 1, 2) в форме

1∑︁
𝑘=−1

𝐻
(︀
(−1)(𝑘−1)/2𝑘(𝑦 + (𝑘 − 1)ℎ/2)

)︀
×

×
{︀
(sgn 𝑦)𝐵𝑘𝑈𝑦𝑦(𝑥, 𝑦 + 𝑘ℎ) +𝐴𝑘𝑈𝑥𝑥(𝑥, 𝑦 + 𝑘ℎ)

}︀
=
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= −
1∑︁

𝑘=−1

𝐻
(︀
(−1)(𝑘−1)/2𝑘(𝑦 + (𝑘 − 1)ℎ/2)

)︀
×

×
{︀
(sgn 𝑦)𝐵0

𝑘𝑚𝑦𝑦(𝑥, 𝑦 + 𝑘ℎ) +𝐴0
𝑘𝑚𝑥𝑥(𝑥, 𝑦 + 𝑘ℎ)

}︀
, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷0, (9)

где

𝐵𝑘 =

⎛⎝𝑏1(𝑘+1) 𝑏2(𝑘+1) 0
𝑏0(𝑘+1) 𝑏1(𝑘+1) 𝑏2(𝑘+1)

0 𝑏0(𝑘+1) 𝑏1(𝑘+1)

⎞⎠ , 𝐴𝑘 =

⎛⎝𝑎1(𝑘+1) 𝑎0(𝑘+1) 0
𝑎2(𝑘+1) 𝑎1(𝑘+1) 𝑎0(𝑘+1)

0 𝑎2(𝑘+1) 𝑎1(𝑘+1)

⎞⎠ ,

𝑚(𝑥, 𝑦 + 𝑘ℎ) =
(︀
𝑟(𝑥− 𝜏, 𝑦 + 𝑘ℎ), 0, 𝜌(𝑥+ 3𝜏, 𝑦 + 𝑘ℎ)

)︀⊤
,

причем

𝐵0
𝑘 =

⎛⎝𝑏0(𝑘+1) 0 0
0 0 0
0 0 𝑏2(𝑘+1)

⎞⎠ , 𝐴0
𝑘 =

⎛⎝𝑎2(𝑘+1) 0 0
0 0 0
0 0 𝑎0(𝑘+1)

⎞⎠
.

Когда 𝑏2(𝑘+1) = 𝑏0(𝑘+1), 𝑏1(𝑘+1) >
√
2𝑏0(𝑘+1) > 0, 𝑎2(𝑘+1) = 𝑎0(𝑘+1), 𝑎1(𝑘+1) >

>
√
2𝑎0(𝑘+1) > 0, матрицы 𝐵𝑘, 𝐴𝑘 симметричны и попарно коммутативны.

Поэтому [6] существует невырожденная матрица 𝑇 такая, что

𝑇−1𝐵𝑘𝑇 = Λ𝐵𝑘
=

⎛⎜⎝𝛼
2
0(𝑘+1) 0 0

0 𝛼2
1(𝑘+1) 0

0 0 𝛼2
2(𝑘+1)

⎞⎟⎠ ,

где 𝛼2
𝑗(𝑘+1) = 𝑏1(𝑘+1) − (−1)𝑗𝑗

√
2𝑏0(𝑘+1)2

1−𝑗 (𝑗 = 0, 2; 𝑘 = −1, 1)— собственные
значения матрицы 𝐵𝑘;

𝑇−1𝐴𝑘𝑇 = Λ𝐴𝑘
=

⎛⎜⎝𝛽
2
0(𝑘+1) 0 0

0 𝛽21(𝑘+1) 0

0 0 𝛽22(𝑘+1)

⎞⎟⎠ ,

где 𝛽2𝑗(𝑘+1) = 𝑎1(𝑘+1) − (−1)𝑗𝑗
√
2𝑎0(𝑘+1)2

1−𝑗 (𝑗 = 0, 2; 𝑘 = −1, 1)— собственные
значения матрицы 𝐴𝑘. При этом

𝑇 =

⎛⎝ 1 1 1
0

√
2 −

√
2

−1 1 1

⎞⎠ , 𝑇−1 =
1

4

⎛⎝2 0 −2
1

√
2 1

1 −
√
2 1

⎞⎠ =
1

4

⎛⎝𝑃 0

𝑃 1

𝑃 2

⎞⎠ .

Умножая слева матричное уравнение (9) на 𝑇−1 и учитывая соотношения

𝑇−1𝐵𝑘 = Λ𝐵𝑘
𝑇−1, 𝑇−1𝐴𝑘 = Λ𝐴𝑘

𝑇−1,

𝑇−1𝐵0
𝑘𝑚 = 𝑏0(𝑘+1)𝑇

−1𝑚, 𝑇−1𝐴0
𝑘𝑚 = 𝑎0(𝑘+1)𝑇

−1𝑚,
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после преобразований получим три отдельных опережающе-запаздывающих
только по переменной 𝑦 уравнения смешанного типа:

1∑︁
𝑘=−1

𝐻
(︀
(−1)(𝑘−1)/2𝑘(𝑦 + (𝑘 − 1)ℎ/2)

)︀
×

×
{︀
(sgn 𝑦)𝛼2

𝑗(𝑘+1)⟨𝑃 𝑗 , 𝑈(𝑥, 𝑦 + 𝑘ℎ)⟩𝑦𝑦 + 𝛽2𝑗(𝑘+1)⟨𝑃 𝑗 , 𝑈(𝑥, 𝑦 + 𝑘ℎ)⟩𝑥𝑥
}︀
=

= −
1∑︁

𝑘=−1

𝐻
(︀
(−1)(𝑘−1)/2𝑘(𝑦 + (𝑘 − 1)ℎ/2)

)︀
×

×
{︀
(sgn 𝑦)𝑏0(𝑘+1)⟨𝑃 𝑗 ,𝑚(𝑥, 𝑦 + 𝑘ℎ)⟩𝑦𝑦 +

+ 𝑎0(𝑘+1)⟨𝑃 𝑗 ,𝑚(𝑥, 𝑦 + 𝑘ℎ)⟩𝑥𝑥
}︀
, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷0, (10)

где ⟨𝑃 𝑗 , 𝑈⟩, ⟨𝑃 𝑗 ,𝑚⟩— скалярное произведение векторов, 𝑗 = 0, 1, 2; область
𝐷0 = 𝐷−

00

⋃︀
𝐷+

00

⋃︀
𝐷+

01.
Уравнение (10) в области 𝐷−

00 является гиперболическим без отклонений
аргументов 𝑥 и 𝑦:

− 𝛼2
𝑗1⟨𝑃 𝑗 , 𝑈(𝑥, 𝑦)⟩𝑦𝑦 + 𝛽2𝑗1⟨𝑃 𝑗 , 𝑈(𝑥, 𝑦)⟩𝑥𝑥 =

= 𝑏01⟨𝑃 𝑗 ,𝑚(𝑥, 𝑦)⟩𝑦𝑦 − 𝑎01⟨𝑃 𝑗 ,𝑚(𝑥, 𝑦)⟩𝑥𝑥, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷−
00, 𝑗 = 0, 1, 2, (11)

причем, так же как в (8), (7), будем считать

𝑈(𝑥, 𝑦) =
(︀
𝑈00(𝑥, 𝑦), 𝑈10(𝑥+ 𝜏, 𝑦), 𝑈20(𝑥+ 2𝜏, 𝑦)

)︀⊤
,

𝑈(𝑥, 𝑦 + ℎ) =
(︀
𝑈01(𝑥, 𝑦 + ℎ), 𝑈11(𝑥+ 𝜏, 𝑦 + ℎ), 𝑈21(𝑥+ 2𝜏, 𝑦 + ℎ)

)︀⊤ (12)

при (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷00. Здесь

𝑈𝑘𝑗(𝑥, 𝑦) = 𝑈𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑘𝑗 , 𝑘 = 0, 1, 2, 𝑗 = 0, 1. (13)

В терминах функций (13), (12), учитывая (5) и переводя 𝐷+
0𝑘 заменой 𝑦

на 𝑦 + 𝑘ℎ (𝑘 = 0, 1) в 𝐷+
00, запишем уравнение (10) в областях 𝐷+

0𝑘 (𝑘 = 0, 1)
в виде системы

𝑀

(︂
⟨𝑃 𝑗 , 𝑈(𝑥, 𝑦)⟩

⟨𝑃 𝑗 , 𝑈(𝑥, 𝑦 + ℎ)⟩

)︂
𝑦𝑦

+𝑁

(︂
⟨𝑃 𝑗 , 𝑈(𝑥, 𝑦)⟩

⟨𝑃 𝑗 , 𝑈(𝑥, 𝑦 + ℎ)⟩

)︂
𝑥𝑥

=

= −𝑀0

(︂
⟨𝑃 𝑗 ,𝑚(𝑥, 𝑦)⟩

⟨𝑃 𝑗 ,𝑚(𝑥, 𝑦 + ℎ)⟩

)︂
𝑦𝑦

+𝑁0

(︂
⟨𝑃 𝑗 ,𝑚(𝑥, 𝑦)⟩

⟨𝑃 𝑗 ,𝑚(𝑥, 𝑦 + ℎ)⟩

)︂
𝑥𝑥

−

−𝐻(𝑦)𝛼2
𝑗2

(︂
0

⟨𝑃 𝑗 , 𝑈
𝛿
(𝑥, 𝑦 + 2ℎ)⟩

)︂
𝑦𝑦

−𝐻(𝑦)𝛽2𝑗2

(︂
0

⟨𝑃 𝑗 , 𝑈
𝛿
(𝑥, 𝑦 + 2ℎ)⟩

)︂
𝑥𝑥

−

−𝐻(𝑦)𝑏02

(︂
0

⟨𝑃 𝑗 ,𝑚(𝑥, 𝑦 + 2ℎ)⟩

)︂
𝑦𝑦

−𝐻(𝑦)𝑎02

(︂
0

⟨𝑃 𝑗 ,𝑚(𝑥, 𝑦 + 2ℎ)⟩

)︂
𝑥𝑥

,

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷+
00, 𝑗 = 0, 1, 2, (14)

где, согласно (12), (13), (5),
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𝑈
𝛿
(𝑥, 𝑦+2ℎ) =

(︀
𝛿(𝑥, 𝑦 + 2ℎ), 𝛿(𝑥+ 𝜏, 𝑦 + 2ℎ), 𝛿(𝑥+ 2𝜏, 𝑦 + 2ℎ)

)︀⊤
, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷+

00,

причем

𝑀 =

(︂
𝛼2
𝑗1 𝐻(𝑦)𝛼2

𝑗2

𝐻(𝑦)𝛼2
𝑗0 𝛼2

𝑗1

)︂
, 𝑁 =

(︂
𝛽2𝑗1 𝐻(𝑦)𝛽2𝑗2

𝐻(𝑦)𝛽2𝑗0 𝛽2𝑗1

)︂
,

а
𝑀0 =

(︂
𝑏01 𝐻(𝑦)𝑏02

𝐻(𝑦)𝑏00 𝑏01

)︂
, 𝑁0 =

(︂
𝑎01 𝐻(𝑦)𝑎02

𝐻(𝑦)𝑎00 𝑎01

)︂
.

При 𝛼2
𝑗2 = 𝛼2

𝑗0, 𝛽
2
𝑗2 = 𝛽2𝑗1 (в этом случае 𝑏02 = 𝑏00, 𝑎02 = 𝑎00) матрицы 𝑀

и 𝑁 (матрицы 𝑀0 и 𝑁0) симметричны и попарно коммутативны. Поэтому [6]
существует невырожденная матрица 𝑄 такая, что

𝑄−1𝑀𝑄 = Λ𝑀 =

(︂
𝛼2
𝑗1 +𝐻(𝑦)𝛼2

𝑗0 0

0 𝛼2
𝑗1 −𝐻(𝑦)𝛼2

𝑗0

)︂
,

где 𝛼2
𝑗1 + (−1)𝑘𝛼2

𝑗0 (𝑘 = 0, 1)— собственные значения матрицы 𝑀 ;

𝑄−1𝑁𝑄 = Λ𝑁 =

(︂
𝛽2𝑗1 +𝐻(𝑦)𝛽2𝑗0 0

0 𝛽2𝑗1 −𝐻(𝑦)𝛽2𝑗0

)︂
,

где 𝛽2𝑗1 + (−1)𝑘𝛽2𝑗0 (𝑘 = 0, 1)— собственные значения матрицы 𝑁 ;

𝑄−1𝑀0𝑄 = Λ𝑀0 =

(︂
𝑏01 +𝐻(𝑦)𝑏00 0

0 𝑏01 −𝐻(𝑦)𝑏00

)︂
,

где 𝑏01 + (−1)𝑘𝑏00 (𝑘 = 0, 1)— собственные значения матрицы 𝑀0;

𝑄−1𝑁0𝑄 = Λ𝑁0 =

(︂
𝑎01 +𝐻(𝑦)𝑎00 0

0 𝑎01 −𝐻(𝑦)𝑎00

)︂
,

где 𝑎01 + (−1)𝑘𝑎00 (𝑘 = 0, 1)— собственные значения матрицы 𝑁0. При этом

𝑄 =

(︂
1 1
1 −1

)︂
, 𝑄−1 =

1

2
𝑄.

Умножая слева матричное уравнение (14) на 𝑄−1 и учитывая соотноше-
ния

𝑄−1𝑀 = Λ𝑀𝑄
−1, 𝑄−1𝑁 = Λ𝑁𝑄

−1,

𝑄−1𝑀0 = Λ𝑀0𝑄
−1, 𝑄−1𝑁0 = Λ𝑁0𝑄

−1,

после преобразований получим шесть отдельных уравнений эллиптического
типа без отклонения аргументов:(︀

𝛼2
𝑗1 + (−1)𝑘𝐻(𝑦)𝛼2

𝑗0

)︀(︀
⟨𝑃 𝑗 , 𝑈(𝑥, 𝑦) + (−1)𝑘𝑈(𝑥, 𝑦 + ℎ)⟩

)︀
𝑦𝑦

+

+
(︀
𝛽2𝑗1 + (−1)𝑘𝐻(𝑦)𝛽2𝑗0

)︀(︀
⟨𝑃 𝑗 , 𝑈(𝑥, 𝑦) + (−1)𝑘𝑈(𝑥, 𝑦 + ℎ)⟩

)︀
𝑥𝑥

=

= −
(︀
𝑏01 + (−1)𝑘𝐻(𝑦)𝑏00

)︀(︀
⟨𝑃 𝑗 ,𝑚(𝑥, 𝑦) + (−1)𝑘𝑚(𝑥, 𝑦 + ℎ)⟩

)︀
𝑦𝑦

−

−
(︀
𝑎01 + (−1)𝑘𝐻(𝑦)𝑎00⟩)

(︀
⟨𝑃 𝑗 ,𝑚(𝑥, 𝑦) + (−1)𝑘𝑚(𝑥, 𝑦 + ℎ)⟩

)︀
𝑥𝑥

−
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−𝐻(𝑦)𝛼2
𝑗2(−1)𝑘

(︀
⟨𝑃 𝑗 , 𝑈

𝛿
(𝑥, 𝑦+2ℎ)⟩

)︀
𝑦𝑦
−𝐻(𝑦)𝛽2𝑗2(−1)𝑘

(︀
⟨𝑃 𝑗 , 𝑈

𝛿
(𝑥, 𝑦+2ℎ)⟩

)︀
𝑥𝑥
−

−𝐻(𝑦)𝑏02(−1)𝑘
(︀
⟨𝑃 𝑗 ,𝑚(𝑥, 𝑦 + 2ℎ)⟩

)︀
𝑦𝑦

−𝐻(𝑦)𝑎02(−1)𝑘
(︀
⟨𝑃 𝑗 ,𝑚(𝑥, 𝑦 + 2ℎ)⟩

)︀
𝑥𝑥
,

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷+
00, 𝑗 = 0, 1, 2, 𝑘 = 0, 1. (15)

Таким образом, опережающе-запаздывающее уравнение смешанного ти-
па (2) в силу (11), (15) приведено к системе шести уравнений смешанного
типа без отклонений аргументов:

(sgn 𝑦)𝑞𝑗𝑘𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝛾2𝑗𝑘𝑞𝑗𝑘𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑛𝑗𝑘(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷00, (16)

где

𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) =
1

8
⟨𝑃 𝑗 , 𝑈(𝑥, 𝑦) + (−1)𝑘𝐻(𝑦)𝑈(𝑥, 𝑦 + ℎ)⟩, (17)

𝛾2𝑗𝑘 =
𝛽2𝑗1 + (−1)𝑘𝐻(𝑦)𝛽2𝑗0
𝛼2
𝑗1 + (−1)𝑘𝐻(𝑦)𝛼2

𝑗0

,

𝑛𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) = − 1

8[𝛼2
𝑗1 + (−1)𝑘𝐻(𝑦)𝛼2

𝑗0]

{︁⟨
𝑃 𝑗 ,

[︁
(sgn 𝑦)

(︀
𝑏01 + (−1)𝑘𝐻(𝑦)𝑏00

)︀ 𝜕2
𝜕𝑦2

+

+
(︀
𝑎01 + (−1)𝑘𝐻(𝑦)𝑎00

)︀ 𝜕2
𝜕𝑥2

]︁(︀
𝑚(𝑥, 𝑦) + (−1)𝑘𝐻(𝑦)𝑚(𝑥, 𝑦 + ℎ)

)︀⟩
+

+𝐻(𝑦)(−1)𝑘
⟨
𝑃 𝑗 ,

[︁
(sgn 𝑦)𝛼2

𝑗2

𝜕2

𝜕𝑦2
+ 𝛽2𝑗2

𝜕2

𝜕𝑥2

]︁
𝑈
𝛿
(𝑥, 𝑦 + 2ℎ)

⟩
+

+𝐻(𝑦)(−1)𝑘
⟨
𝑃 𝑗 ,

[︁
(sgn 𝑦)𝑏02

𝜕2

𝜕𝑦2
+ 𝑎02

𝜕2

𝜕𝑥2

]︁
𝑚(𝑥, 𝑦 + 2ℎ)

⟩}︁
.

Множество решений 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷00 (𝑗 = 0, 1, 2, 𝑘 = 0, 1) шести неод-
нородных уравнений смешанного типа Лаврентьева—Бицадзе (16) содержит
все решения 𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈𝑗𝑘(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑗𝑘 (𝑗 = 0, 1, 2, 𝑘 = 0, 1) опережа-
юще-запаздывающего уравнения смешанного типа (2), которые в силу (12)
можно выделить из системы (17) в виде⎛⎝ 𝑈0𝑙(𝑥, 𝑦 + 𝑙ℎ)

𝑈1𝑙(𝑥+ 𝜏, 𝑦 + 𝑙ℎ)
𝑈2𝑙(𝑥+ 2𝜏, 𝑦 + 𝑙ℎ)

⎞⎠ = 𝑈(𝑥, 𝑦 + 𝑙ℎ) =

= 𝑇

⎛⎝𝑞00(𝑥, 𝑦) + (−1)𝑙𝑞01(𝑥, 𝑦)
𝑞10(𝑥, 𝑦) + (−1)𝑙𝑞11(𝑥, 𝑦)
𝑞20(𝑥, 𝑦) + (−1)𝑙𝑞21(𝑥, 𝑦)

⎞⎠ , (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷00, 𝑙 = 0, 1. (18)

Таким образом, поставленная задача T для опережающе-запаздывающе-
го уравнения смешанного типа (2) в области 𝐷 = 𝐷+

⋃︀
𝐷−⋃︀

𝐼 относитель-
но искомой функции 𝑈(𝑥, 𝑦) редуцирована к шести задачам Трикоми для
шести уравнений смешанного типа (16) без отклонений в области 𝐷00 =
= 𝐷+

00

⋃︀
𝐷−

00

⋃︀
𝐼0 относительно функций 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) вида (17).
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Задача 𝑇𝑗𝑘. В области 𝐷00 = 𝐷+
00

⋃︀
𝐷−

00

⋃︀
𝐼0 найти решение 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) ∈

∈ 𝐶(𝐷00)
⋂︀
𝐶2(𝐷00∖𝐼0) уравнения (16), удовлетворяющее условиям

𝑞𝑗𝑘(0, 𝑦)=𝑞𝑗𝑘(𝜏, 𝑦)=𝑟𝑗𝑘(𝑦)≡
1

8
⟨𝑃 𝑗 , 𝑈(0, 𝑦) + (−1)𝑘𝑈(0, 𝑦+ℎ)⟩, 0 6 𝑦 6 ℎ; (19)

𝑞𝑗𝑘(𝑥, ℎ) = 𝛿𝑗𝑘(𝑥) ≡
1

8
⟨𝑃 𝑗 , 𝑈(𝑥, ℎ) + (−1)𝑘𝑈(𝑥, 2ℎ)⟩, 0 6 𝑥 6 𝜏 ; (20)

𝑞𝑗𝑘(𝑥,−𝑥/𝛾𝑗𝑘) = 𝜓𝑗𝑘(𝑥) ≡
1

8
⟨𝑃 𝑗 , 𝑈(𝑥,−𝑥/𝛾𝑗𝑘)⟩, 0 6 𝑥 6 𝜏/2, (21)

условиям сопряжения

𝑞𝑗𝑘(𝑥, 0−) = 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 0+) = 𝜔𝑗𝑘(𝑥) ≡
1

8
⟨𝑃 𝑗 , 𝑈(𝑥, 0)⟩, 0 6 𝑥 6 𝜏 ; (22)

𝑞𝑗𝑘𝑦(𝑥, 0−) = 𝑞𝑗𝑘𝑦(𝑥, 0+) = 𝜈𝑗𝑘(𝑥) ≡
1

8
⟨𝑃 𝑗 , 𝑈𝑦(𝑥, 0)⟩, 0 < 𝑥 < 𝜏 ; (23)

причем
𝑟𝑗𝑘(0) = 𝜓𝑗𝑘(0), 𝑟𝑗𝑘(ℎ) = 𝛿𝑗𝑘(0), 𝑟𝑗𝑘(ℎ) = 𝛿𝑗𝑘(𝜏),

где 𝑟𝑗𝑘(𝑦), 𝛿𝑗𝑘(𝑥), 𝜓𝑗𝑘(𝑥)— заданные непрерывные достаточно гладкие функ-
ции; 𝜔𝑗𝑘(𝑥), 𝜈𝑗𝑘(𝑥)— функции, подлежащие определению в процессе решения
задачи 𝑇𝑗𝑘. Здесь и далее 𝑗 = 0, 1, 2, 𝑘 = 0, 1.

2. Однозначная разрешимость задачи 𝑇 . Единственность решения
задачи T для опережающе-запаздывающего уравнения смешанного типа (2)
в области 𝐷 = 𝐷+

⋃︀
𝐷−⋃︀

𝐼 следует из того, что однородная задача T имеет
тривиальное решение 𝑈(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в 𝐷 в смысле ее эквивалентности, согласно
(1), (18), тривиальному решению 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в 𝐷00 = 𝐷

+
00

⋃︀
𝐷

−
00

⋃︀
𝐼0 одно-

родной задаче 𝑇𝑗𝑘 для однородного уравнения (16) при однородных условиях
(19)–(21).

До к а з ат е л ь ств о этого факта основано на установлении знакоопре-
деленности интеграла

𝛽𝑗𝑘 =

∫︁ 𝜏

0
𝜔𝑗𝑘(𝑥)𝜈𝑗𝑘(𝑥)𝑑𝑥.

Лемма 1. Если 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦)— решение однородного уравнения (16) в области
𝐷

+
00 из класса 𝐶(𝐷

+
00)

⋂︀
𝐶2(𝐷+

00), обращающееся в нуль при 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝜏
(0 6 𝑦 6 ℎ) и 𝑦 = ℎ (0 6 𝑥 6 𝜏), то

𝛽𝑗𝑘 6 0, (24)

𝛽𝑗𝑘 +
x

𝐷+
00

[︀
𝑞2𝑗𝑘𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝛾2𝑗𝑘𝑞

2
𝑗𝑘𝑥(𝑥, 𝑦)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑦 = 0. (25)

Лемма 2. Если 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷
−
00)

⋂︀
𝐶2(𝐷−

00)— решение однородного уравне-
ния (16) в области 𝐷−

00, обращающееся в нуль на характеристике 𝑥 = −𝛾𝑗𝑘𝑦
(0 6 𝑥 6 𝜏/2), то

𝛽𝑗𝑘 > 0. (26)
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До к а з ат е л ь ств о лемм 1, 2 можно провести аналогично [7, 8].
Из неравенств (24), (26) следует 𝛽𝑗𝑘 = 0, поэтому из равенства (25) полу-

чим положительно определенную форму, равную нулю, и, значит, 𝑞𝑗𝑘𝑥(𝑥, 𝑦) ≡ 0,
𝑞𝑗𝑘𝑦(𝑥, 𝑦) ≡ 0, т. е. 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) ≡ const в 𝐷+

00. Однородность граничных усло-
вий в 𝐷+

00 и 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷
+
00) позволяют утверждать, что 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) ≡ 0

в 𝐷
+
00 и, в частности, 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 0) = 0, 0 6 𝑥 6 𝜏 . Последнее равенство в со-

вокупности с однородным условием (21) обеспечивает тривиальность реше-
ний 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) ≡ 0 первой задачи Дарбу в 𝐷−

00. Из полученной тривиальности
решений 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) в 𝐷+

00 и 𝐷−
00 следует тривиальность 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в 𝐷00.

Таким образом, единственность решения задачи 𝑇𝑗𝑘 для уравнения (16)
и граничных условий (19)–(21) в области 𝐷00 доказана.

Тривиальность решения однородной задачи T для опережающе-запазды-
вающего уравнения смешанного типа (2) и однородных граничных условий
(3)–(6) в области 𝐷 следует из 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) ≡ 0 в 𝐷00 и равенств (18), (12), (13):
𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) ≡ 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑗𝑘. Это означает единственность решения
задачи T для уравнения (2) при граничных условиях (3)–(6) в области 𝐷.

До к а з ат е л ь ств о существования решения 𝑈(𝑥, 𝑦) задачи T в области
𝐷 для опережающе-запаздывающего уравнения смешанного типа (2) основа-
но на решениях задач 𝑇𝑗𝑘 в области эллиптичности 𝐷+

00 и гиперболичности
𝐷−

00 для уравнения (16).
Задача Неймана—Дирихле. В области 𝐷+

00 найти решение 𝑞+𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) ∈
∈ 𝐶(𝐷

+
00)

⋂︀
𝐶2(𝐷+

00) уравнения (16):

𝑞+𝑗𝑘𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) + 𝛾2𝑗𝑘𝑞
+
𝑗𝑘𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑛+𝑗𝑘(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷+

00, (27)

где 𝑛+(𝑥, 𝑦) = 𝑛𝑗𝑘(𝑥), удовлетворяющее условиям (19), (20), (23).

Задача Дарбу. В области 𝐷−
00 найти решение 𝑞−𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷

−
00)

⋂︀
𝐶2(𝐷−

00)

уравнения (16):

𝑞−𝑗𝑘𝑦𝑦 − 𝛾2𝑗𝑘𝑞
−
𝑗𝑘𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) = 𝑛−𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) ≡

≡ 1

8𝛼2
𝑗1

⟨︀
𝑃 𝑗 , (𝑏01𝜕

2/𝜕𝑦2 − 𝑎01𝜕
2/𝜕𝑥2)𝑚(𝑥, 𝑦)

⟩︀
, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷−

00, (28)

удовлетворяющее условиям (21), (23).
Вопрос существования решения 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) задачи 𝑇𝑗𝑘 для уравнения (16)

в области𝐷00 = 𝐷+
00

⋃︀
𝐷−

00

⋃︀
𝐼0 связан с разрешимостью полного [9] сингуляр-

ного интегрального уравнения относительно 𝜈𝑗𝑘(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝜏, которое будет
получено из функциональных соотношений между 𝜔𝑗𝑘(𝑥) и 𝜈𝑗𝑘(𝑥), привне-
сенных на 𝑦 = 0, 0 < 𝑥 < 𝜏 решениями задачи Неймана—Дирихле из 𝐷+

00

и задачи Дарбу из 𝐷−
00.

Лемма 3. Если имеют место включения

𝑟𝑗𝑘(𝑦) ∈ 𝐶[0, ℎ]
⋂︁
𝐶2(0, ℎ), 𝛿𝑗𝑘(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝜏 ]

⋂︁
𝐶2(0, 𝜏), 𝜈𝑗𝑘(𝑥) ∈ 𝐶1(0, 𝜏),
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то существует единственное решение задачи Неймана—Дирихле 𝑞+𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) ∈
∈ 𝐶(𝐷

+
00)

⋂︀
𝐶2(𝐷+

00), которое имеет вид

𝑞+𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝜏

0
𝛿𝑗𝑘(𝑡)

𝜕

𝜕𝑦
𝐺𝑗𝑘(𝑥, 𝑡; 0, 𝑦)𝑑𝑡−

−
∫︁ 𝜏

0
𝜈𝑗𝑘(𝑡)𝐺𝑗𝑘(𝑥, 𝑡; 0, ℎ− 𝑦)𝑑𝑡−

∫︁ ℎ

0
𝑑𝜁

∫︁ 𝜏

0
𝑛+𝑗𝑘(𝑡, 𝜁)Γ𝑗𝑘(𝑥, 𝑡; 𝜁, 𝑦)𝑑𝑡+

+

∫︁ ℎ

0
𝑑𝜁

∫︁ 𝜏

0
𝑟𝑗𝑘(𝜁)

𝜕2

𝜕𝑦2
Γ𝑗𝑘(𝑥, 𝑡; 𝜁, 𝑦)𝑑𝑡, (29)

где

Γ𝑗𝑘(𝑥, 𝑦; 𝜁, 𝑦) =

{︃
𝐺𝑗𝑘(𝑥, 𝑡; 𝜁, ℎ− 𝑦), 𝑦 > 𝜁,

𝐺𝑗𝑘(𝑥, 𝑡; 𝑦, ℎ− 𝜁), 𝜁 > 𝑦;

причем

𝐺𝑗𝑘(𝑥, 𝑡; 𝑟, 𝑧) =
2

𝜏

+∞∑︁
𝑚=1

sh(𝛾𝑗𝑘𝜆𝑚𝑧) ch(𝛾𝑗𝑘𝜆𝑚𝑟)

𝛾𝑗𝑘𝜆𝑚 ch(𝛾𝑗𝑘𝜆𝑚ℎ)
sin(𝜆𝑚𝑥) sin(𝜆𝑚𝑡).

До к а з ат е л ь ств о. Решение задачи Неймана—Дирихле для уравнения
(27) в области 𝐷+

00 будем искать в форме ряда

𝑞+𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑟𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) +

+∞∑︁
𝑚=1

𝑅𝑚𝑗𝑘(𝑦) sin(𝜆𝑚𝑥), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷
+
00, 𝜆𝑚 = 𝑚𝜋/𝜏, (30)

в котором функция 𝑅𝑚𝑗𝑘(𝑦), удовлетворяющая уравнению

𝑅′′
𝑚𝑗𝑘(𝑦)− 𝛾2𝑗𝑘𝜆

2
𝑚𝑅𝑚𝑗𝑘(𝑦) = 𝑓𝑚𝑗𝑘(𝑦) ≡

≡ 2

𝜏

∫︁ 𝜏

0
[𝑛+𝑗𝑘(𝜁, 𝑦)− 𝑟′′𝑗𝑘(𝑦)] sin(𝜆𝑚𝜁)𝑑𝜁, 0 < 𝑦 < ℎ,

и, в силу (20), (23), условиям

𝑅𝑚𝑗𝑘(ℎ) =
2

𝜏

∫︁ 𝜏

0
[𝛿𝑗𝑘(𝜁)− 𝑟𝑗𝑘(ℎ)] sin(𝜆𝑚𝜁)𝑑𝜁,

𝑅′
𝑚𝑗𝑘(0) =

2

𝜏

∫︁ 𝜏

0
[𝜈𝑗𝑘(𝜁)− 𝑟′𝑗𝑘(0)] sin(𝜆𝑚𝜁)𝑑𝜁,

имеет вид

𝑅𝑚𝑗𝑘(𝑦) =
ch(𝛾𝑗𝑘𝜆𝑚𝑦)

ch(𝛾𝑗𝑘𝜆𝑚ℎ)
𝑅𝑚𝑗𝑘(ℎ)−

sh(𝛾𝑗𝑘𝜆𝑚(ℎ− 𝑦))

𝛾𝑗𝑘𝜆𝑚 ch(𝛾𝑗𝑘𝜆𝑚ℎ)
𝑅′
𝑚𝑗𝑘(0)−

−
ch(𝛾𝑗𝑘𝜆𝑚𝑦)

𝛾𝑗𝑘𝜆𝑚 ch(𝛾𝑗𝑘𝜆𝑚ℎ)

∫︁ ℎ

0
𝑓𝑚𝑗𝑘(𝜁) sh(𝛾𝑗𝑘𝜆𝑚(ℎ− 𝜁))𝑑𝜁+

+
1

𝛾𝑗𝑘𝜆𝑚

∫︁ 𝑦

0
𝑓𝑚𝑗𝑘(𝜁) sh(𝛾𝑗𝑘𝜆𝑚(𝑦 − 𝜁))𝑑𝜁, 0 6 𝑦 6 ℎ.
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Подстановка последнего равенства в (30) и необходимые преобразования
приводят к искомому решению (29) задачи Неймана—Дирихле (27), (19),
(20), (23). �

Функциональное соотношение между 𝜔𝑗𝑘(𝑥) и 𝜈𝑗𝑘(𝑥) привнесенное из 𝐷+
00

на 𝑦 = 0, 0 6 𝑥 6 𝜏 , найдем из решения задачи Неймана—Дирихле (29),
полагая 𝑦 = 0 и дифференцируя соответствующее выражение:

𝜔′
𝑗𝑘(𝑥) =

1

2𝜏𝛾𝑗𝑘

∫︁ 𝜏

0
𝜈𝑗𝑘(𝜁)[ctg(𝜋(𝜁 − 𝑥)/2𝜏)− ctg(𝜋(𝜁 + 𝑥)/2𝜏)]𝑑𝜁−

− 1

𝜏𝛾𝑗𝑘

∫︁ 𝜏

0
𝜈𝑗𝑘(𝜁)𝑀𝑗𝑘(𝑥, 𝜁)𝑑𝜁 + 𝜇𝑗𝑘(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝜏, (31)

где

𝑀𝑗𝑘(𝑥, 𝜁) =
+∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
[︁ sin(𝜋(𝜁 − 𝑥)/𝜏)

cos(𝜋(𝜁 − 𝑥)/𝜏)− ch(2(𝑛+ 1)𝛾𝑗𝑘𝜋ℎ/𝜏)
+

+
sin(𝜋(𝜁 + 𝑥)/𝜏)

cos(𝜋(𝜁 + 𝑥)/𝜏)− ch(2(𝑛+ 1)𝛾𝑗𝑘𝜋ℎ/𝜏)

]︁
,

𝜇𝑗𝑘(𝑥) =

∫︁ 𝜏

0
𝛿𝑗𝑘(𝑡)

𝜕

𝜕𝑥

[︁ 𝜕
𝜕𝑦
𝐺𝑗𝑘(𝑥, 𝑡; 0, 𝑦)

]︁
𝑦=0

𝑑𝑡−

−
∫︁ ℎ

0
𝑑𝜁

∫︁ 𝜏

0
𝑛+𝑗𝑘(𝑡, 𝜁)

𝜕

𝜕𝑥
𝐺𝑗𝑘(𝑥, 𝑦; 0, ℎ− 𝜁)𝑑𝑡+

+

∫︁ ℎ

0
𝑑𝜁

∫︁ 𝜏

0
𝑟𝑗𝑘(𝜁)

𝜕

𝜕𝑥

[︁ 𝜕2
𝜕𝑦2

𝐺𝑗𝑘(𝑥, 𝑡; 𝑦, ℎ− 𝜁)
]︁
𝑦=0

𝑑𝑡,

причем 𝑀𝑗𝑘(𝑥, 𝜁) ∈ 𝐶2(0 < 𝑥, 𝜁 < 𝜏), 𝜇𝑗𝑘(𝑥) ∈ 𝐶1(0, 𝜏).
Лемма 4. Если выполняются включения

𝜈𝑗𝑘(𝑥) ∈ 𝐶1(0, 𝜏), 𝜓𝑗𝑘(𝑥) ∈ 𝐶[0, 𝜏/2]
⋂︁
𝐶2(0, 𝜏/2)

и 𝜓𝑗𝑘(0) = 𝑟𝑗𝑘(0), то существует единственное решение задачи Дарбу
𝑞−𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷

−
00)

⋂︀
𝐶2(𝐷−

00), которое имеет вид

𝑞−𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) =
1

𝛾𝑗𝑘

∫︁ 𝑥+𝑦𝛾𝑗𝑘

0
𝜈𝑗𝑘(𝜁)𝑑𝜁 + 𝑃𝑗𝑘(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷

−
00, (32)

где

𝑃𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) = −𝜓𝑗𝑘(0) + 𝜓𝑗𝑘
(︀
(𝑥− 𝑦𝛾𝑗𝑘)/2

)︀
+ 𝜓𝑗𝑘

(︀
(𝑥+ 𝑦𝛾𝑗𝑘)/2

)︀
−𝐵𝑗𝑘(𝑥, 𝑦)+

+𝐵𝑗𝑘
(︀
(𝑥− 𝑦𝛾𝑗𝑘)/2,−(𝑥− 𝑦𝛾𝑗𝑘)/2𝛾𝑗𝑘

)︀
+

+𝐵𝑗𝑘
(︀
(𝑥+ 𝑦𝛾𝑗𝑘)/2,−(𝑥+ 𝑦𝛾𝑗𝑘)/2𝛾𝑗𝑘

)︀
,
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𝐵𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) =
1

2𝛾𝑗𝑘

∫︁ 𝑦

0
𝑑𝑡

∫︁ 𝑥+(𝑦−𝑡)𝛾𝑗𝑘

𝑥−(𝑦−𝑡)𝛾𝑗𝑘
𝑛−𝑗𝑘(𝜁, 𝑡)𝑑𝜁.

До к а з ат е л ь ств о формулы (32) следует из общего решения неодно-
родного уравнения (28) колебания струны

𝑞−𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝐿1
𝑗𝑘(𝑥− 𝑦𝛾𝑗𝑘) + 𝐿2

𝑗𝑘(𝑥+ 𝑦𝛾𝑗𝑘)+

+𝐵𝑗𝑘(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷
−
00, 𝐿

𝑠
𝑗𝑘(𝜁) ∈ 𝐶2[0, 𝜏 ] (𝑠 = 1, 2)

и краевых условий (21), (23).
Функциональное соотношение между 𝜔𝑗𝑘(𝑥) и 𝜈𝑗𝑘(𝑥), привнесенное из

𝐷−
00 на 𝑦 = 0, 0 6 𝑥 6 𝜏, найдем из решения (32) Дарбу, полагая в нем 𝑦 = 0

и дифференцируя соответствующее выражение:

𝜔′
𝑗𝑘(𝑥) =

1

𝛾𝑗𝑘
𝜈𝑗𝑘(𝑥) + 𝑃 ′

𝑗𝑘(𝑥, 0), 0 < 𝑥 < 𝜏, (33)

где

𝑃 ′
𝑗𝑘(𝑥, 0) = 𝜓𝑗𝑘(𝑥/2) +

1

𝛾𝑗𝑘

∫︁ −𝑥/2𝛾𝑗𝑘

0
𝑛−𝑗𝑘(𝑥+ 𝑡𝛾𝑗𝑘, 𝑡)𝑑𝑡,

причем
𝑃 ′
𝑗𝑘(𝑥, 0) ∈ 𝐶1(0, 𝜏).

Вопрос существования решения задачи 𝑇𝑗𝑘 (16), (19)–(21) в силу усло-
вий сопряжения (22)–(23) и функциональных соотношений (31), (33) сведен
к разрешимости полного сингулярного интегрального уравнения нормально-
го типа [9]

𝜈𝑗𝑘(𝑥)−
1

2𝜏

∫︁ 𝜏

0
𝜈𝑗𝑘(𝜁)[ctg(𝜋(𝜁 − 𝑥)/2𝜏)− ctg(𝜋(𝜁 + 𝑥)/2𝜏)]𝑑𝜁 = 𝑑𝑗𝑘(𝑥) ≡

≡ 𝛾𝑗𝑘[𝜇𝑗𝑘(𝑥)− 𝑃 ′
𝑗𝑘(𝑥, 0)]−

1

𝜏

∫︁ 𝜏

0
𝜈𝑗𝑘(𝜁)𝑀𝑗𝑘(𝑥, 𝜁)𝑑𝜁, 0 < 𝑥 < 𝜏, (34)

𝑑𝑗𝑘(𝑥) ∈ 𝐶1(0, 𝜏), которое после преобразований и замены переменных и функ-
ций по формулам

𝜈𝑗𝑘(𝑥) = 𝜈𝑗𝑘(𝑦), 𝑑𝑗𝑘(𝑥) = 𝑑𝑗𝑘(𝑦), 𝑦 = cos(𝜋𝑥/𝜏), (35)

примет вид

𝜈𝑗𝑘(𝑦)−
1

𝜋

∫︁ 1

−1
𝜈𝑗𝑘(𝑡)

𝑑𝑡

𝑡− 𝑦
= 𝑑𝑗𝑘(𝑦), −1 < 𝑦 < 1. (36)

Индекс [9] нормального сингулярного интегрального уравнения (36) равен
нулю. В силу единственности решения задачи 𝑇𝑗𝑘 (16), (19)–(21) уравнение
(36) однозначно обратимо в классе функций 𝜈𝑗𝑘(𝑦), удовлетворяющих усло-
вию Гельдера при −1 < 𝑦 < 1, методом сингуляризации [10,11].
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Действительно, действуя на обе части уравнения (36) оператором

𝐾𝜐 ≡ 𝜐(𝑠) +
1

𝜋

∫︁ 1

−1
𝜐(𝑃 )

𝑑𝑃

𝑃 − 𝑠
,

используя формулу Пуанкаре—Бертрана [9] для перестановки порядка инте-
грирования в сингулярном повторном интеграле с ядром Коши и необходи-
мые при этом преобразования, придем к решению уравнения (36) вида

𝜈𝑗𝑘(𝑦) =
1

2
𝑑𝑗𝑘(𝑦) +

1

2𝜋

∫︁ 1

−1
𝑑𝑗𝑘(𝑃 )

𝑑𝑃

𝑃 − 𝑦
, −1 < 𝑦 < 1.

Возврат к старым переменным и функциям по формулам (35) с подстановкой
правой части уравнения (34) приводит к уравнению Фредгольма [12]

𝜈𝑗𝑘(𝑥) +

∫︁ 𝜏

0
𝜈𝑗𝑘(𝑡)𝑊𝑗𝑘(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝑄𝑗𝑘(𝑥), 0 < 𝑥 < 𝜏, (37)

где

𝑊𝑗𝑘(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜏
𝑀𝑗𝑘(𝑥, 𝑡)+

+
1

4𝜏2

∫︁ 𝜏

0
[ctg(𝜋(𝜁 − 𝑥)/2𝜏)− ctg(𝜋(𝜁 + 𝑥)/2𝜏)]𝑀𝑗𝑘(𝜁, 𝑡)𝑑𝜁,

𝑄𝑗𝑘(𝑥) =
𝛾𝑗𝑘
2

[𝜇𝑗𝑘(𝑥)− 𝑃 ′
𝑗𝑘(𝑥, 0)]+

+
𝛾𝑗𝑘
4𝜏

∫︁ 𝜏

0
[ctg(𝜋(𝜁 − 𝑥)/2𝜏)− ctg(𝜋(𝜁 + 𝑥)/2𝜏)][𝜇𝑗𝑘(𝜁)− 𝑃 ′

𝑗𝑘(𝜁, 0)]𝑑𝜁,

причем
𝑄𝑗𝑘(𝑥) ∈ 𝐶1(0, 𝜏),𝑊𝑗𝑘(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶1(0 < 𝑥, 𝑡 < 𝜏).

Разрешимость уравнения [12] Фредгольма (37) следует из единственности
решения задачи 𝑇𝑗𝑘 в области 𝐷00.

Определив 𝜈𝑗𝑘(𝑥) из уравнения (37), найдем 𝜔𝑗𝑘(𝑥) из (31) или (33), а за-
тем по формулам (29) и (32) получим решения 𝑞+𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) и 𝑞−𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) зада-
чи Неймана—Дирихле и Дарбу соответственно в областях 𝐷+

00 и 𝐷−
00. Та-

ким образом, существование решения 𝑞𝑗𝑘(𝑥, 𝑦) задачи 𝑇𝑗𝑘 в области 𝐷00 =

= 𝐷+
00

⋃︀
𝐷−

00

⋃︀
𝐼0 доказано.

Вернемся к задаче T для опережающе-запаздывающего уравнения сме-
шанного типа (2) в области 𝐷 = 𝐷+

⋃︀
𝐷−⋃︀

𝐼. Ее решение в силу (18) и (29)

имеет в области 𝐷+
=

2⋃︀
𝑗=0

(︁ 1⋃︀
𝑘=0

𝐷
+
𝑗𝑘

)︁
следующий вид:

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈
+
(𝑥, 𝑦 + 𝑙ℎ) = 𝑇

⎛⎝𝑞+00(𝑥, 𝑦) + (−1)𝑙𝑞+01(𝑥, 𝑦)
𝑞+10(𝑥, 𝑦) + (−1)𝑙𝑞+11(𝑥, 𝑦)
𝑞+20(𝑥, 𝑦) + (−1)𝑙𝑞+21(𝑥, 𝑦)

⎞⎠ ,

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝑗𝑘 𝑗 = 0, 1, 2, 𝑘, 𝑙 = 0, 1,
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а в области 𝐷−
=

2⋃︀
𝑗=0

𝐷
−
𝑗0, согласно (18) и (32), имеем

𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑈
−
(𝑥, 𝑦) = 𝑇

⎛⎝𝑞−00(𝑥, 𝑦) + 𝑞−01(𝑥, 𝑦)
𝑞−10(𝑥, 𝑦) + 𝑞−11(𝑥, 𝑦)
𝑞−20(𝑥, 𝑦) + 𝑞−21(𝑥, 𝑦)

⎞⎠ .

Таким образом, теорема доказана.
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We investigate the Tricomi boundary value problem for a differential-
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