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Аннотация
Построено новое замкнутое решение осесимметричной нестационар-

ной задачи для жесткозакрепленной круглой многослойной пластины
в случае изменения температуры на ее верхней лицевой поверхности
(граничные условия 1-го рода) и учета конвекционного теплообмена
нижней лицевой поверхности с окружающей средой (граничные усло-
вия 3-го рода).

Математическая формулировка рассматриваемой задачи включает
линейные уравнения равновесия и теплопроводности (классическая тео-
рия) в пространственной постановке в предположении, что при анализе
работы исследуемой конструкции можно пренебречь ее инерционными
характеристиками. При этом используется полуобратный метод реше-
ния, связанный с заданием на цилиндрической поверхности конструк-
ции касательных напряжений, которые позволяют с заданной точностью
удовлетворить условия жесткого закрепления пластины.

При построении общего решения нестационарной задачи, описывае-
мой системой линейных связанных несамосопряженных уравнений
в частных производных, используется математический аппарат разделе-
ния переменных в виде конечных интегральных преобразований Фурье–
Бесселя и обобщенного биортогонального преобразования. Особенностью
данного решения является применение конечного интегрального преоб-
разования, основанного на многокомпонентном соотношении собствен-
ных вектор-функций двух однородных краевых задач с выделением со-
пряженного оператора, позволяющего осуществить решение несамосо-
пряженных линейных задач математической физики. Данное преобра-
зование является наиболее эффективным методом исследования подоб-
ных краевых задач.
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Решение связанной нестационарной задачи термоупругости. . .

Построенные расчетные соотношения дают возможность определить
напряженно-деформированное состояние и характер распределения тем-
пературного поля в жесткозакрепленной круглой многослойной пластине
при произвольном по времени и радиальной координате внешнем темпе-
ратурном воздействии. Кроме того, численные результаты расчета поз-
воляют проанализировать эффект связанности термоупругих полей, ко-
торый приводит к существенному увеличению нормальных напряжений
по сравнению с решением аналогичных задач в несвязанной постановке.

Ключевые слова: круглая многослойная пластина, классическая тео-
рия термоупругости, нестационарное температурное воздействие, биор-
тогональные конечные интегральные преобразования.

Получение: 15 июля 2020 г. / Исправление: 26 апреля 2021 г. /
Принятие: 11 мая 2021 г. / Публикация онлайн: 18 июня 2021 г.

Введение. Неравномерное нестационарное температурное воздействие на
конструкцию приводит к образованию тепловых деформаций и напряжений,
которые необходимо учитывать при определении прочностных характеристик
упругих систем [1–3]. Для описания их работы формулируются начально-кра-
евые задачи термоупругости в линейной постановке, математическая форму-
лировка которых включает связанные несамосопряженные дифференциаль-
ные уравнения движения и теплопроводности в частных производных.

Проблема интегрирования исходных расчетных соотношений при постро-
ении замкнутого решения приводит к необходимости введения ряда допу-
щений. В результате их использования исследуется только уравнение тепло-
проводности без учета деформирования упругой системы [4–8] или решается
несвязанная задача термоупругости для тонкостенных [9–13] и бесконечно
длинных тел [14–18].

Использование системы несамосопряженных дифференциальных уравне-
ний, которые формируются в классической (CTE) [8] и гиперболической (LS,
GHII, GHIII) [19–21] теориях термоупругости, позволило построить связан-
ные замкнутые решения динамических задач в немногих работах. Здесь необ-
ходимо отметить статьи, посвященные исследованию гармонических волн и
анализу частотного уравнения в бесконечном цилиндрическом волноводе [21]
и длинной пластине [20]. В работах [22, 23] при использовании классической
(CTE) теории для бесконечного цилиндра построено нестационарное реше-
ние, позволяющее удовлетворить граничные условия первого, второго и тре-
тьего рода, а в [24,25] получены результаты для цилиндра конечных размеров
с мембранным закреплением его торцов. Из последних работ следует отме-
тить статью [26], посвященную анализу работы жесткозакрепленной пласти-
ны при внешнем нестационарном температурном воздействии на ее лицевых
поверхностях (граничные условия 1-го рода).

Задача термоупругости становится более сложной при исследовании мно-
гослойных конструкций. В данных работах, как правило, рассматривается
бесконечно длинный цилиндр. Так, в [27, 28] при действии на конструкцию
нестационарной тепловой и механических нагрузок использовалось преобра-
зование Лапласа по времени с численной реализацией расчетных соотноше-
ний в области изображений функций.
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В настоящей работе объектом исследования является многослойная жест-
козакрепленная круглая пластина в случае нестационарного осесимметрич-
ного температурного воздействия на ее верхней лицевой поверхности (гра-
ничные условия 1-го рода). При этом в исходных расчетных соотношениях
не учитываются инерционные характеристики упругой системы, что допусти-
мо при исследовании пластин, для которых выполняется условие ℎ*/𝑏 < 0.01
(ℎ*, 𝑏— толщина и радиус пластины) [29]. Новое замкнутое решение связан-
ной осесимметричной нестационарной задачи термоупругости строится при
использовании метода неполного разделения переменных в виде конечных
интегральных преобразований.

1. Постановка задачи. Пусть круглая многослойная жесткозакреплен-
ная пластина занимает в цилиндрической системе координат (𝑟*, 𝜃, 𝑧*) об-
ласть Ω: {0 6 𝑟* 6 𝑏, 0 6 𝜃 6 2𝜋, 0 6 𝑧* 6 ℎ*}. Рассматривается случай из-
менения температуры 𝜔*

1

(︀
𝑟*, 𝑡*

)︀
на ее верхней (𝑧* = 0) лицевой поверхности

при заданной температуре внешней среды 𝜗* на нижней (𝑧* = ℎ*) плоскости
(звездочкой отмечены размерные величины). Расчетная схема представлена
на рис. 1.

Разрешающая система дифференциальных осесимметричных уравнений
равновесия и теплопроводности классической (CTE) теории термоупругости
𝑗-го слоя изотропной среды, а также краевые условия рассматриваемой за-
дачи в безразмерной форме имеют вид [8,9]:

𝜕

𝜕𝑟
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− 𝑎

(𝑗)
4

𝜕𝑇

𝜕𝑡
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5

𝜕

𝜕𝑡

(︁
∇𝑈 +

𝜕𝑊

𝜕𝑧

)︁
= 0;

𝑟 = 1 :
𝜕𝑇

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=1

= 0, 𝑈
⃒⃒
𝑟=1

=𝑊
⃒⃒
𝑟=1

= 0; (2)
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𝜕𝑇
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⃒⃒⃒
𝑟=0
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𝜕𝑊
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⃒⃒⃒
𝑟=0

= 0, 𝑈
⃒⃒
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= 0; (3)

𝑧 = 0 :
[︁
𝑎
(1)
6 ∇𝑈 +

𝜕𝑊

𝜕𝑧
− 𝑇

]︁
𝑧=0

= 0,
[︁𝜕𝑊
𝜕𝑟

+
𝜕𝑈

𝜕𝑧

]︁
𝑧=0

= 0, 𝑇
⃒⃒
𝑧=0

= 𝜔1; (4)

𝑧 = ℎ1, ℎ1 + ℎ2, . . . , ℎ− ℎ𝑚 : {𝑈,𝑊, 𝑇}|−𝑧 = {𝑈,𝑊, 𝑇}|+𝑧,

Рис. 1. Расчетная схема [Calculation scheme]
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⃒⃒⃒
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𝛾(𝑗+1)

𝛾(𝑗)
,

𝑎
(𝑗)
8 =

𝐸(𝑗+1)(1 + 𝑣(𝑗))

𝐸(𝑗)(1 + 𝑣(𝑗+1))
, 𝑎

(𝑗)
9 =

𝛾(𝑗)(1 + 𝜈(𝑗))(1− 2𝜈(𝑗))

𝐸(𝑗)(1− 𝜈(𝑗))
;

𝛾(𝑗) =
𝐸(𝑗)

(1− 2𝑣(𝑗))
𝛼
(𝑗)
𝑡 , 𝑘(𝑗) =

Λ(𝑗)

𝑐
(𝑗)
𝜀

, ∇ =
𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟
;

𝑈*(𝑟*, 𝑧*, 𝑡*), 𝑊 *(𝑟*, 𝑧*, 𝑡*), 𝑇 *(𝑟*, 𝑧*, 𝑡*), 𝑇0(𝑟*, 𝑧*, 𝑡*)— компоненты вектора
перемещений, температура и абсолютная температура начального недефор-
мированного состояния тела в размерной форме; 𝑡* — время в размерной фор-
ме; 𝐸(𝑗), 𝑣(𝑗) — модуль упругости и коэффициент Пуассона изотропного мате-
риала 𝑗-го слоя; Λ(𝑗), 𝛼(𝑗)

𝑡 , 𝑐(𝑗)𝜀 — коэффициенты теплопроводности, линейного
теплового расширения и объемная теплоемкость материала 𝑗-го слоя; 𝛼— ко-
эффициент теплоотдачи.

Условия (2) определяют жесткое закрепление и теплоизоляцию цилиндри-
ческой поверхности пластины, а равенства (3) — осевую симметрию решения.
Первые условия (4), (6) учитывают отсутствие нормальных и касательных
напряжений на ее лицевых поверхностях, а последние — соответственно, дей-
ствие температурной нагрузки (граничные условия 1-го рода) и конвекци-
онный теплообмен лицевой поверхности с окружающей средой (граничные
условия 3-го рода). Соотношения (5) являются условиями совместности пе-
ремещений, температуры, напряжений и идеального теплового контакта (гра-
ничные условия 4-го рода) на поверхности жесткого соединения слоев.

2. Построение общего решения. Начально-краевая задачя (1)–(7) ре-
шается путем последовательного использования конечного интегрального пре-
образования Фурье—Бесселя [30] по переменной 𝑟 и обобщенного конечного
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биортогонального преобразования [31] по координате 𝑧. При этом для опре-
деленности решения ниже рассматривается двухслойная пластина (𝑚 = 2).

Принимая во внимание, что преобразование Фурье—Бесселя позволяет ис-
следовать задачи со смешанными однородными граничными условиями [30],
заменяем последнее равенство (2) на условие наличия касательных напряже-
ний 𝑃1(𝑧, 𝑡) при 𝑟 = 1:

𝜎𝑟𝑧
⃒⃒
𝑟=1

=
𝐸(𝑗)

2(1 + 𝑣(𝑗))

[︁𝜕𝑊
𝜕𝑟

+
𝜕𝑈

𝜕𝑧

]︁
𝑟=1

= 𝑃1(𝑧, 𝑡) (8)

и вводим новую функцию 𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡), связанную с 𝑊 (𝑟, 𝑧, 𝑡) соотношением

𝑊 (𝑟, 𝑧, 𝑡) =
1 + 𝑣(𝑗)

𝐸(𝑗)
𝑟2𝑃1(𝑧, 𝑡) +𝑊1(𝑡) + 𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡). (9)

Выражения для 𝑃1, 𝑊1 определяются в процессе решения задачи при
выполнении условия 𝑊 (1, 𝑧, 𝑡) = 0.

Таким образом, рассматриваемая задача решается полуобратным мето-
дом, когда на цилиндрической поверхности пластины действуют неизвестные
касательные напряжения и известная температурная нагрузка.

Подстановка (9) в (1)–(8) позволяет сформулировать новую задачу от-
носительно функций 𝑈 , 𝑤, 𝑇 , в которой дифференциальные уравнения (1),
первые (4), (6) и последнее (5) граничные условия, а также начальное усло-
вие относительно вертикальной компоненты вектора перемещений становятся
неоднородными с правыми частями 𝑅1, 𝑅2, 𝑅3, 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, 𝐵4 :1

{𝑅1, 𝑅2, 𝑅3} = −
(︀
𝑎
(𝑗)
10

)︀−1
{︁
2𝑎

(𝑗)
2 𝑟

𝜕

𝜕𝑧
,
(︁
4𝑎

(𝑗)
1 + 𝑟2

𝜕2

𝜕𝑧2

)︁
, 𝑎

(𝑗)
5 𝑟2

𝜕2

𝜕𝑧𝜕𝑡

}︁
𝑃1,

{𝐵1, 𝐵2, 𝐵3} = −𝑟2
{︁(︀
𝑎
(1)
10

)︀−1𝜕𝑃1

𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=0

,
(︀
𝑎
(2)
10

)︀−1𝜕𝑃1

𝜕𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=ℎ

,[︁(︀
𝑎
(1)
10

)︀−1𝜕𝑃1

𝜕𝑧

⃒⃒⃒
−𝑧

− 𝑎
(1)
7

𝑎
(1)
3

𝑎
(2)
3 𝑎

(2)
10

𝜕𝑃1

𝜕𝑧

⃒⃒⃒
+𝑧

]︁}︁
,

𝐵4 = −
(︀
𝑎
(𝑗)
10

)︀−1
𝑟2𝑃1(𝑧, 0)−𝑊1(0), 𝑎

(𝑗)
10 = 𝐸(𝑗)(1 + 𝑣(𝑗))−1,

а граничные условия на цилиндрической поверхности принимают вид

𝑟 = 1 : 𝑈(1, 𝑧, 𝑡) = 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=1

=
𝜕𝑇

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=1

= 0. (10)

Применим к краевой задаче относительно 𝑈 , 𝑤, 𝑇 преобразование Фурье—
Бесселя, используя трансформанты

𝑢𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡) =

∫︁ 1

0
𝑈(𝑟, 𝑧, 𝑡)𝑟𝐽1(𝑗𝑛𝑟)𝑑𝑟,{︀

𝑤𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡), 𝜑𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡)
}︀
=

∫︁ 1

0

{︀
𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡)

}︀
𝑟𝐽0(𝑗𝑛𝑟)𝑑𝑟

1На основании парности и неразрывности касательных напряжений имеем 𝑃1|𝑧=0,ℎ1,ℎ=0.
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и формулы обращения

𝑈(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 2
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡)

𝐽0(𝑗𝑛)2
𝐽1(𝑗𝑛𝑟),

{︀
𝑤(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡)

}︀
= 2

∞∑︁
𝑛=0

{︀
𝑤𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡), 𝜑𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡)

}︀
𝐽0(𝑗𝑛)2

𝐽0(𝑗𝑛𝑟),

где 𝑗𝑛 — положительные нули функции 𝐽1(𝑗𝑛), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . ; 𝑗0 = 0.
В результате получим следующую задачу относительно трансформант

𝑢𝐻 , 𝑤𝐻 , 𝜑𝐻 :

−𝑗2𝑛𝑢𝐻 + 𝑎
(𝑗)
1

𝜕2𝑢𝐻
𝜕𝑧2

− 𝑎
(𝑗)
2 𝑗𝑛

𝜕𝑤𝐻

𝜕𝑧
+ 𝑎

(𝑗)
3 𝑗𝑛𝜑𝐻 = 𝑅1𝐻 ,

−𝑎(𝑗)1 𝑗2𝑛𝑤𝐻 +
𝜕2𝑤𝐻

𝜕𝑧2
+ 𝑎

(𝑗)
2 𝑗𝑛

𝜕𝑢𝐻
𝜕𝑧

− 𝑎
(𝑗)
3

𝜕𝜑𝐻
𝜕𝑧

= 𝑅2𝐻 , (11)

−𝑗2𝑛𝜑𝐻 +
𝜕2𝜑𝐻
𝜕𝑧2

− 𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑎
(𝑗)
4 𝜑𝐻 + 𝑎

(𝑗)
5 𝑗𝑛𝑢𝐻 + 𝑎

(𝑗)
5

𝜕𝑤𝐻

𝜕𝑧

)︁
= 𝑅3𝐻 ;

𝑧 = 0 :
[︁
𝑎
(1)
6 𝑗𝑛𝑢𝐻 +

𝜕𝑤𝐻

𝜕𝑧

]︁
𝑧=0

= 𝐵1𝐻 + 𝜔1𝐻 ,[︁𝜕𝑢𝐻
𝜕𝑧

− 𝑗𝑛𝑤𝐻

]︁
𝑧=0

= 0, 𝜑𝐻
⃒⃒
𝑧=0

= 𝜔1𝐻 ; (12)

𝑧 = ℎ1 :
{︀
𝑢𝐻 , 𝑤𝐻 , 𝜑𝐻

}︀⃒⃒
−𝑧

=
{︀
𝑢𝐻 , 𝑤𝐻 , 𝜑𝐻

}︀⃒⃒
+𝑧
,

−Λ(1)𝜕𝜑𝐻
𝜕𝑧

⃒⃒⃒
−𝑧

= −Λ(2)𝜕𝜑𝐻
𝜕𝑧

⃒⃒⃒
+𝑧
,
[︁𝜕𝑢𝐻
𝜕𝑧

− 𝑗𝑛𝑤𝐻

]︁
−𝑧

= 𝑎
(1)
8

[︁𝜕𝑢𝐻
𝜕𝑧

− 𝑗𝑛𝑤𝐻

]︁
+𝑧
,[︁

𝑎
(1)
6 ∇𝑈+

𝜕𝑤𝐻

𝜕𝑧
−𝑎(1)3 𝑇

]︁
−𝑧
− 𝑎

(1)
7

𝑎
(1)
3

𝑎
(2)
3

[︁
𝑎
(2)
6 ∇𝑈+

𝜕𝑤𝐻

𝜕𝑧
−𝑎(2)3 𝑇

]︁
+𝑧
=𝐵3𝐻 ; (13)

𝑧 = ℎ :
[︁
𝑎
(2)
6 𝑗𝑛𝑢𝐻 +

𝜕𝑤𝐻

𝜕𝑧
− 𝑎

(2)
3 𝜑𝐻

]︁
𝑧=ℎ

= 𝐵2𝐻 ,[︁𝜕𝑢𝐻
𝜕𝑧

− 𝑗𝑛𝑤𝐻

]︁
𝑧=ℎ

= 0,
[︁Λ(2)

𝛼

𝜕𝜑𝐻
𝜕𝑧

+ 𝜑𝐻

]︁
𝑧=ℎ

= 𝜗𝐻 , (14)

𝑡 = 0 : 𝑢𝐻
⃒⃒
𝑡=0

= 𝜑𝐻
⃒⃒
𝑡=0

= 0, 𝑤𝐻

⃒⃒
𝑡=0

= 𝐵4𝐻 ; (15)

где{︀
𝑅2𝐻 , 𝑅3𝐻 , 𝐵1𝐻 , . . . , 𝐵4𝐻 , 𝜔1𝐻 , 𝜗𝐻

}︀
=

=

∫︁ 1

0

{︀
𝑅2, 𝑅3, 𝐵1, . . . , 𝐵4, 𝜔1, 𝜗

}︀
𝑟𝐽0(𝑗𝑛𝑟)𝑑𝑟,

𝑅1𝐻 =

∫︁ 1

0
𝑅1𝑟𝐽1(𝑗𝑛𝑟)𝑑𝑟.
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Неоднородные граничные условия (12)–(14) приводятся к однородным пу-
тем введения новых функций 𝑈𝐻 , 𝑊𝐻 , 𝐿𝐻 , связанных с 𝑢𝐻 , 𝑤𝐻 , 𝜑𝐻 соотно-
шениями

𝑢𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡) = 𝐻1(𝑛, 𝑧, 𝑡) + 𝑈𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡),

𝑤𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡) = 𝐻2(𝑛, 𝑧, 𝑡) +𝑊𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡), (16)
𝜑𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡) = 𝐻3(𝑛, 𝑧, 𝑡) + 𝐿𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡),

где{︀
𝐻1, 𝐻2

}︀
=

{︀
𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧)

}︀
𝜔1𝐻(𝑡) +

{︀
𝑓3(𝑧), 𝑓4(𝑧)

}︀
𝜗𝐻 +

+
{︀
𝑓5(𝑧), 𝑓6(𝑧)

}︀
𝐵1𝐻(0, 𝑡) +

{︀
𝑓7(𝑧), 𝑓8(𝑧)

}︀
𝐵2𝐻(ℎ, 𝑡) +

+
{︀
𝑓9(𝑧), 𝑓10(𝑧)

}︀
𝐵3𝐻

(︀
ℎ1, 𝑡

)︀
,

𝐻3 = 𝑓11(𝑧)𝜔1𝐻(𝑡) + 𝑓12(𝑧)𝜗𝐻 ;

𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧), . . . , 𝑓12(𝑧)— дважды дифференцируемые функции.
Подстановка (16) в (11)–(15) при выполнении условий

𝑧 = 0 :
[︁
𝑎
(1)
6 𝑗𝑛𝐻1 +

𝜕𝐻2

𝜕𝑧

]︁
𝑧=0

= 𝐵1𝐻 + 𝜔1𝐻 ,[︁𝜕𝐻1

𝜕𝑧
− 𝑗𝑛𝐻2

]︁
𝑧=0

= 0, 𝐻3

⃒⃒
𝑧=0

= 𝜔1𝐻 ; (17)

𝑧 = ℎ1 :
{︀
𝐻1, 𝐻2, 𝐻3

}︀⃒⃒
−𝑧

=
{︀
𝐻1, 𝐻2, 𝐻3

}︀⃒⃒
+𝑧
,

−Λ(1)𝜕𝐻3

𝜕𝑧

⃒⃒⃒
−𝑧

= −Λ(2)𝜕𝐻3

𝜕𝑧

⃒⃒⃒
+𝑧
,

[︁𝜕𝐻1

𝜕𝑧
− 𝑗𝑛𝐻2

]︁
−𝑧

= 𝑎
(1)
8

[︁𝜕𝐻1

𝜕𝑧
− 𝑗𝑛𝐻2

]︁
+𝑧
,[︁

𝑎
(1)
6 𝑗𝑛𝐻1+

𝜕𝐻2

𝜕𝑧
−𝑎(1)3 𝐻3

]︁
−𝑧
− 𝑎

(1)
7

𝑎
(1)
3

𝑎
(2)
3

[︁
𝑎
(2)
6 𝑗𝑛𝐻1+

𝜕𝐻2

𝜕𝑧
−𝑎(2)3 𝐻3

]︁
+𝑧
=𝐵3𝐻 ; (18)

𝑧 = ℎ :
[︁
𝑎
(2)
6 𝑗𝑛𝐻1 +

𝜕𝐻2

𝜕𝑧
− 𝑎

(2)
3 𝐻3

]︁
𝑧=ℎ

= 𝐵2𝐻 ,[︁𝜕𝐻1

𝜕𝑧
− 𝑗𝑛𝐻2

]︁
𝑧=ℎ

= 0,
[︁Λ(2)

𝛼

𝜕𝐻3

𝜕𝑧
+𝐻3

]︁
𝑧=ℎ

= 𝜗𝐻 (19)

позволяет преобразовать задачу (11)–(15) относительно 𝑈𝐻 , 𝑊𝐻 , 𝐿𝐻 :

−𝑗2𝑛𝑈𝐻 + 𝑎
(𝑗)
1

𝜕2𝑈𝐻

𝜕𝑧2
− 𝑎

(𝑗)
2 𝑗𝑛

𝜕𝑊𝐻

𝜕𝑧
+ 𝑎

(𝑗)
3 𝑗𝑛𝐿𝐻 = 𝐹1𝐻 ,

−𝑎(𝑗)1 𝑗2𝑛𝑊𝐻 +
𝜕2𝑊𝐻

𝜕𝑧2
+ 𝑎

(𝑗)
2 𝑗𝑛

𝜕𝑈𝐻

𝜕𝑧
− 𝑎

(𝑗)
3

𝜕𝐿𝐻

𝜕𝑧
= 𝐹2𝐻 , (20)

−𝑗2𝑛𝐿𝐻 +
𝜕2𝐿𝐻

𝜕𝑧2
− 𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑎
(𝑗)
4 𝐿𝐻 + 𝑎

(𝑗)
5 𝑗𝑛𝑈𝐻 + 𝑎

(𝑗)
5

𝜕𝑊𝐻

𝜕𝑧

)︁
= 𝐹3𝐻 ;

𝑧 = 0 :
[︁
𝑎
(1)
6 𝑗𝑛𝑈𝐻 +

𝜕𝑊𝐻

𝜕𝑧

]︁
𝑧=0
=0,

[︁𝜕𝑈𝐻

𝜕𝑧
− 𝑗𝑛𝑊𝐻

]︁
𝑧=0
=0, 𝐿𝐻

⃒⃒
𝑧=0

= 0; (21)
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𝑧 = ℎ1 :
{︀
𝑈𝐻 ,𝑊𝐻 , 𝐿𝐻

}︀⃒⃒
−𝑧

=
{︀
𝑈𝐻 ,𝑊𝐻 , 𝐿𝐻

}︀⃒⃒
+𝑧
,

Λ(1)𝜕𝐿𝐻

𝜕𝑧

⃒⃒⃒
−𝑧

= Λ(2)𝜕𝐿𝐻

𝜕𝑧

⃒⃒⃒
+𝑧
,

[︁𝜕𝑈𝐻

𝜕𝑧
− 𝑗𝑛𝑊𝐻

]︁
−𝑧

= 𝑎
(1)
8

[︁𝜕𝑈𝐻

𝜕𝑧
− 𝑗𝑛𝑊𝐻

]︁
+𝑧
,[︁

𝑎
(1)
6 𝑗𝑛𝑈𝐻+

𝜕𝑊𝐻

𝜕𝑧
−𝑎(1)3 𝐿𝐻

]︁
−𝑧
− 𝑎

(1)
7

𝑎
(1)
3

𝑎
(2)
3

[︁
𝑎
(2)
6 𝑗𝑛𝑈𝐻+

𝜕𝑊𝐻

𝜕𝑧
−𝑎(2)3 𝐿𝐻

]︁
+𝑧
=0; (22)

𝑧 = ℎ :
[︁
𝑎
(2)
6 𝑗𝑛𝑈𝐻 +

𝜕𝑊𝐻

𝜕𝑧
− 𝑎

(2)
3 𝐿𝐻

]︁
𝑧=ℎ

= 0,[︁𝜕𝑈𝐻

𝜕𝑧
− 𝑗𝑛𝑊𝐻

]︁
𝑧=ℎ

= 0,
[︁Λ(2)

𝛼

𝜕𝐿𝐻

𝜕𝑧
+ 𝐿𝐻

]︁
𝑧=ℎ

= 0; (23)

𝑡 = 0 : 𝑈𝐻

⃒⃒
𝑡=0

= 𝑢0𝐻 , 𝑊𝐻

⃒⃒
𝑡=0

= 𝑤0𝐻 , 𝐿𝐻

⃒⃒
𝑡=0

= 𝑙0𝐻 , (24)

где

𝐹1𝐻 = 𝑅1𝐻 + 𝑗2𝑛𝐻1 − 𝑎
(𝑗)
1

𝜕2𝐻1

𝜕𝑧2
+ 𝑎

(𝑗)
2 𝑗𝑛

𝜕𝐻2

𝜕𝑧
− 𝑎

(𝑗)
3 𝑗𝑛𝐻3,

𝐹2𝐻 = 𝑅2𝐻 + 𝑎
(𝑗)
1 𝑗2𝑛𝐻2 −

𝜕2𝐻2

𝜕𝑧2
− 𝑎

(𝑗)
2 𝑗𝑛

𝜕𝐻1

𝜕𝑧
+ 𝑎

(𝑗)
3

𝜕𝐻3

𝜕𝑧
,

𝐹3𝐻 = 𝑅3𝐻 + 𝑗2𝑛𝐻3 −
𝜕2𝐻3

𝜕𝑧2
+
𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑎
(𝑗)
4 𝐻3 + 𝑎

(𝑗)
5 𝑗𝑛𝐻1 + 𝑎

(𝑗)
5

𝜕𝐻2

𝜕𝑧

)︁
,

𝑢0𝐻 = −𝐻1, 𝑤0𝐻 = 𝐵4𝐻 −𝐻2, 𝑙0𝐻 = −𝐻3.

Начально-краевая задача (20)–(24) решается с использованием структур-
ного алгоритма вырожденного биортогонального конечного интегрального
преобразования (КИП) [31]. Для этого на сегменте [0, ℎ] вводится КИП с неиз-
вестными компонентами собственных вектор-функций ядер преобразований
𝐾1(𝜆𝑖𝑛, 𝑧), 𝐾2(𝜆𝑖𝑛, 𝑧), 𝐾3(𝜆𝑖𝑛, 𝑧), 𝑁1(𝜇𝑖𝑛, 𝑧), 𝑁2(𝜇𝑖𝑛, 𝑧), 𝑁3(𝜇𝑖𝑛, 𝑧):

𝐺
(︀
𝜆𝑖𝑛, 𝑛, 𝑡

)︀
=

∫︁ ℎ

0

[︁
𝑎
(𝑗)
5 𝑗𝑛𝑈𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡) + 𝑎

(𝑗)
4 𝐿𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡)−

− 𝑎
(𝑗)
5 𝑊𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡)

𝑑

𝑑𝑧

]︁
𝐾3(𝜆𝑖𝑛, 𝑧)𝑑𝑧, (25)

{︀
𝑈𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡),𝑊𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡), 𝐿𝐻(𝑛, 𝑧, 𝑡)

}︀
=

=
∞∑︁
𝑖=1

𝐺(𝜆𝑖𝑛, 𝑛, 𝑡)
{︀
𝑁1(𝜇𝑖𝑛, 𝑧), 𝑁2(𝜇𝑖𝑛, 𝑧), 𝑁3(𝜇𝑖𝑛, 𝑧)

}︀
‖𝐾𝑖𝑛‖−2, (26)

где

‖𝐾𝑖𝑛‖2 =
∫︁ ℎ

0
𝐾3(𝜆𝑖𝑛, 𝑧)𝑁3(𝜇𝑖𝑛, 𝑧)𝑑𝑧;

𝜆𝑖𝑛, 𝜇𝑖𝑛 — собственные значения соответствующих однородных линейных кра-
евых задач относительно сопряженных 𝐾𝑘(𝜆𝑖𝑛, 𝑧) и инвариантных 𝑁𝑘(𝜇𝑖𝑛, 𝑧)
компонент вектор-функций ядер КИП (𝑘 = 1, 2, 3).

Принимая во внимание кусочно-гладкий характер функций 𝑈𝐻 , 𝑊𝐻 , 𝐿𝐻 ,
подвергаем уравнения (20) и краевые условия (21)–(24) вырожденному
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КИП [31]. В результате получается задача для трансформанты 𝐺(𝜆𝑖𝑛, 𝑛, 𝑡):
𝑑𝐺𝑖𝑛

𝑑𝑡
+ 𝜆𝑖𝑛𝐺𝑖𝑛 = 𝐹𝐻 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 = 0, 1, . . . ,

𝑡 = 0 : 𝐺𝑖𝑛

⃒⃒
𝑡=0

= 𝐺0𝐻(𝑛, 𝑧),
(27)

решение которой имеет вид

𝐺𝑖𝑛 = 𝐺0𝐻 exp(−𝜆𝑖𝑛𝑡) +
∫︁ 𝑡

0
𝐹𝐻(𝜏) exp𝜆𝑖𝑛(𝜏 − 𝑡)𝑑𝜏, (28)

а также две однородные задачи относительно функций 𝐾
(𝑗)
𝑒𝑖𝑛 = 𝐾

(𝑗)
𝑒𝑖𝑛(𝜆𝑖𝑛, 𝑧)

(𝑒 = 1, 2, 3, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 = 0, 1, . . . ):

−𝑗2𝑛𝐾
(𝑗)
1𝑖𝑛 + 𝑎

(𝑗)
1

𝑑2𝐾
(𝑗)
1𝑖𝑛

𝑑𝑧2
− 𝑎

(𝑗)
2 𝑗𝑛

𝑑𝐾
(𝑗)
2𝑖𝑛

𝑑𝑧
+ 𝜆𝑖𝑛𝑎

(𝑗)
5 𝑗𝑛𝐾

(𝑗)
3𝑖𝑛 = 0,

−𝑎(𝑗)1 𝑗2𝑛𝐾
(𝑗)
2𝑖𝑛 +

𝑑2𝐾
(𝑗)
2𝑖𝑛

𝑑𝑧2
+ 𝑎

(𝑗)
2 𝑗𝑛

𝑑𝐾
(𝑗)
1𝑖𝑛

𝑑𝑧
− 𝜆𝑖𝑛𝑎

(𝑗)
5

𝑑𝐾
(𝑗)
3𝑖𝑛

𝑑𝑧
= 0, (29)

(𝜆𝑖𝑛𝑎
(𝑗)
4 − 𝑗2𝑛)𝐾

(𝑗)
3𝑖𝑛 +

𝑑2𝐾
(𝑗)
3𝑖𝑛

𝑑𝑧2
+ 𝑎

(𝑗)
3 𝑗𝑛𝐾

(𝑗)
1𝑖𝑛 + 𝑎

(𝑗)
3

𝑑𝐾
(𝑗)
2𝑖𝑛

𝑑𝑧
= 0;

𝑧 = 0 :
[︁
𝑎
(1)
1

𝑑𝐾
(1)
1𝑖𝑛

𝑑𝑧
+ (𝑎

(1)
6 − 𝑎

(1)
2 )𝑗𝑛𝐾

(1)
2𝑖𝑛

]︁
𝑧=0

= 0,[︁𝑑𝐾(1)
2𝑖𝑛

𝑑𝑧
+ (𝑎

(1)
2 − 𝑎

(1)
1 )𝑗𝑛𝐾

(1)
1𝑖𝑛

]︁
𝑧=0

= 0, 𝐾
(1)
3𝑖𝑛

⃒⃒
𝑧=0

= 0; (30)

𝑧 = ℎ1 :
{︀
𝐾

(1)
1𝑖𝑛,𝐾

(1)
2𝑖𝑛,𝐾

(1)
3𝑖𝑛

}︀⃒⃒
𝑧=ℎ1

=
{︀
𝐾

(2)
1𝑖𝑛,𝐾

(2)
2𝑖𝑛,𝐾

(2)
3𝑖𝑛

}︀⃒⃒
𝑧=ℎ1

,

[︁
(𝑎

(1)
2 − 𝑎

(1)
1 )𝑗𝑛𝐾

(1)
1𝑖𝑛 +

𝑑𝐾
(1)
2𝑖𝑛

𝑑𝑧

]︁
𝑧=ℎ1

= 𝑎
(1)
7

𝑎
(1)
3

𝑎
(2)
3

[︁
(𝑎

(2)
2 − 𝑎

(2)
1 )𝑗𝑛𝐾

(2)
1𝑖𝑛 +

𝑑𝐾
(2)
2𝑖𝑛

𝑑𝑧

]︁
𝑧=ℎ1

,

[︁
(𝑎

(1)
2 −𝑎(1)6 )𝑗𝑛𝐾

(1)
2𝑖𝑛−𝑎

(1)
1

𝑑𝐾
(1)
1𝑖𝑛

𝑑𝑧

]︁
𝑧=ℎ1

= 𝑎8
𝑎
(1)
1

𝑎
(2)
1

[︁
(𝑎

(2)
2 −𝑎(2)6 )𝑗𝑛𝐾

(2)
2𝑖𝑛−𝑎

(2)
1

𝑑𝐾
(2)
1𝑖𝑛

𝑑𝑧

]︁
𝑧=ℎ1

,

Λ(1)𝑑𝐾
(1)
3𝑖𝑛

𝑑𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=ℎ1

= Λ(2)𝑑𝐾
(2)
3𝑖𝑛

𝑑𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=ℎ1

, (31)

𝑧 = ℎ :
[︁
𝑎
(2)
1

𝑑𝐾
(2)
1𝑖𝑛

𝑑𝑧
+ (𝑎

(2)
6 − 𝑎

(2)
2 )𝑗𝑛𝐾

(2)
2𝑖𝑛

]︁
𝑧=ℎ

= 0,[︁𝑑𝐾(2)
2𝑖𝑛

𝑑𝑧
+ (𝑎

(2)
2 − 𝑎

(2)
1 )𝑗𝑛𝐾

(2)
1𝑖𝑛

]︁
𝑧=ℎ

= 0,
[︁Λ(2)

𝛼

𝑑𝐾
(2)
3𝑖𝑛

𝑑𝑧
+𝐾

(2)
3𝑖𝑛

]︁
𝑧=ℎ

= 0 (32)

и 𝑁 (𝑗)
𝑒𝑖𝑛 = 𝑁

(𝑗)
𝑒𝑖𝑛

(︀
𝜇𝑖𝑛, 𝑧

)︀
(𝑒 = 1, 2, 3, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 = 0, 1, . . . ):

−𝑗2𝑛𝑁
(𝑗)
1𝑖𝑛 + 𝑎

(𝑗)
1

𝑑2𝑁
(𝑗)
1𝑖𝑛

𝑑𝑧2
− 𝑎

(𝑗)
2 𝑗𝑛

𝑑𝑁
(𝑗)
2𝑖𝑛

𝑑𝑧
+ 𝑎

(𝑗)
3 𝑗𝑛𝑁

(𝑗)
3𝑖𝑛 = 0,
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−𝑎(𝑗)1 𝑗2𝑛𝑁
(𝑗)
2𝑖𝑛 +

𝑑2𝑁
(𝑗)
2𝑖𝑛

𝑑𝑧2
+ 𝑎

(𝑗)
2 𝑗𝑛

𝑑𝑁
(𝑗)
1𝑖𝑛

𝑑𝑧
− 𝑎

(𝑗)
3

𝑑𝑁
(𝑗)
3𝑖𝑛

𝑑𝑧
= 0, (33)

−𝑗2𝑛𝑁
(𝑗)
3𝑖𝑛 +

𝑑2𝑁
(𝑗)
3𝑖𝑛

𝑑𝑧2
+ 𝜇𝑖𝑛

(︁
𝑎
(𝑗)
5 𝑗𝑛𝑁

(𝑗)
1𝑖𝑛 + 𝑎

(𝑗)
5

𝑑𝑁
(𝑗)
2𝑖𝑛

𝑑𝑧
+ 𝑎

(𝑗)
4 𝑁

(𝑗)
3𝑖𝑛

)︁
= 0;

𝑧 = 0 :
[︁
𝑎
(1)
6 𝑗𝑛𝑁

(𝑗)
1𝑖𝑛 +

𝑑𝑁
(𝑗)
2𝑖𝑛

𝑑𝑧

]︁
𝑧=0

= 0,[︁𝑑𝑁 (𝑗)
1𝑖𝑛

𝑑𝑧
− 𝑗𝑛𝑁

(𝑗)
2𝑖𝑛

]︁
𝑧=0

= 0, 𝑁
(𝑗)
3𝑖𝑛

⃒⃒
𝑧=0

= 0; (34)

𝑧 = ℎ1 :
{︀
𝑁

(1)
1𝑖𝑛, 𝑁

(1)
2𝑖𝑛, 𝑁

(1)
3𝑖𝑛

}︀⃒⃒
𝑧=ℎ1

=
{︀
𝑁

(2)
1𝑖𝑛, 𝑁

(2)
2𝑖𝑛, 𝑁

(2)
3𝑖𝑛

}︀⃒⃒
𝑧=ℎ1

,[︁
𝑗𝑛𝑁

(1)
2𝑖𝑛 −

𝑑𝑁
(1)
1𝑖𝑛

𝑑𝑧

]︁
𝑧=ℎ1

= 𝑎8

[︁
𝑗𝑛𝑁

(2)
2𝑖𝑛 −

𝑑𝑁
(2)
1𝑖𝑛

𝑑𝑧

]︁
𝑧=ℎ1

,[︁
𝑎
(1)
6 𝑗𝑛𝑁

(1)
1𝑖𝑛+

𝑑𝑁
(1)
2𝑖𝑛

𝑑𝑧
−𝑎(1)3 𝑁

(1)
3𝑖𝑛

]︁
𝑧=ℎ1

= 𝑎
(1)
7

𝑎
(1)
3

𝑎
(2)
3

[︁
𝑎
(2)
6 𝑗𝑛𝑁

(2)
1𝑖𝑛+

𝑑𝑁
(2)
2𝑖𝑛

𝑑𝑧
−𝑎(2)3 𝑁

(2)
3𝑖𝑛

]︁
𝑧=ℎ1

,

Λ(1)𝑑𝑁
(1)
3𝑖𝑛

𝑑𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=ℎ1

= Λ(2)𝑑𝑁
(2)
3𝑖𝑛

𝑑𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=ℎ1

; (35)

𝑧 = ℎ :
[︁
𝑎
(2)
6 𝑗𝑛𝑁1𝑖𝑛 +

𝜕𝑁2𝑖𝑛

𝜕𝑧
− 𝑎

(2)
3 𝑁3𝑖𝑛

]︁
𝑧=ℎ

= 0,
[︁𝜕𝑁1𝑖𝑛

𝜕𝑧
− 𝑗𝑛𝑁2𝑖𝑛

]︁
𝑧=ℎ

= 0,

[︁Λ(2)

𝛼

𝜕𝑁3𝑖𝑛

𝜕𝑧
+𝑁3𝑖𝑛

]︁
𝑧=ℎ

= 0. (36)

В равенствах (27)–(36) используются следующие обозначения:

{𝐾1𝑖𝑛,𝐾2𝑖𝑛,𝐾3𝑖𝑛} = {𝐾(1)
1𝑖𝑛,𝐾

(1)
2𝑖𝑛,𝐾

(1)
3𝑖𝑛}𝐻(ℎ1 − 𝑧) +

+ {𝐾(2)
1𝑖𝑛,𝐾

(2)
2𝑖𝑛,𝐾

(2)
3𝑖𝑛}𝐻(𝑧 − ℎ1),

{𝑁1𝑖𝑛, 𝑁2𝑖𝑛, 𝑁3𝑖𝑛} = {𝑁 (1)
1𝑖𝑛, 𝑁

(1)
2𝑖𝑛, 𝑁

(1)
3𝑖𝑛}𝐻(ℎ1 − 𝑧) +

+ {𝑁 (2)
1𝑖𝑛, 𝑁

(2)
2𝑖𝑛, 𝑁

(2)
3𝑖𝑛}𝐻(𝑧 − ℎ1);

𝐹𝐻 = −
∫︁ ℎ

0
(𝐹1𝐻𝐾1𝑖𝑛 + 𝐹2𝐻𝐾2𝑖𝑛 + 𝐹3𝐻𝐾3𝑖𝑛)𝑑𝑧 − 𝑎

(𝑗)
5

[︁
𝐾3𝑖𝑛

𝜕𝑊𝐻

𝜕𝑡

]︁
𝑧=ℎ

,

𝐺0𝐻 =

∫︁ ℎ

0
(𝑢0𝐻𝐾1𝑖𝑛 + 𝑤0𝐻𝐾2𝑖𝑛 + 𝑙0𝐻𝐾3𝑖𝑛)𝑑𝑧,

𝐻( · )— единичная функция Хэвисайда.
Задачи для трансформанты (27) 𝐺𝑖𝑛 и сопряженная однородная задача

(29), (30) относительно компонент ядра 𝐾1(𝜆𝑖𝑛, 𝑧), 𝐾2(𝜆𝑖𝑛, 𝑧), 𝐾3(𝜆𝑖𝑛, 𝑧) полу-
чены в результате применения вырожденного преобразования (25), а соотно-
шения (33), (34) построены путем использования в полученной (сопряженной)
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задаче (29), (30) аналогичного (25) КИП с1 компонентами ядра 𝑁1(𝜇𝑖𝑛, 𝑧),
𝑁2(𝜇𝑖𝑛, 𝑧), 𝑁3(𝜇𝑖𝑛, 𝑧).

Особенность полученных расчетных соотношений (27), (28) заключается
в том, что трансформанта нагрузки 𝐹𝐻 включает неоднородное граничное
условие. Для определения 𝐹𝐻 первоначально принимается 𝜕𝑊𝐻

𝜕𝑡

⃒⃒
𝑧=ℎ

= 0 с по-
следующим определением в процессе решения 𝜕𝑊𝐻

𝜕𝑡

⃒⃒
𝑧=ℎ

.
Системы (29), (33) приводятся к разрешающим дифференциальным урав-

нениям 6-го порядка относительно функций 𝐾(𝑗)
1 (𝜆𝑖𝑛, 𝑧), 𝑁

(𝑗)
1 (𝜇𝑖𝑛, 𝑧):(︁ 𝑑6

𝑑𝑟6
+ 𝑏

(𝑗)
1𝑖𝑛

𝑑4

𝑑𝑟4
+ 𝑏

(𝑗)
2𝑖𝑛

𝑑2

𝑑𝑟2
+ 𝑏

(𝑗)
3𝑖𝑛

)︁{︀
𝐾

(𝑗)
1𝑖𝑛, 𝑁

(𝑗)
1𝑖𝑛

}︀
= 0, (37)

которые допускают разложение на коммутативные сомножители 2-го порядка:[︁ 𝑑2
𝑑𝑧2

+ (𝐴
(𝑗)
𝑖𝑛 )2

]︁(︁ 𝑑2

𝑑𝑧2
− 𝑗2𝑛

)︁(︁ 𝑑2

𝑑𝑧2
− 𝑗2𝑛

)︁{︀
𝐾

(𝑗)
1𝑖𝑛, 𝑁

(𝑗)
1𝑖𝑛

}︀
= 0,

где
𝑏
(𝑗)
1𝑖𝑛 = 𝜉𝑖𝑛𝑏

(𝑗)
4 − 3𝑗2𝑛, 𝑏

(𝑗)
2𝑖𝑛 = (3𝑗2𝑛 − 2𝜉𝑖𝑛𝑏

(𝑗)
4 )𝑗2𝑛,

𝑏
(𝑗)
3𝑖𝑛 = (𝜉𝑖𝑛𝑏

(𝑗)
4 − 𝑗2𝑛)𝑗

4
𝑛, 𝑏

(𝑗)
4 = 𝑎

(𝑗)
3 𝑎

(𝑗)
5 + 𝑎

(𝑗)
4 ,

𝜉𝑖𝑛 = 𝜆𝑖𝑛 и 𝜉𝑖𝑛 = 𝜇𝑖𝑛 при решении соответственно задач (29), (30) и (33), (34),
𝐴

(𝑗)
𝑖𝑛 — действительный корень следующего бикубического уравнения:[︀

(𝐴
(𝑗)
𝑖𝑛 )2

]︀3 − 𝑏
(𝑗)
1𝑖𝑛

[︀
(𝐴

(𝑗)
𝑖𝑛 )2

]︀2
+ 𝑏

(𝑗)
2𝑖𝑛(𝐴

(𝑗)
𝑖𝑛 )2 − 𝑏

(𝑗)
3𝑖𝑛 = 0.

Общий интеграл дифференциальных уравнений (33) имеет вид

{𝐾(𝑗)
1𝑖𝑛, 𝑁

(𝑗)
1𝑖𝑛} = {𝐷(𝑗)

1𝑖𝑛, 𝐸
(𝑗)
1𝑖𝑛} sin(𝐴

(𝑗)
𝑖𝑛 𝑧) + {𝐷(𝑗)

2𝑖𝑛, 𝐸
(𝑗)
2𝑖𝑛} cos(𝐴

(𝑗)
𝑖𝑛 𝑧) +

+ {𝐷(𝑗)
3𝑖𝑛, 𝐸

(𝑗)
3𝑖𝑛} exp(𝑗𝑛𝑧) + {𝐷(𝑗)

4𝑖𝑛, 𝐸
(𝑗)
4𝑖𝑛} exp(−𝑗𝑛𝑧) +

+ {𝐷(𝑗)
5𝑖𝑛, 𝐸

(𝑗)
5𝑖𝑛}𝑧 exp(𝑗𝑛𝑧) + {𝐷(𝑗)

6𝑖𝑛, 𝐸
(𝑗)
6𝑖𝑛}𝑧 exp(−𝑗𝑛𝑧). (38)

Использование связи между компонентами преобразований, полученных
в результате приведения (29), (33) к (37), дает выражения для 𝐾

(𝑗)
2𝑖𝑛(𝜆𝑖𝑛, 𝑧),

𝐾
(𝑗)
3𝑖𝑛(𝜆𝑖𝑛, 𝑧), 𝑁

(𝑗)
2𝑖𝑛(𝜇𝑖𝑛, 𝑧), 𝑁

(𝑗)
3𝑖𝑛(𝜇𝑖𝑛, 𝑧):

𝐾
(𝑗)
2𝑖𝑛 = −𝐷(𝑗)

1𝑖𝑛

𝐴
(𝑗)
𝑖𝑛

𝑗𝑛
cos(𝐴

(𝑗)
𝑖𝑛 𝑧) +𝐷

(𝑗)
2𝑖𝑛

𝐴
(𝑗)
𝑖𝑛

𝑗𝑛
sin(𝐴

(𝑗)
𝑖𝑛 𝑧)−

−𝐷
(𝑗)
3𝑖𝑛 exp(𝑗𝑛𝑧) +𝐷

(𝑗)
4𝑖𝑛 exp(−𝑗𝑛𝑧) +𝐷

(𝑗)
5𝑖𝑛𝑗

−1
𝑛 (𝑏

(𝑗)
5 − 𝑗𝑛𝑧) exp(𝑗𝑛𝑧) +

+𝐷
(𝑗)
6𝑖𝑛𝑗

−1
𝑛 (𝑏

(𝑗)
5 + 𝑗𝑛𝑧) exp(−𝑗𝑛𝑧), (39)

𝐾
(𝑗)
3𝑖𝑛 =

𝑗2𝑛 + (𝐴
(𝑗)
𝑖𝑛 )2

𝜆𝑖𝑛𝑎
(𝑗)
5 𝑗𝑛

[︀
𝐷

(𝑗)
1𝑖𝑛 sin(𝐴

(𝑗)
𝑖𝑛 𝑧) +𝐷

(𝑗)
2𝑖𝑛 cos(𝐴

(𝑗)
𝑖𝑛 𝑧)

]︀
−

− 𝑎
(𝑗)
3 𝑏

(𝑗)
6𝑖𝑛

[︀
𝐷

(𝑗)
5𝑖𝑛 exp(𝑗𝑛𝑧)−𝐷

(𝑗)
6𝑖𝑛 exp(−𝑗𝑛𝑧)

]︀
,
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𝑁
(𝑗)
2𝑖𝑛 = −𝐸(𝑗)

1𝑖𝑛

𝐴
(𝑗)
𝑖𝑛

𝑗𝑛
cos(𝐴

(𝑗)
𝑖𝑛 𝑧) + 𝐸

(𝑗)
2𝑖𝑛

𝐴
(𝑗)
𝑖𝑛

𝑗𝑛
sin(𝐴

(𝑗)
𝑖𝑛 𝑧)− 𝐸

(𝑗)
3𝑖𝑛 exp(𝑗𝑛𝑧) +

+ 𝐸
(𝑗)
4𝑖𝑛 exp(−𝑗𝑛𝑧) + 𝐸

(𝑗)
5𝑖𝑛𝑗

−1
𝑛 (𝑏

(𝑗)
5 − 𝑗𝑛𝑧) exp(𝑗𝑛𝑧) +

+ 𝐸
(𝑗)
6𝑖𝑛𝑗

−1
𝑛 (𝑏

(𝑗)
5 + 𝑗𝑛𝑧) exp(−𝑗𝑛𝑧),

𝑁
(𝑗)
3𝑖𝑛 =

𝑗2𝑛 + (𝐴
(𝑗)
𝑖𝑛 )2

𝑎
(𝑗)
3 𝑗𝑛

[︀
𝐸

(𝑗)
1𝑖𝑛 sin(𝐴

(𝑗)
𝑖𝑛 𝑧) + 𝐸

(𝑗)
2𝑖𝑛 cos(𝐴

(𝑗)
𝑖𝑛 𝑧)

]︀
−

− 𝑎
(𝑗)
5 𝑏

(𝑗)
6𝑖𝑛

[︀
𝐸

(𝑗)
5𝑖𝑛 exp(𝑗𝑛𝑧) + 𝐸

(𝑗)
6𝑖𝑛 exp(−𝑗𝑛𝑧)

]︀
.

Здесь

𝑏
(𝑗)
5 = 1 +

2𝑎
(𝑗)
1 𝑎

(𝑗)
4

𝑎
(𝑗)
3 𝑎

(𝑗)
5 + 𝑎

(𝑗)
2 𝑎

(𝑗)
4

, 𝑏
(𝑗)
6𝑖𝑛 =

2𝑎
(𝑗)
1

𝜉𝑖𝑛(𝑎
(𝑗)
3 𝑎

(𝑗)
5 + 𝑎

(𝑗)
2 𝑎

(𝑗)
4 )

.

Подстановка (38), (39) в граничные условия (30), (34) позволяет сформи-
ровать две системы алгебраических уравнений, решение которых дает воз-
можность определить постоянные интегрирования 𝐷

(𝑗)
1𝑖𝑛, . . . , 𝐷

(𝑗)
6𝑖𝑛, 𝐸(𝑗)

1𝑖𝑛, . . . ,

𝐸
(𝑗)
6𝑖𝑛 и собственные значения 𝜆𝑖𝑛, 𝜇𝑖𝑛.

Окончательные выражения для функций 𝑈(𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑊 (𝑟, 𝑧, 𝑡), 𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) по-
лучаются последовательным использованием формул обращения (26), (10)
к трансформанте (28). В результате с учетом (9), (16) имеем:

𝑈(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 2

∞∑︁
𝑛=1

𝐽1(𝑗𝑛𝑟)

𝐽0(𝑗𝑛)2

[︂
𝐻1(𝑛, 𝑧, 𝑡) +

∞∑︁
𝑛=1

𝐺(𝜆𝑖𝑛, 𝑛, 𝑡)𝑁1(𝜇𝑖𝑛, 𝑧)‖𝐾𝑖𝑛‖−2

]︂
,

𝑊 (𝑟, 𝑧, 𝑡) =
1 + 𝑣(𝑗)

𝐸(𝑗)
𝑟2𝑃1(𝑧, 𝑡) +𝑊1(𝑡)+

+ 2
∞∑︁
𝑛=0

𝐽0(𝑗𝑛𝑟)

𝐽0(𝑗𝑛)2

[︂
𝐻2(𝑛, 𝑧, 𝑡) +

∞∑︁
𝑖=1

𝐺(𝜆𝑖𝑛, 𝑛, 𝑡)𝑁2(𝜇𝑖𝑛, 𝑧)‖𝐾𝑖𝑛‖−2

]︂
, (40)

𝑇 (𝑟, 𝑧, 𝑡) = 2

∞∑︁
𝑛=0

𝐽0(𝑗𝑛𝑟)

𝐽0(𝑗𝑛)2

[︂
𝐻3(𝑛, 𝑧, 𝑡) +

∞∑︁
𝑖=1

𝐺(𝜆𝑖𝑛, 𝑛, 𝑡)𝑁3(𝜇𝑖𝑛, 𝑧)‖𝐾𝑖𝑛‖−2

]︂
.

Полученные выражения в виде рядов являются сходящимися в силу пол-
ноты систем функций {𝐽𝑣(𝑗𝑛𝑟)}∞𝑛=0 на интервале 𝑟 ∈ [0, 1] и {𝐾𝑒𝑖𝑛(𝜆𝑖𝑛, 𝑧),
𝑁𝑒𝑖𝑛(𝜇𝑖𝑛, 𝑧)}∞𝑖=1 на участке 𝑧 ∈ [0, ℎ].

Заключительным этапом исследования является определение функций
𝑊1(𝑡), 𝑃1(𝑧, 𝑡), 𝐻1(𝑛, 𝑧, 𝑡), 𝐻2(𝑛, 𝑧, 𝑡), 𝐻3(𝑛, 𝑧, 𝑡).

Сначала рассматривается случай действия только температурной нагруз-
ки 𝜔1, 𝜗 (𝑃1 = 0). Тогда 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3 определяются из условия упрощений
правых частей уравнений (20):

𝑗2𝑛𝐻1 − 𝑎
(𝑗)
1

𝜕2𝐻1

𝜕𝑧2
+ 𝑎

(𝑗)
2 𝑗𝑛

𝜕𝐻2

𝜕𝑧
− 𝑎

(𝑗)
3 𝑗𝑛𝐻3 = 0,

𝑎
(𝑗)
1 𝑗2𝑛𝐻2 −

𝜕2𝐻2

𝜕𝑧2
− 𝑎

(𝑗)
2 𝑗𝑛

𝜕𝐻1

𝜕𝑧
+ 𝑎

(𝑗)
3

𝜕𝐻3

𝜕𝑧
= 0, 𝑗2𝑛𝐻3 −

𝜕2𝐻3

𝜕𝑧2
= 0.
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В результате формируются системы уравнений относительно 𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧),
𝑓11(𝑧) и 𝑓3(𝑧), 𝑓4(𝑧), 𝑓12(𝑧), решение которых с учетом условий (17) позволяет
определить 𝐻1, 𝐻2, 𝐻3.

Функция 𝑊1(𝑡) определяется из условия 𝑊 (1, ℎ, 𝑡) = 0:

𝑊1(𝑡) = −2

∞∑︁
𝑛=0

𝐽0(𝑗𝑛)
−1

[︂
𝐻2(𝑛, ℎ, 𝑡) +

∞∑︁
𝑖=1

𝐺(𝜆𝑖𝑛, 𝑛, 𝑡)𝑁
(2)
2 (𝜇𝑖𝑛, ℎ)‖𝐾𝑖𝑛‖−2

]︂
.

Затем к цилиндрической поверхности пластины прикладываются каса-
тельные напряжения 𝑃1(𝑧, 𝑡) (𝜔1 = 𝜗 = 0). Условия уравновешенности пла-
стины, парности и неразрывности касательных напряжений∫︁ ℎ

0
𝑃1(𝑧, 𝑡)𝑑𝑧 = 0, 𝑃1|𝑧=0,ℎ1,ℎ = 0

позволяют записать 𝑃1(𝑧, 𝑡) в виде следующей зависимости:

𝑃1(𝑧, 𝑡) = 𝑆0𝑊1(𝑡)
[︁ℎ− ℎ1

ℎ1
sin

(︁ 𝜋
ℎ1
𝑧
)︁
𝐻(ℎ1 − 𝑧)−

− sin
(︁ 𝜋

ℎ− ℎ1
(𝑧 − ℎ1)

)︁
𝐻(𝑧 − ℎ1)

]︁
. (41)

Функции 𝐻1, 𝐻2 также вычисляются из условия упрощений правых ча-
стей дифференциальных уравнений (20):

𝑗2𝑛𝐻1 − 𝑎
(𝑗)
1

𝜕2𝐻1

𝜕𝑧2
+ 𝑎

(𝑗)
2 𝑗𝑛

𝜕𝐻2

𝜕𝑧
= 0, 𝑎

(𝑗)
1 𝑗2𝑛𝐻2 −

𝜕2𝐻2

𝜕𝑧2
− 𝑎

(𝑗)
2 𝑗𝑛

𝜕𝐻1

𝜕𝑧
= 0.

В этом случае образуются системы дифференциальных уравнений отно-
сительно функций 𝑓5(𝑧), 𝑓6(𝑧); 𝑓7(𝑧), 𝑓8(𝑧) и 𝑓9(𝑧), 𝑓10(𝑧), которые решаются
при удовлетворении граничных условий (17).

Сумма двух результатов расчета позволяет определить постоянную 𝑆0 из
условия интегрального равенства нулю вертикальных перемещений цилин-
дрической поверхности пластины:∫︁ ℎ

0
𝑊 (1, 𝑧, 𝑡max)𝑑𝑧 = 0.

3. Численный анализ результатов. Выводы. Рассмотрим случай дей-
ствия на верхней лицевой поверхности (𝑧* = 0) упругой системы (𝑏 = 1 м)
температурной нагрузки

𝜔*
1(𝑟*, 𝑡*) =

(︁
1− 𝑟*

𝑏

)︁
𝑇max

[︁
sin

(︁ 𝜋

2𝑡max
𝑡*

)︁
𝐻(𝑡*max − 𝑡*) +𝐻(𝑡* − 𝑡*max)

]︁
(42)

при известной температуре внешней среды 𝜗* = 293K (20 ℃); коэффициент
теплоотдачи между поверхностью пластины и воздухом 𝛼 = 8.7Вт/(м2 · K).
Здесь 𝑇max = 𝑇 *

max − 𝑇0; 𝑇 *
max, 𝑡*max — максимальное значение температурной
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нагрузки и время, при котором тепловое внешнее воздействие достигает наи-
большей величины в размерной форме (𝑇 *

max = 373K (100 ℃), 𝑇0 = 293K
(20 ℃), 𝑡*max = 10 с).

Двухслойная пластина (𝑏 = 1 м), изготовленная из стали (𝑗 = 1) и пла-
стика (𝑗 = 2), имеет следующие физико-механические характеристики мате-
риалов:

{𝐸(1), 𝐸(2)} = {20, 0.33} × 1010 Па, {Λ(1),Λ(2)} = {50, 0.2} Вт/(м · K),

{𝑣(1), 𝑣(2)} = {0.28, 0.33}, {𝑐(1)𝜀 , 𝑐(2)𝜀 } = {3.8, 0.23} × 106 Дж/(м3 · K),

{𝛼(1)
𝑡 , 𝛼

(2)
𝑡 } = {1.2, 8} × 10−5 1/K.

На рис. 2, 3 представлены графики изменения температурного поля
𝑇 *(0, 𝑧, 𝑡), перемещений 𝑊 *(0, 𝑧, 𝑡) и компоненты тензора напряжений
𝜎𝑟𝑟(𝑟, 𝑧, 𝑡) по пространственным переменным в различные моменты време-
ни 𝑡. Анализ численных результатов расчета позволяет сделать следующие
выводы.

Рис. 2. Графики изменения температуры в конструкции по аксиальной координате 𝑧 в раз-
личные моменты времени: ℎ1 = ℎ2 = 0.1, 1 — 𝑡 = 𝑡max, 2 — 𝑡 = 550 𝑡max, 3 — 𝑡 = 1100 𝑡max

(сверху) и ℎ1 = ℎ2 = 0.05, 1 — 𝑡 = 𝑡max, 2 — 𝑡 = 150 𝑡max, 3 — 𝑡 = 300 𝑡max (снизу)
[Figure 2. Graphs of temperature changes in the structure along the axial coordinate at various
points in time: ℎ1 = ℎ2 = 0.1, 1 — 𝑡 = 𝑡max, 2 — 𝑡 = 550 𝑡max, 3 — 𝑡 = 1100 𝑡max (at the top of the
figure), and ℎ1 = ℎ2 = 0.05, 1 — 𝑡 = 𝑡max, 2 — 𝑡 = 150 𝑡max, 3 — 𝑡 = 300 𝑡max (at the bottom)]
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Рис. 3. Графики изменения температуры, перемещений и напряжений в металлической
части конструкции (ℎ = 0.2); сплошные линии — с учетом связанности термоупругих полей;
пунктирные линии — без учета связанности термоупругих полей; метки сверху: 1 — 𝑡 = 𝑡max,
2 — 𝑡 = 100 𝑡max; метки по середине: 1 — 𝑧 = ℎ, 2 — 𝑧 = ℎ1, 𝑡max = 1.3 · 10−4; метки снизу:

1 — 𝑡 = 𝑡max, 2 — 𝑡 = 1100 𝑡max

[Figure 3. Graphs of temperature, displacement and stress changes in the metal part of
the structure (ℎ = 0.2); the solid lines correspond to the solution with the connectivity of
thermoelastic fields; the dashed lines correspond to the solution without the connectivity of
thermoelastic fields; labels at the top: 1 — 𝑡 = 𝑡max, 2 — 𝑡 = 100 𝑡max; labels in the middle:
1 — 𝑧 = ℎ, 2 — 𝑧 = ℎ1, 𝑡max = 1.3 · 10−4; labels at the bottom: 1 — 𝑡 = 𝑡max, 2 — 𝑡 = 1100 𝑡max]
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1. При достижении температурной нагрузкой максимальных значений
𝑡 = 𝑡max, 𝑡max = 𝑘(1)𝑏−2𝑡*max вследствие большой теплопроводности ме-
талла на внутренней поверхности стальной части пластины (рис. 2,
кривые 1) наблюдается достаточно высокая температура:

𝑇 *(0, ℎ1, 𝑡max) = 63℃, ℎ1 = 0.1;
𝑇 *(0, ℎ1, 𝑡max) = 71℃, ℎ1 = 0.05.

При этом толщина пластины оказывает существенное влияние на вре-
мя полного прогрева конструкции и на температуру ее нижней (𝑧 = ℎ)
лицевой поверхности. Для толстой (ℎ=0.2) пластины 𝑇 *(0, ℎ, 𝑡)= 60℃,
𝑡 = 1100 𝑡max, а для более тонкой (ℎ=0.1) конструкции 𝑇 *(0, ℎ, 𝑡)= 64℃,
𝑡 = 300 𝑡max (рис. 2, кривые 3).

2. Связанность термоупругих полей приводит к уменьшению температу-
ры пластины (рис. 3 сверху), росту перемещений (рис. 3 по середине),
что приводит к увеличению радиальной компоненты тензора напряже-
ний 𝜎𝑟𝑟(𝑟, 0, 𝑡) (рис. 3 снизу) до 10 % во время ее прогрева. Наибольший
эффект связанности полей наблюдается в центре пластины при до-
стижении температурной нагрузкой максимальных значений 𝑡 = 𝑡max

(рис. 3 снизу кривая 1).
3. При достижении температурной нагрузкой максимальных значений

(𝑡 = 𝑡max) верхняя лицевая поверхность пластины (𝑧 = 0) на участ-
ке 0 6 𝑟 < 0.55 испытывает растяжение в радиальной плоскости, а на
оставшемся участке — сжатие. Однако в процессе прогрева конструк-
ции область сжатия увеличивается и при установившемся тепловом
режиме 𝑡 = 1100 𝑡max данная плоскость будет сжата, а напряжения
𝜎𝑟𝑟(𝑟, 0, 𝑡)— постоянны (рис. 3 снизу, кривая 2).

В заключение следует отметить, что построенный алгоритм расчета поз-
воляет также исследовать начально-краевые задачи термоупругости для мно-
гослойной пластины в случае действия силовой нагрузки и кинематического
воздействия на ее лицевых поверхностях, а также учитывать воздействие
внутренних источников тепла, расположенных в области соединения слоев.

На рис. 4, 5 приведены графики, позволяющие сделать выводы о влиянии
приближенного выполнения граничного условия 𝑊 (1, 𝑧, 𝑡) = 0

(︀
𝜕𝑊
𝜕𝑧

⃒⃒
𝑟=1

= 0
)︀

на напряженно-деформированное состояние упругой системы:
1) аппроксимация касательных напряжений 𝜎𝑟𝑧(1, 𝑧, 𝑡) с помощью функ-

ции 𝑃1(𝑧, 𝑡) позволяет существенно снизить градиент вертикальных пе-
ремещений

(︀
𝜕𝑊
𝜕𝑧

)︀
по аксиальной координате при 𝑟 = 1 (рис. 4, кри-

вая 1) по сравнению с соответствующей величиной при 𝑟 = 0 (рис. 4,
кривая 2);

2) учет функции 𝑃1(𝑧, 𝑡) в приближенном представлении (41) приводит
к увеличению касательных напряжений (рис. 5, кривые 2, 3). При этом
дальнейшее ее уточнение, связанное с использованием более сложной
зависимости по высоте пластины, не приводит к существенному изме-
нению численных значений касательных напряжений в пластине.

Кроме этого, решение задачи, когда к цилиндрической поверхности пла-
стины прикладываются касательные напряжения 𝑃1(𝑧, 𝑡) (𝜔1 = 𝜗 = 0), при-
водит к несущественному изменению остальных компонент тензора напряже-
ний и температурного поля, за исключением 𝜎𝑧𝑧 в приграничном слое.
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Рис. 4. Степень сжатия конструкции по высоте: 1 — 𝑟 = 1, 2 — 𝑟 = 0

[Figure 4. The compression ratio of the structure in height: 1 — 𝑟 = 1, 2 — 𝑟 = 0]

Рис. 5. Графики изменения касательного напряжения по высоте конструкции; сплошные
линии — с учетом функции 𝑃1(𝑧, 𝑡max); пунктирные линии — без учета функции 𝑃1(𝑧, 𝑡max);

метки: 1 — 𝑟 = 1, 2 — 𝑟 = 0.8, 3 — 𝑟 = 0.5

[Figure 5. Graphs of shear stress changes along the structure’s height; the solid lines correspond
to the solution with the function 𝑃1(𝑧, 𝑡max); the dashed lines correspond to the solution without

the function 𝑃1(𝑧, 𝑡max); labels: 1 — 𝑟 = 1, 2 — 𝑟 = 0.8, 3 — 𝑟 = 0.5

Отметим, что при действии внешней температурной нагрузки в виде глад-
кой функции по радиальной координате (42) ряды, входящие в разложе-
ния (40), сходятся достаточно быстро, как правило, при 𝑛 = 0, 1, . . . , 10,
𝑖 = 0, 1, . . . , 10 (вычисление ряда заканчивается, когда численное значение по-
следнего члена ряда составляет меньше 1 % от суммы предыдущих членов).
В случае вычисления механических напряжений сходимость рядов ухудшает-
ся и количество учитываемых членом ряда (в среднем) увеличивается в два
раза.

Заключение. В представленной работе при использовании классической
теории термоупругости построено новое замкнутое решение осесимметричной
задачи для многослойной жесткозакрепленной пластины. Полученные рас-
четные соотношения позволяют учесть связанность температурных и упру-
гих полей.
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Использование приближенного выражения для функции касательных на-
пряжений не оказывает существенного влияния на напряженно-деформиро-
ванное состояние и температурное поле пластины.

Представленный алгоритм расчета позволяет также исследовать началь-
но-краевые задачи термоупругости для многослойной пластины в случае дей-
ствия силовой нагрузки и кинематического воздействия на ее лицевых по-
верхностях, а также учитывать воздействие внутренних источников тепла,
расположенных в области соединения слоев.
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Abstract

A new closed solution of an axisymmetric non-stationary problem is con-
structed for a rigidly fixed round layered plate in the case of temperature
changes on its upper front surface (boundary conditions of the 1st kind)
and a given convective heat exchange of the lower front surface with the
environment (boundary conditions of the 3rd kind).

The mathematical formulation of the problem under consideration in-
cludes linear equations of equilibrium and thermal conductivity (classical
theory) in a spatial setting, under the assumption that their inertial elastic
characteristics can be ignored when analyzing the operation of the structure
under study.

When constructing a general solution to a non-stationary problem de-
scribed by a system of linear coupled non-self-adjoint partial differential
equations, the mathematical apparatus for separating variables in the form
of finite integral Fourier–Bessel transformations and generalized biorthogo-
nal transformation (CIP) is used. A special feature of the solution construc-
tion is the use of a CIP based on a multicomponent relation of eigenvector
functions of two homogeneous boundary value problems, with the use of a
conjugate operator that allows solving non-self-adjoint linear problems of
mathematical physics. This transformation is the most effective method for
studying such boundary value problems.

The calculated relations make it possible to determine the stress-strain
state and the nature of the distribution of the temperature field in a rigid
round multilayer plate at an arbitrary time and radial coordinate of external
temperature influence. In addition, the numerical results of the calculation
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allow us to analyze the coupling effect of thermoelastic fields, which leads to
a significant increase in normal stresses compared to solving similar problems
in an unrelated setting.
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