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Аннотация

Разработана методика изучения влияния упрочняющей обработки на
форму концентраторов напряжений в виде сквозных круговых отвер-
стий в пластинах после процедуры поверхностно-пластического дефор-
мирования.

Рассмотрены две модельные задачи:
– определение геометрической конфигурации кругового концентра-

тора напряжения, вырезанного в прямоугольной пластине, под-
вергшейся опережающему поверхностно-пластическому деформи-
рованию;

– определение геометрической конфигурации кругового концентра-
тора напряжения в круговой цилиндрической пластине, поверх-
ность которого подверглась поверхностно-пластическому дефор-
мированию.

Приведены феноменологические методы восстановления полей оста-
точных напряжений и пластических деформаций в пластинах после про-
цедуры упрочнения. Краевые задачи реконструкции напряженно-дефор-
мированного состояния сведены к корректным задачам фиктивной тер-
моупругости. На модельных расчетах для прямоугольной пластины из
сплава ЭП742 и круговой цилиндрической пластины из сплава ЭИ698
проиллюстрирована адекватность предлагаемых подходов.

Получены профили образующих концентраторов напряжений плит.
В случае опережающего поверхностного пластического деформирова-
ния верхней грани квадратной шарнирно опертой пластины толщиной
10 мм максимальное смещение образующей относительно первоначаль-
ной конфигурации составило около 4 мкм. Показано, что с уменьше-
нием толщины пластины максимальное смещение образующей убывает.
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Влияние поверхностного пластического упрочнения . . .

В случае упрочнения поверхности кругового концентратора напряжений
цилиндрической пластины максимальное смещение образующей концен-
тратора напряжений составило около 1.4 мкм для пластин, опертых
шарнирно и с жесткой заделкой боковой грани. Показано, что с умень-
шением радиуса отверстия смещение образующей возрастает.

Ключевые слова: остаточные напряжения, пластические деформации,
концентратор напряжений.

Получение: 11 мая 2023 г. / Исправление: 28 августа 2023 г. /
Принятие: 19 сентября 2023 г. / Публикация онлайн: 28 сентября 2023 г.

Введение. Проблема увеличения ресурса производимых машинострои-
тельными комплексами элементов конструкций не теряет своей актуально-
сти и сегодня. Для решения данной проблемы разработано большое коли-
чество технологических методов и подходов, наиболее распространенным из
которых является упрочнение поверхностным пластическим деформирова-
нием [1–7]. Применение этой технологии, с одной стороны, действительно
позволяет достичь улучшения характеристик износостойкости, микротвер-
дости, сопротивления усталости детали, а с другой стороны, естественным
образом приводит к появлению остаточных технологических пластических
деформаций и к короблению деталей — изменению их первоначальной гео-
метрической конфигурации. Знание того, насколько существенным являет-
ся влияние процедуры упрочнения на первоначальную геометрию детали,
оказывается необходимым, поскольку допуски на вариации геометрических
параметров поставляемых деталей регламентированы нормативной техниче-
ской документацией. Поэтому целью данной работы является изучение на-
пряженно-деформированного состояния (НДС) после процедуры поверхност-
ного пластического упрочнения прямоугольных и круговых в плане пластин
с круговым сквозным концентратором напряжений.

Главной возникающей задачей является реконструкция НДС образцов по-
сле упрочнения, поскольку эта информация используется в качестве началь-
ных данных, например, для краевых задач ползучести упрочненных элемен-
тов конструкций [8, 9] либо в критериальных зависимостях для оценки пре-
дела их выносливости [1, 2, 4–7,10–12].

Аналитический обзор литературы в данном направлении показал, что су-
ществует несколько подходов к ее решению. Большой группой исследовате-
лей применяются экспериментальные подходы [10,12–14], основанные на ме-
ханических разрушающих методах и позволяющие определить максимум две
компоненты тензора остаточных напряжений. Другой подход связан с непо-
средственным моделированием процесса упрочнения [15–17], недостатком ко-
торого является невозможность полного учета всех стохастических факторов,
влияющих на процесс упрочнения. Применительно к целям настоящего иссле-
дования эффективным представляется третий подход [11,18–22], основанный
на модификации метода расчета по первоначальным деформациям, так как
он, во-первых, лишен недостатков указанных выше методов, а во-вторых,
позволяет свести обратную краевую задачу реконструкции остаточных на-
пряжений и пластических деформаций к корректной задаче фиктивной тер-
моупругости, имеющей единственное решение. Данный подход используется
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для решения следующих задач:
А) определение геометрической конфигурации кругового концентратора

напряжения, вырезанного в прямоугольной пластине, подвергшейся опе-
режающему поверхностно-пластическому деформированию1;

B) определение геометрической конфигурации кругового концентратора
напряжения в круговой цилиндрической пластине, поверхность кото-
рого подверглась поверхностно-пластическому деформированию.

1. Постановка и решение задачи А. В декартовой системе коорди-
нат 𝑂𝑥𝑦𝑧 рассматривается прямоугольная пластина толщиной 𝐻, в которой
вырезано сквозное круговое отверстие (концентратор напряжений) радиу-
сом 𝑅 (рис. 1). Перед вырезанием концентратора согласно методике опере-
жающего поверхностно-пластического деформирования верхняя грань пла-
стины (𝑧 = 0) подвергается ультразвуковому (механическому) упрочнению.
Вырезание концентратора напряжений (удаление части материала пласти-
ны) приводит к перераспределению напряжений и вызывает деформацион-
ные процессы, в результате которых происходит изменение геометрической
конфигурации исходного кругового концентратора напряжений.

Рис. 1. Схематическое изображение прямоугольной пластины со сквоз-
ным круговым отверстием (концентратором напряжений)

[Figure 1. Schematic representation of a rectangular plate with a through
circular hole (stress concentrator)

1.1. Реконструкция полей остаточных напряжений и пластичес-
ких деформаций в прямоугольной пластине (аналитическое реше-
ние). В соответствии с технологией опережающего деформирования на пер-
вом этапе упрочнению подвергается верхняя грань пластины без концентра-
тора напряжений. Поэтому сначала нужно выполнить реконструкцию НДС
прямоугольной пластины после ее упрочнения. Эта задача решена2 в [19]
в предположении, что все компоненты тензора остаточных напряжений есть
функции координаты 𝑧, с привлечением гипотезы плоских сечений и анизо-
тропии упрочнения. При этом получены следующие соотношения, в которых

1Под опережающим поверхностно-пластическим деформированием какого-либо образца
понимается процесс упрочнения гладкого образца методами поверхностно-пластического
деформирования c последующим нанесением на него концентратора напряжений.

2Здесь следует отметить, что полученное решение будет справедливо лишь для цен-
тральной области пластины, именно для той, где будет вырезаться концентратор напря-
жений.
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все выражается через компоненту остаточных напряжений 𝜎𝑥:

𝜎𝑦 =
1 + 𝛼𝜈

𝛼+ 𝜈
𝜎𝑥, 𝑞𝑥 = −𝛼(1− 𝜈2)

𝐸(𝛼+ 𝜈)
𝜎𝑥, (1)

𝑞𝑦 = − 1− 𝜈2

𝐸(𝛼+ 𝜈)
𝜎𝑥, 𝑞𝑧 =

(1 + 𝛼)(1− 𝜈2)

𝐸(𝛼+ 𝜈)
𝜎𝑥,

где 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧), 𝜎𝑦 = 𝜎𝑦(𝑧) — компоненты тензора остаточных напряжений;
𝑞𝑥 = 𝑞𝑥(𝑧), 𝑞𝑦 = 𝑞𝑦(𝑧), 𝑞𝑧 = 𝑞𝑧(𝑧)— компоненты тензора остаточных пла-
стических деформаций; 𝐸 — модуль Юнга; 𝜈 — коэффициент Пуассона; 𝛼—
феноменологический параметр, характеризующий анизотропию технологии
упрочнения [8]. Остальные компоненты тензоров остаточных напряжений
и пластических деформаций полагаются равными нулю, поскольку их зна-
чения (по модулю) на несколько порядков меньше, чем у представленных
в (1) [23].

Таким образом, для реконструкции НДС в прямоугольной пластине после
упрочнения ее верхней грани необходимо иметь непрерывное аналитическое
выражение для компоненты 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧), 0 6 𝑧 6 𝐻.

В дальнейших расчетах использовались экспериментальные данные в об-
ласти сжатия для компоненты 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧) после ультразвукового упрочнения
балки прямоугольного сечения из сплава ЭП742, соответствующие первому
режиму упрочнения из четырех представленных в работе [8], которые пред-
ставлены точками на рис. 2. Экстраполяция экспериментальных данных для
компоненты 𝜎𝑥 выполнена с использованием зависимости

𝜎𝑥(𝑧) = 𝜎0 − 𝜎1 exp
(︁
−(𝑧 − 𝑧*)2

𝑏2

)︁
, 0 6 𝑧 6 𝐻, (2)

где 𝑧* определяется из условия 𝜎𝑥(𝑧*) = min
06𝑧6𝐻

𝜎𝑥(𝑧), а 𝜎0, 𝜎1 и 𝑏— параметры,
методика определения которых с использованием условия самоуравновешен-
ности эпюры остаточных напряжений изложена в [19].

Для проведения модельных расчетов по влиянию геометрических пара-
метров пластины на изменение геометрии кругового концентратора напря-
жений использовались следующие значения: 𝐻 = {10, 8, 6, 4} мм, 𝐿 = 100 мм.
Соответствующие параметры полученных аппроксимаций (2) приведены
в таблице. Отклонения полученных аппроксимаций от экспериментальных
данных в среднеквадратической норме не превысили 5.75 %.

Отметим, что в случае ультразвукового упрочнения параметр 𝛼 = 1 [8] и
формулы (1) принимают вид

𝜎𝑦 = 𝜎𝑥, 𝑞𝑥 = 𝑞𝑦 = −1− 𝜈

𝐸
𝜎𝑥, 𝑞𝑧 =

2(1− 𝜈)

𝐸
𝜎𝑥. (3)

Значения параметров аппроксимации (2) для различных значений 𝐻
[The values of approximation parameters (2) for different values of 𝐻]

Thickness, 𝐻, mm 𝜎0, MPa 𝜎1, MPa 𝑏, mm

10 13.38 1100.98 0.0928
8 16.84 1104.64 0.0933
6 22.65 1110.05 0.0938
4 34.61 1120.81 0.0949
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В модельных расчетах использовались 𝐸 = 221 ГПа, 𝜈 = 1/3, соответствую-
щие сплаву ЭП742.

1.2. Реконструкция НДС в прямоугольной пластине (конечно-
элементное решение фиктивной термоупругой задачи). В данном пун-
кте описывается получение НДС в конечно-элементной модели прямоуголь-
ной пластины методом первоначальных деформаций [11,18–20] на основе ана-
литического решения (см. п. 1.1). В этом случае остаточные пластические
деформации 𝑞𝑖 = 𝑞𝑖(𝑧), 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, задаваемые соотношениями (3), моделиру-
ются фиктивными температурными:

𝑞𝑖(𝑧) = 𝛼𝑇
𝑖 (𝑧)(𝑇 (𝑧)− 𝑇0), 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, 0 6 𝑧 6 𝐻, (4)

где 𝑇 (𝑧)— фиктивный закон распределения температуры; 𝑇0 — начальное зна-
чение температуры; 𝛼𝑇

𝑖 (𝑧) = 𝛼𝑖(𝑇 (𝑧))— коэффициенты температурного рас-
ширения.

Используя известные решения 𝑞𝑖 = 𝑞𝑖(𝑧), 𝑖 = 𝑥, 𝑦, 𝑧, полученные в п. 1.1,
из соотношений (4) при наличии закона распределения температуры3 по тол-
щине пластины можно получить выражения для коэффициентов температур-
ного расширения и таким образом свести исходную задачу к фиктивной тер-
моупругой. После решения температурной задачи из соотношений (4) опре-
деляются законы 𝛼𝑇

𝑖 (𝑧), которые затем вместе с упругими константами ис-
пользуются как исходные данные для термоупругой задачи.

В итоге строится конечно-элементная модель с заданными температур-
ными деформациями и методом конечных элементов решается задача фик-
тивной термоупругости. Важно отметить, что для учета больших градиентов
распределений остаточных напряжений 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧) и 𝜎𝑦 = 𝜎𝑦(𝑧) требуется
довольно мелкая сетка в области, близкой к упрочняемой грани.

Выполнена проверка адекватности конечно-элементного расчета аналити-
ческому решению поставленной задачи для упрочненной пластины. На рис. 2
приведены распределения компонент остаточных напряжений, вычисленных
по формулам (3) и рассчитанных методом конечных элементов для шарнирно
опертой по кромкам нижней грани пластины.

Для компоненты 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧) наблюдается соответствие расчетных дан-
ных на основе решения краевой задачи фиктивной термпоупругости мето-
дом конечных элементов с экспериментальными данными и с результатами
аппроксимации (2), для компоненты 𝜎𝑦 = 𝜎𝑦(𝑧)— с зависимостью (2). При
этом расчетные данные по МКЭ и по аппроксимации (2) для указанных ком-
понент практически не различимы.

В п. 1.1 в аналитическом решении полагалось, что компоненты 𝜎𝑧, 𝜏𝑥𝑧
равны нулю. В полученном конечно-элементном решении они не нулевые.
Это связано с граничными условиями и особенностями метода конечных эле-
ментов, но их максимальные значения на три–четыре порядка меньше, чем
у компонент 𝜎𝑥 и 𝜎𝑦 (по модулю). Поэтому принятая гипотеза относительно
компонент 𝜎𝑧 и 𝜏𝑥𝑧 оправдана и можно сделать вывод о несущественности
влияния этих компонент на деформированное состояние пластины.

3Отметим, что фиктивный закон распределения температуры 𝑇 (𝑧) в соотношениях (4)
можно задавать произвольным, не заботясь о его реализуемости в задаче теплопроводно-
сти, поскольку вариативные исследования, выполненные в [19, 20], показали, что он не
влияет на конечное решение для остаточных напряжений в фиктивной термоупругой за-
даче.
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Рис. 2. Компоненты остаточных напряжений в прямоугольной пластине: маркеры — экс-
периментальные данные [8]; 1 — расчет по аппроксимации (2); 2 — решение фиктивной тер-

моупругой задачи
[Figure 2. Components of residual stresses in a rectangular plate: markers — experimental
data [8]; 1 — calculation by approximation (2); 2 — solution of a fictitious thermoelastic

problem]

1.3. Влияние наведенных полей остаточных напряжений на про-
филь кругового концентратора напряжений. На следующем этапе из
конечно-элементного разбиения пластины удалялись конечные элементы, со-
ответствующие круговому концентратору напряжений радиусом 10 мм.
В оставшихся конечных элементах сохранялись температурные деформации,
соответствующие пластине без концентратора напряжений. Получившаяся
в результате этих действий конечно-элементная схема с заданными началь-
ными деформациями разрешалась в рамках фиктивной термоупругости.

На рис. 3 приведены профили концентраторов напряжений, полученные
в результате конечно-элементного расчета, для разных значений 𝐻 толщи-
ны пластины в сечении плоскостью 𝑥𝑂𝑧 (см. рис. 1). Здесь 𝛿 = 𝑥 − 𝑅— ве-
личина смещения расчетного профиля концентратора от его первоначально
прямолинейной образующей (линия 𝛿 = 0 на рис. 3). Из представленных ре-
зультатов видно, что с уменьшением толщины пластины величина смещения
первоначально прямой образующей уменьшается. Максимальное смещение
образующей в проведенных расчетах не превысило 4.5 мкм.

На рис. 4 приведены эпюры величины 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧) для различных значе-
ний расстояний Δ = (𝑥2 + 𝑦2)1/2 −𝑅 от границы концентратора напряжений
в сечении плоскостью 𝑥𝑂𝑧 (𝑦 = 0). Из приведенных эпюр следует, что вбли-
зи границы концентратора происходит существенное снижение (по модулю)
остаточных напряжений. Компонента 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧) асимптотически приближа-
ется к соответствующему распределению для пластины без концентратора
напряжений и уже для значения Δ = 30 мм оба распределения остаточных
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напряжений (кривые 5, 6 на рис. 4) практически совпадают. Этот факт также
может служить одним из элементов проверки сходимости конечно-элемент-
ного решения поставленной задачи.

2. Постановка и решение задачи B. В цилиндрической системе ко-
ординат 𝑂𝑟𝜃𝑧 рассматривается круговая цилиндрическая пластина с радиу-
сом 𝑅1 и толщиной 𝐻 со сквозным круговым концентратором напряжений
радиусом 𝑅 (рис. 5). Внутренняя поверхность (𝑟 = 𝑅) концентратора напря-
жений подвергается поверхностно-пластическому деформированию. Требует-
ся определить изменение геометрических параметров внутренней поверхно-
сти концентратора, которое возникает из-за перераспределения остаточных
напряжений.

2.1. Реконструкция НДС в круговой цилиндрической пластине
после упрочнения внутренней поверхности концентратора (анали-
тическое решение). Пусть 𝜎𝑟, 𝜎𝜃, 𝜎𝑧 — радиальная, окружная и осевая ком-
поненты тензора остаточных напряжений, а 𝑞𝑟, 𝑞𝜃, 𝑞𝑧 — соответствующие им
компоненты тензора пластических деформаций, возникающие после проце-
дуры поверхностного упрочнения поверхности концентратора. В работе [9]
разработана методика,4 позволяющая при наличии экспериментально полу-
ченной компоненты 𝜎𝜃 = 𝜎𝜃(𝑟) провести реконструкцию НДС в круговой
цилиндрической пластине после процедуры изотропного5упрочнения поверх-
ности концентратора по следующим формулам (𝑅 6 𝑟 6 𝑅1):

𝜎𝑟(𝑟) =
1

𝑟

∫︁ 𝑟

𝑅
𝜎𝜃(𝑡)𝑑𝑡, (5)

𝑞𝜃(𝑟) = − 1− 2𝜈

𝐸(1 + 𝜈)𝑟
3

1+𝜈

∫︁ +∞

𝑟
𝑡
2−𝜈
1+𝜈
[︀
𝜎𝑟(𝑡) + 2𝜎𝜃(𝑡)

]︀
𝑑𝑡−

− 1− 𝜈

𝐸
𝜎𝜃(𝑟) +

𝜈

𝐸
𝜎𝑟(𝑟), (6)

𝑞𝜃(𝑟) = 𝑞𝑧(𝑟) = −𝑞𝑟(𝑟)/2, (7)
𝜎𝑧(𝑟) = −𝐸𝑞𝑧(𝑟) + 𝜈

(︀
𝜎𝑟(𝑟) + 𝜎𝜃(𝑟)

)︀
. (8)

В дальнейших расчетах использовались экспериментальные данные в об-
ласти сжатия для компоненты 𝜎𝜃 = 𝜎𝜃(𝑟), приведенные в работе [9] для
упрочненного цилиндрического образца из сплава ЭИ6986 радиусом 3.76 мм
и представленные на рис. 6 маркерами (точки), где ℎ = 𝑟−𝑅— глубина упроч-
ненного слоя. Считаем эту эпюру (в области сжатия) модельной и для рас-
сматриваемой задачи. Экстраполяция экспериментальных данных для всей
области 𝑅 6 𝑟 6 𝑅1 (𝑅 = 10 мм, 𝑅1 = 50 мм) компоненты 𝜎𝜃 выполнена
с использованием зависимости

𝜎𝜃(𝑟) = 𝜎0 exp
(︁
−(𝑅− 𝑟)2

𝑙2

)︁
− 𝜎1 exp

(︁
−(𝑅− 𝑟)2

𝑏2

)︁
, (9)

4Данная методика предполагает, что при упрочнении поверхности концентратора не
возникают вторичные пластические деформации, а недиагональные компоненты тензоров
остаточных напряжений и пластических деформаций малы (в сравнении с диагональны-
ми). Также привлекается гипотеза о наведении пластических деформаций на цилиндриче-
ской поверхности как на полупространстве.

5В предположении 𝑞𝜃(𝑟) = 𝑞𝑧(𝑟).
6Сплаву ЭИ698 соответствуют следующие упругие константы: 𝐸 = 200 ГПа, 𝜈 = 1/3.
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Рис. 3. Расчетные профили круговых концентраторов напряжений для различных значе-
ний толщины пластины 𝐻: 1 — 4 мм; 2 — 6 мм; 3 — 8 мм; 4 — 10 мм

[Figure 3. Calculated profiles of a circular stress concentrators for various values of plate thick-
ness 𝐻: 1—4 mm; 2—6 mm; 3—8 mm; 4—10 mm]

Рис. 4. Эпюры величины 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧) для различных значений расстояний Δ от границы
концентратора напряжений: 1 — 0.1 мм; 2 — 0.5 мм; 3 — 5 мм; 4 — 20 мм; 5 — 30 мм; 6 — для

пластины без концентратора напряжений
[Figure 4. Diagrams of the value 𝜎𝑥 = 𝜎𝑥(𝑧) for various values of distances Δ from the boundary
of the stress concentrator: 1—0.1 mm; 2—0.5 mm; 3—5 mm; 4—20 mm; 5—30 mm; 6—for

a plate without the stress concentrator]

Рис. 5. Схематическое изображение круговой цилиндрической пластины со сквозным кру-
говым отверстием (концентратором напряжений)

[Figure 5. Schematic representation of a circular cylindrical plate with a through circular hole
(stress concentrator)]
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где 𝜎0, 𝜎1 и 𝑏, 𝑙— параметры, методика определения которых с использова-
нием условия самоуравновешенности эпюры остаточных напряжений изло-
жена в [9]. Для используемых экспериментальных данных (см. маркеры на
рис. 6) получены следующие параметры аппроксимации (9): 𝜎0 = 118.9 МПа,
𝜎1 = 1118.9 МПа, 𝑏 = 0.106 мм, 𝑙 = 1 мм. Результат расчета компоненты 𝜎𝜃
по (9) показан на рис. 6 сплошной линией 1. Остальные компоненты оста-
точных напряжений и пластических деформаций определялись по 𝜎𝜃 = 𝜎𝜃(𝑟)
на основании (5)–(8), но в качестве верхнего предела интегрирования в (6)
использовалась величина 𝑅1.

2.2. Влияние наведенных полей остаточных напряжений на про-
филь кругового концентратора напряжений. Методика определения
влияния наведенных полей остаточных напряжений на профиль кругового
концентратора напряжений в круглой цилиндрической пластине аналогична
соответствующей методике для прямоугольной пластины (см. п. 1.3): сна-
чала по формулам (5)–(8) с применением аппроксимации (9) выполняется
реконструкция остаточных напряжений и пластических деформаций. Далее
остаточные пластические деформации моделируются фиктивными темпера-
турными с помощью соотношений

𝑞𝑖(𝑟) = 𝛼𝑇
𝑖 (𝑟)(𝑇 (𝑟)− 𝑇0), 𝑖 = 𝑟, 𝜃, 𝑧, 𝑅 6 𝑟 6 𝑅1.

Отметим, что здесь волевым решением был выбран линейный закон распре-
деления температуры:

𝑇 (𝑟) = 𝑎𝑟 + 𝑏, 𝑇 (𝑅) = 100℃, 𝑇 (𝑅1) = 20℃.

Затем методом конечных элементов решается осесимметричная задача
фиктивной термоупругости, при этом в области упрочнения создается более
мелкая расчетная сетка.

Для проведения модельных расчетов по влиянию геометрических пара-
метров пластины на изменение геометрии кругового концентратора напря-
жений использовались следующие значения: 𝑅1 = {5; 7.5; 10} мм, 𝑅 = 10 мм,
𝐻 = 50 мм. Вычисления проводились при трех вариантах закрепления: шар-
нирное опирание нижней грани пластины, шарнирное опирание верхней и
нижней граней плиты, жесткая заделка боковой поверхности пластины.

На рис. 6 для расчетного случая 𝑅1 = 50 мм, 𝑅 = 10 мм и 𝐻 = 50 мм
приведены главные компоненты остаточных напряжений в сечении 𝑧 = 𝐻/2
круглой цилиндрической пластины после упрочнения поверхности кругово-
го концентратора напряжений, полученные по формулам (5)–(9) (линии 1)
и решением фиктивной термоупругой задачи методом конечных элементов
(линии 2). Согласно представленным данным эпюры компонент, получен-
ных этими методами, за исключением компоненты 𝜎𝑟(𝑟), практически сов-
падают. Для компоненты 𝜎𝑟(𝑟) отклонение решения фиктивной термоупру-
гой задачи от решения, полученного по формулам (5)–(9), составляет Δ =

= max
𝑟∈[𝑅1,𝑅]

|𝜎(1)
𝑟 (𝑟) − 𝜎

(2)
𝑟 (𝑟)| < 1 МПа, где 𝜎(1)

𝑟 (𝑟) соответствует решению по

формулам (5)–(9), 𝜎(2)
𝑟 (𝑟)— решению фиктивной термоупругой задачи мето-

дом конечных элементов. Отметим, что значения величины 𝜎𝑟(𝑟) в области
сжатия меньше (по модулю) значений величин 𝜎𝜃(𝑟) и 𝜎𝑧(𝑟) на два-три по-
рядка, поэтому компонента 𝜎𝑟(𝑟) не оказывает существенного влияния на

484



Влияние поверхностного пластического упрочнения . . .

деформированное состояние цилиндрической пластины с круговым концен-
тратором напряжений. Полученные данные демонстрируют хорошее соответ-
ствие решений, полученных по обеим методикам.

На рис. 7 приведены графики профиля образующей кругового концен-
тратора после упрочнения его поверхности для различных радиусов концен-
тратора и для различных вариантов закрепления образца, здесь 𝑓 = 𝑟 − 𝑅,
0 6 𝑧 6 𝐻. Видно, что изменение первоначально прямолинейной образующей
концентратора увеличивается с уменьшением радиуса концентратора напря-
жений и для проведенных модельных расчетов является незначительным.

Рис. 6. Компоненты остаточных напря-
жений в сечении 𝑧 = 𝐻/2 круглой ци-
линдрической пластины после упрочне-
ния поверхности кругового концентра-
тора напряжений: маркеры — экспери-
ментальные данные [9]; 1 — расчет по
формулам (5)–(9); 2 — решение фиктив-

ной термоупругой задачи

[Figure 6. Components of residual stresses in the section 𝑧 = 𝐻/2 of a round cylindrical plate
after hardening the surface of a circular stress concentrator: markers—experimental data [9];

1—calculation by formulae (5)–(9); 2—solution of a fictitious thermoelastic problem]

Рис. 7. Профиль образующей концентратора напряжений после упрочнения: 𝑅 = 10 мм
(1), 𝑅 = 7.5 мм (2), 𝑅 = 5 мм (3); a — при шарнирном опирании нижней грани пластины,

b — при жесткой заделке боковой поверхности пластины
[Figure 7. Profile of the generatrix of the stress concentrator after hardening: 𝑅 = 10 mm (1),
𝑅 = 7.5 mm (2), 𝑅 = 5 mm (3); a—when hinged support of the lower surface of the plate,

b—when rigidly fixed to the side surface of the plate
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Выводы. В настоящей работе разработана методика, позволяющая изу-
чить влияние упрочняющей обработки на геометрическую конфигурацию
концентраторов напряжений в виде сквозных круговых отверстий в пласти-
нах после процедуры поверхностно-пластического деформирования.

Для рассмотренных модельных задач получены следующие результаты.
В случае опережающего поверхностного пластического деформирования верх-
ней грани квадратной шарнирно опертой пластины толщиной 10 мм макси-
мальное смещение образующей относительно первоначальной конфигурации
составило около 4 мкм. Показано, что с уменьшением толщины пластины
максимальное смещение образующей убывает. В случае упрочнения поверх-
ности кругового концентратора напряжений цилиндрической пластины мак-
симальное смещение образующей концентратора напряжений составило око-
ло 1.4 мкм для пластин, опертых шарнирно и с жесткой заделкой боковой
грани. Показано, что с уменьшением радиуса отверстия смещение образую-
щей возрастает.

Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
Финансирование. Исследование выполнено за счет гранта Российского научного
фонда № 23–29–00434, https://rscf.ru/project/23-29-00434/.
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The influence of surface plastic hardening
on the geometric parameters of circular
stress concentrators in plates
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Abstract

A methodology for studying the influence of strengthening treatment on
the shape of stress concentrators in the form of through circular holes in
plates after surface-plastic deformation has been developed.

Two model problems have been considered:
– determination of the geometric configuration of a circular stress con-

centrator cut in a rectangular plate subjected to prior surface-plastic
deformation;

– determination of the geometric configuration of a circular stress con-
centrator in a circular cylindrical plate whose surface has undergone
surface-plastic deformation.

Phenomenological methods for restoring residual stress fields and plas-
tic deformations in plates after the strengthening procedure are presented.
Boundary problems of reconstructing the stress-strain state are reduced to
well-posed fictitious thermoelasticity problems. The adequacy of the pro-
posed approaches has been illustrated through computational modeling for
a rectangular plate made of EP742 alloy and a circular cylindrical plate
made of EI698 alloy.

Profiles of the generatrix of the stress concentrators in plates have been
obtained. In the case of prior surface-plastic deformation of the upper surface
of a square hinged-supported plate with a thickness of 10 mm, the maximum
displacement of the generatrix relative to the initial configuration was ap-
proximately 4 µm. It has been shown that with a decrease in plate thickness,
the maximum displacement of the formation decreases. In the case of surface
strengthening of the circular stress concentrator in the cylindrical plate, the
maximum displacement of the stress concentrator formation was approxi-
mately 1.4 µm for plates supported by hinges and with rigid fixation of the
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side surface. It has been demonstrated that with a decrease in the radius of
the hole, the displacement of the formation increases.

Keywords: residual stresses, plastic deformations, stress concentrator.
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