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Аннотация
Рассмотрена задача с динамическим краевым условием, учитываю-

щим наличие демпфера при закреплении, для гиперболического урав-
нения на плоскости и доказана ее однозначная разрешимость. Динами-
ческое условие, содержащее производные первого порядка как по про-
странственной, так и по переменной времени, приводит к несамосопря-
женной задаче, что затрудняет применение методов спектрального ана-
лиза. Однако эти трудности преодолены и существование единственного
решения поставленной задачи доказано. Основным инструментом до-
казательства являются априорные оценки в пространствах Соболева,
выведенные в процессе работы над статьей. Предложены способы полу-
чения приближенного решения, в качестве частного случая рассмотрен
пример одномерного волнового уравнения и получено точное решение
задачи с динамическим условием.
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Введение. В статье рассматривается задача отыскания в ограниченной
области 𝑄𝑇 = (0, 𝑙)× (0, 𝑇 ) решения гиперболического уравнения

𝑢𝑡𝑡 − (𝑎(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥)𝑥 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (1)

удовлетворяющего начальным данным

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0 (2)

и краевым условиям
𝑢(0, 𝑡) = 0,

𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) + 𝛾𝑢𝑡(𝑙, 𝑡) = 0.
(3)

Второе из условий (3) содержит производные первого порядка как по 𝑥, так
и по 𝑡, что можно интерпретировать как упругое закрепление правого конца
стержня при наличии некоего демпфера [1, с. 44]. Хорошо известно, что эта
задача является несамосопряженной и, стало быть, исследование разрешимо-
сти сталкивается с дополнительными трудностями, не свойственными самосо-
пряженным задачам [2–4]. Это утверждение легко иллюстрируется попыткой
применить метод разделения переменных даже для частного случая уравне-
ния (1), а именно, для уравнения колебаний струны. Некоторые результаты
в исследовании задач с краевыми условиями, содержащими производную по
времени первого порядка, для одномерных гиперболических уравнений по-
лучены в статьях [5, 6].

Заметим, что краевые задачи с динамическими условиями, к которым
относится и второе из (3), вызывают интерес [7–13], и не только как мате-
матический объект. При проектировании и эксплуатации различных инже-
нерных конструкций надежность является важнейшим параметром. Обеспе-
чение надежности базируется на выявлении внешних и внутренних факто-
ров, воздействующих на изделие, обоснованном выборе материалов и кон-
структивных схем. При этом должны быть учтены не только максимальные
и минимальные значения параметров, но и динамика их изменения, в том
числе вибрационное воздействие, ветровые и ударные нагрузки и их сочета-
ния. Отметим статью [12], в которой авторы рассматривают много приме-
ров тех физических процессов, которые приводят к описанной выше задаче
для уравнения колебаний струны, а также обсуждают сферы применения
эффектов этих процессов, в том числе в биологии и медицине. Аналогич-
ные процессы наблюдаются и при закреплении некоторых деталей механиз-
мов или строительных конструкций [14–16], однако в этих случаях может
возникнуть необходимость использовать более общее, чем уравнение коле-
баний струны, гиперболическое уравнение. На этапе проектирования иссле-
дование динамических свойств конструкций выполняют на математических
моделях. Математические модели реальных физических процессов сложны,
для их изучение обычно используются различные численные методы. Однако
для эффективного применения полученных при этом результатов необходимо
аналитическое исследование математической модели, имеющее своей целью
найти и обосновать условия разрешимости задачи.

Именно поэтому в предлагаемой статье рассматривается линейное гипер-
болическое уравнение с переменными коэффициентами и доказывается су-
ществование единственного и достаточно гладкого решения задачи (1)–(3),
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а именно, доказана принадлежность решения поставленной задачи простран-
ству 𝑊 2

2 (𝑄𝑇 ), что дает возможность получения как приближенных, так и,
в частных случаях, точных решений задачи.

Не менее важным результатом мы считаем возможность получения точ-
ного решения задачи в явном виде для частных случаев уравнения (1). За-
метим, что приближенные решения, в том числе и не только для уравнения
колебаний, можно получить, используя один из этапов реализации схемы до-
казательства существования решения задачи (1)–(3).

1. Постановка задачи. Приступим к изучению вопроса о разрешимости
задачи (1)–(3). Обозначим

𝑊 (𝑄𝑇 ) = {𝑢(𝑥, 𝑡) : 𝑢 ∈𝑊 1
2 (𝑄𝑇 ), 𝑢𝑡(𝑙, 𝑡) ∈ 𝐿2(0, 𝑇 )},

�̂� (𝑄𝑇 ) = {𝑣(𝑥, 𝑡) : 𝑣 ∈𝑊 (𝑄𝑇 ), 𝑣(0, 𝑡) = 0, 𝑣(𝑥, 𝑇 ) = 0}.
Следуя известной процедуре [17, с. 210, 113], в предположении, что 𝑢— глад-
кое решение задачи (1)–(3), 𝑣(𝑥, 𝑡)— произвольная гладкая функция, удовле-
творяющая условиям 𝑣(𝑥, 𝑇 ) = 0, 𝑣(0, 𝑡) = 0, выведем равенство∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
(−𝑢𝑡𝑣𝑡 + 𝑎𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑐𝑢𝑣)𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
𝛼(𝑡)𝑢𝑡(𝑙, 𝑡)𝑣(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝑓(𝑥, 𝑡)𝑣(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡, (4)

где 𝛼(𝑡) = 𝛾𝑎(𝑙, 𝑡).

Определение. Обобщенным решением задачи (1)–(3) будем называть фун-
кцию 𝑢(𝑥, 𝑡) ∈𝑊 (𝑄𝑇 ), удовлетворяющую условию 𝑢(𝑥, 0) = 0 и тождеству (4)
для любой 𝑣 ∈ �̂� (𝑄𝑇 ).

2. Разрешимость задачи в 𝑊 (𝑄𝑇 ). Справедлива следующая теорема.
Теорема 1. Пусть выполняются следующие условия:

𝑎, 𝑎𝑡, 𝑎𝑡𝑡, 𝑐 ∈ 𝐶(�̄�𝑇 ), 𝑎(𝑥, 𝑡) > 0 ∀(𝑥, 𝑡) ∈ �̄�𝑇 , 𝑓 ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ), 𝛾 > 0.

Тогда существует единственное обобщенное решение задачи (1)–(3).
Д о к а з ат е л ь ств о. Единственность решения. Предположим, что су-

ществует два различных решения этой задачи, 𝑢1(𝑥, 𝑡) и 𝑢2(𝑥, 𝑡). Тогда их
разность 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢1(𝑥, 𝑡)− 𝑢2(𝑥, 𝑡) удовлетворяет условию 𝑢(𝑥, 0) = 0 и тож-
деству ∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
(−𝑢𝑡𝑣𝑡 + 𝑎𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑐𝑢𝑣)𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
𝛼(𝑡)𝑢𝑡(𝑙, 𝑡)𝑣(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 = 0. (5)

Выберем в тождестве (5) функцию 𝑣(𝑥, 𝑡), положив

𝑣(𝑥, 𝑡) =

⎧⎨⎩
∫︁ 𝑡

𝜏
𝑢(𝑥, 𝜂)𝑑𝜂, 0 6 𝑡 6 𝜏,

0, 𝜏 6 𝑡 6 𝑇,

где 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ] произвольно.
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Элементарные преобразования тождества (5), состоящие, как обычно, в ин-
тегрировании по частям с выбранной указанным образом функцией 𝑣(𝑥, 𝑡),
приводят к равенству∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑢2(𝑥, 𝜏) + 𝑎(𝑥, 0)𝑣2𝑥(𝑥, 0)

]︀
𝑑𝑥+ 2

∫︁ 𝜏

0
𝛼(𝑡)𝑢2(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 =

= 2

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑐𝑣𝑣𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡−

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑎𝑡𝑣

2
𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁ 𝜏

0
𝛼′′(𝑡)𝑣2(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡+ 𝛼′(𝑡)𝑣2(𝑙, 0). (6)

Так как в силу условия теоремы 𝛼(𝑡) > 0 из (6) вытекает неравенство∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑢2(𝑥, 𝜏) + 𝑎(𝑥, 0)𝑣2𝑥(𝑥, 0)

]︀
𝑑𝑥+ 2

∫︁ 𝜏

0
𝛼(𝑡)𝑢2(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 6

6 2

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑐𝑣𝑣𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑎𝑡𝑣

2
𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜏

0
𝛼′′(𝑡)𝑣2(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
+ |𝛼′(𝑡)𝑣2(𝑙, 0)|. (7)

Оценим правую часть неравенства (7).
Заметим, что из условий теоремы следует существование положительных

чисел 𝑎0, 𝑎1, 𝑐0 таких, что

min
�̄�𝑇

𝑎(𝑥, 𝑡) > 𝑎0, max
�̄�𝑇

|𝑎, 𝑎𝑡, 𝑎𝑡𝑡| 6 𝑎1, max
�̄�𝑇

|𝑐(𝑥, 𝑡)| 6 𝑐0.

Тогда, применив неравенство Коши к первому слагаемому правой части нера-
венства, получим∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑢2(𝑥, 𝜏) + 𝑎0𝑣

2
𝑥(𝑥, 0)

]︀
𝑑𝑥+ 2

∫︁ 𝜏

0
𝛼(𝑡)𝑢2(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 6

6 𝑐0

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
(𝑣2 + 𝑣2𝑡 )𝑑𝑥𝑑𝑡+

+ 𝛾𝑎1

(︂∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑣2𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁ 𝜏

0
𝑣2(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡+ 𝑣2(𝑙, 0)

)︂
. (8)

Теперь для оценки двух последних слагаемых правой части (8) применим
неравенства

𝑣2(𝑙, 𝑡) 6 2𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑣2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+

2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑣2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥,

𝑣2(𝑙, 𝑡) 6 𝜀
∫︁ 𝑙

0
𝑣2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥+ 𝑐(𝜀)

∫︁ 𝑙

0
𝑣2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥, (9)

первое из которых легко следует из представления [13]

𝑣(𝑙, 𝑡) =

∫︁ 𝑙

𝑥
𝑣𝜉(𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 + 𝑣(𝑥, 𝑡),
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а второе является частным случаем неравенства (6.24) монографии О. А. Ла-
дыженской [17, с. 77]. Тогда∫︁ 𝜏

0
𝑣2(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 6 2𝑙

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑣2𝑥(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡+

2

𝑙

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑣2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡,

𝑣2(𝑙, 0) 6 𝜀
∫︁ 𝑙

0
𝑣2𝑥(𝑥, 0)𝑑𝑥+ 𝑐(𝜀)

∫︁ 𝑙

0
𝑣2(𝑥, 0)𝑑𝑥.

Выберем 𝜀 так, чтобы 𝑎0 − 𝛾𝑎1𝜀 > 0, положив, например, 𝜀 = 𝑎0/(2𝑎1𝛾),

и перенесем слагаемое 𝛾𝑎1𝜀
∫︁ 𝑙

0
𝑣2𝑥(𝑥, 0)𝑑𝑥 в левую часть неравенства (8).

Для завершения оценки нам потребуется еще неравенство

𝑣2(𝑥, 𝑡) 6 𝜏
∫︁ 𝜏

0
𝑢2(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡,

которое является следствием представления функции 𝑣(𝑥, 𝑡). В результате
получим∫︁ 𝑙

0
[𝑢2(𝑥, 𝜏) +

𝑎0
2
𝑣2𝑥(𝑥, 0)]𝑑𝑥+ 2

∫︁ 𝜏

0
𝛼(𝑡)𝑢2(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 6

6𝑀1

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑢2(𝑥, 𝑡) + 𝑣2𝑥(𝑥, 𝑡)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑡, (10)

где 𝑀1 зависит лишь от 𝑎0, 𝑎1, 𝑐0, 𝑙, 𝑇.

Введем функцию 𝑤(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑢𝑥(𝑥, 𝜂)𝑑𝜂. Тогда, как нетрудно заметить,

𝑣𝑥(𝑥, 𝑡) = 𝑤(𝑥, 𝑡)− 𝑤(𝑥, 𝜏), 𝑣𝑥(𝑥, 0) = −𝑤(𝑥, 𝜏),

𝑣2𝑥(𝑥, 𝑡) 6 2𝑤2(𝑥, 𝑡) + 2𝑤2(𝑥, 𝜏).

Учитывая эти соотношения, из (10) получим∫︁ 𝑙

0

[︁
𝑢2(𝑥, 𝜏) +

𝑎0
2
𝑤2(𝑥, 𝜏)

]︁
𝑑𝑥+ 2

∫︁ 𝜏

0
𝛼(𝑡)𝑢2(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 6

6 2𝑀1𝜏

∫︁ 𝑙

0
𝑤2(𝑥, 𝜏)𝑑𝑥+ 2𝑀1

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑢2(𝑥, 𝑡) + 𝑤2(𝑥, 𝑡)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑡. (11)

Пользуясь произволом 𝜏 , выберем его так, чтобы 𝑎0−4𝑀1𝜏 > 0. Для опреде-
ленности будем считать, что 𝑎0−4𝑀1𝜏 > 𝑎0/2. Тогда первое слагаемое правой
части (11) можно перенести в левую часть, и для всех 𝜏 ∈ [0, 𝑎0/(8𝑀1)] будет
справедливо неравенство

𝑚0

∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑢2(𝑥, 𝜏) + 𝑤2(𝑥, 𝜏)

]︀
𝑑𝑥 6 2𝑀1

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑢2(𝑥, 𝑡) + 𝑤2(𝑥, 𝑡)

]︀
𝑑𝑥𝑑𝑡,

где 𝑚0 = min{1, 𝑎0/4}, применение к которому неравенства Гронуолла мо-
ментально влечет выполнение равенства 𝑢(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑎0/(8𝑀1)]. Повто-
ряя рассуждения для 𝜏 ∈ [𝑎0/(8𝑀1), 𝑎0/(4𝑀1)] и продолжая этот процесс,
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мы за конечное число шагов убедимся в том, что 𝑢(𝑥, 𝑡) = 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], что
и приводит к противоречию с предположением о существовании более одного
решения.

Существование решения. Доказательство существования обобщенного ре-
шения проведем по следующей схеме:

– построим последовательность приближенных решений;
– выведем априорную оценку;
– покажем, что полученная оценка позволяет выделить слабо сходящуюся

подпоследовательность;
– убедимся в том, что предел выделенной подпоследовательности и есть

искомое решение.
Перейдем к реализации этой схемы. Пусть функции 𝑤𝑘 ∈𝐶2[0, 𝑙], 𝑤𝑘(0)= 0,

образуют линейно независимую и полную в 𝑊 1
2 (0, 𝑙) систему. Будем искать

приближенное решение задачи в виде

𝑢𝑚(𝑥, 𝑡) =

𝑚∑︁
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑡)𝑤𝑘(𝑥)

из соотношений∫︁ 𝑙

0
(𝑢𝑚𝑡𝑡𝑤𝑗 + 𝑎𝑢𝑚𝑥 𝑤

′
𝑗 + 𝑐𝑢𝑚𝑤𝑗)𝑑𝑥+ 𝑤𝑗(𝑙)𝛼(𝑡)𝑢

𝑚
𝑡 (𝑙, 𝑡) =

∫︁ 𝑙

0
𝑓(𝑥, 𝑡)𝑤𝑗(𝑥)𝑑𝑥. (12)

Дополнив соотношения (12), которые представляют собой систему линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений относительно 𝑐𝑘(𝑡), начальны-
ми условиями 𝑐𝑘(0) = 0, 𝑐′𝑘(0) = 0, приходим к задаче Коши, разрешимость
которой гарантирована условиями теоремы. Действительно, подставив в (12)
функции 𝑢𝑚(𝑥, 𝑡), получим

𝑚∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘𝑗𝑐
′′
𝑘(𝑡) +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘𝑗(𝑡)𝑐
′
𝑘(𝑡) +

𝑚∑︁
𝑘=1

𝐷𝑘𝑗(𝑡)𝑐𝑘(𝑡) = 𝑓𝑗(𝑡), (13)

𝐴𝑘𝑗 =

∫︁ 𝑙

0
𝑤𝑘(𝑥)𝑤𝑗(𝑥)𝑑𝑥, 𝐵𝑘𝑗(𝑡) = 𝛼(𝑡)𝑤𝑘(𝑙)𝑤𝑗(𝑙),

𝐷𝑘𝑗(𝑡) =

∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑎(𝑥, 𝑡)𝑤′

𝑘(𝑥)𝑤
′
𝑗(𝑥) + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑤𝑘(𝑥)𝑤𝑗(𝑥)

]︀
𝑑𝑥,

𝑓𝑗(𝑡) =

∫︁ 𝑙

0
𝑓(𝑥, 𝑡)𝑤𝑗(𝑥)𝑑𝑥.

Система (13) разрешима относительно старших производных в силу линей-
ной независимости функций 𝑤𝑘(𝑥), условия теоремы гарантируют ограничен-
ность ее коэффициентов, а свободные члены 𝑓𝑗 ∈ 𝐿1(0, 𝑇 ). Но тогда задача
Коши для системы (13) однозначно разрешима, причем 𝑐′′𝑘 ∈ 𝐿1(0, 𝑇 ).

Это, в свою очередь, означает, что последовательность приближенных ре-
шений построена.

Для дальнейших шагов в доказательстве существования обобщенного ре-
шения поставленной задачи нам потребуется априорная оценка, к выводу
которой мы и перейдем.
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Умножим каждое из равенств (12) на 𝑐′𝑗(𝑡), просуммируем по 𝑗 от 1 до 𝑚,
а затем проинтегрируем от 0 до 𝜏 , в результате чего придем к равенству∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0

(︀
𝑢𝑚𝑡𝑡𝑢

𝑚
𝑡 + 𝑎𝑢𝑚𝑥 𝑢

𝑚
𝑥𝑡 + 𝑐𝑢𝑚𝑢𝑚𝑡

)︀
𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁ 𝜏

0
𝛼(𝑡)

(︀
𝑢𝑚𝑡 (𝑙, 𝑡)

)︀2
𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝜏

0
𝑓(𝑥, 𝑡)𝑢𝑚𝑡 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡. (14)

Интегрируя по частям, преобразуем (14). Получим равенство

1

2

∫︁ 𝑙

0

[︀
(𝑢𝑚𝑡 (𝑥, 𝜏))

2 + 𝑎(𝑥, 𝜏)(𝑢𝑚𝑥 (𝑥, 𝜏))
2
]︀
𝑑𝑥+

∫︁ 𝜏

0
𝛼(𝑡)(𝑢𝑚𝑡 (𝑙, 𝑡))

2𝑑𝑡 =

=
1

2

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑎𝑡(𝑢

𝑚
𝑥 )

2𝑑𝑥𝑑𝑡−
∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑐𝑢𝑚𝑢𝑚𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑓𝑢𝑚𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡,

из которого следует неравенство∫︁ 𝑙

0

[︀
(𝑢𝑚𝑡 (𝑥, 𝜏))

2 + 𝑎(𝑥, 𝜏)(𝑢𝑚𝑥 (𝑥, 𝜏))
2
]︀
𝑑𝑥+ 2

∫︁ 𝜏

0
𝛼(𝑡)(𝑢𝑚𝑡 (𝑙, 𝑡))

2𝑑𝑡 6

6
∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
|𝑎𝑡|(𝑢𝑚𝑥 )2𝑑𝑥𝑑𝑡+ 2

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑐𝑢𝑚𝑢𝑚𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
+ 2

⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑓𝑢𝑚𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡

⃒⃒⃒⃒
. (15)

Применяя условия теоремы и неравенство Коши, а также очевидное неравен-
ство

(𝑢𝑚(𝑥, 𝜏))2 6 𝜏
∫︁ 𝜏

0
(𝑢𝑚𝑡 (𝑥, 𝑡))

2𝑑𝑡,

с помощью той же техники, что и при доказательстве единственности реше-
ния, из (15) получим неравенство∫︁ 𝑙

0

[︀
(𝑢𝑚)2 + (𝑢𝑚𝑡 )

2 + (𝑢𝑚𝑥 )
2
]︀
𝑡=𝜏

𝑑𝑥+ 𝛾

∫︁ 𝜏

0
(𝑢𝑚𝑡 (𝑙, 𝑡))

2𝑑𝑡 6

6𝑀2

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0

[︀
(𝑢𝑚)2 + (𝑢𝑚𝑡 )

2 + (𝑢𝑚𝑥 )
2
]︀
𝑑𝑥𝑑𝑡+𝑀3

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑓2𝑑𝑥𝑑𝑡, (16)

где 𝛾, 𝑀𝑖 зависят лишь от постоянных 𝑐0, 𝑎0, 𝑎1 и не зависят от 𝑚. В част-
ности,∫︁ 𝑙

0

[︀
(𝑢𝑚)2 + (𝑢𝑚𝑡 )

2 + (𝑢𝑚𝑥 )
2
]︀
𝑡=𝜏

𝑑𝑥 6

6𝑀2

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0

[︀
(𝑢𝑚)2 + (𝑢𝑚𝑡 )

2 + (𝑢𝑚𝑥 )
2
]︀
𝑑𝑥𝑑𝑡+𝑀3

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑓2𝑑𝑥𝑑𝑡.

Из этого неравенства, справедливого для любого 𝑚, в силу леммы Гронуолла
вытекает априорная оценка

‖𝑢𝑚‖𝑊 1
2 (𝑄𝑇 ) 6 𝑅. (17)
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Из неравенства (16) с помощью (17) теперь легко получить еще одну оценку:

‖𝑢𝑚𝑡 (𝑙, · )‖𝐿2(0,𝑇 ) 6 𝑟. (18)

Следовательно, ‖𝑢𝑚‖𝑊 (𝑄𝑇 ) ограничена и из построенной последовательно-
сти {𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)} приближенных решений можно выделить слабо сходящуюся
в 𝑊 (𝑄𝑇 ) подпоследовательность, за которой во избежание громоздкой запи-
си сохраним прежнее обозначение.

Покажем, что предел выделенной подпоследовательности, 𝑢 ∈ 𝑊 (𝑄𝑇 ),
и есть искомое приближенное решение.

Умножим каждое из равенств (12) на 𝑑𝑗 ∈ 𝐶1(0, 𝑇 ), 𝑑𝑗(𝑇 ) = 0, просум-
мируем по 𝑙 от 1 до 𝑚, а затем проинтегрируем от 0 до 𝑇 . После инте-
грирования первого слагаемого полученного равенства по частям, обозначив

𝜂(𝑥, 𝑡) =
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑑𝑗(𝑡)𝑤𝑗(𝑥), получим

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
(−𝑢𝑚𝑡 𝜂𝑡 + 𝑎𝑢𝑚𝑥 𝜂𝑥 + 𝑐𝑢𝑚𝜂)𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
𝛼(𝑡)𝑢𝑚𝑡 (𝑙, 𝑡)𝜂(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 =

=

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝑓𝜂𝑑𝑥𝑑𝑡. (19)

Совокупность функций вида
𝑚∑︀
𝑗=1

𝑑𝑗(𝑡)𝑤𝑗(𝑥) обозначим 𝒩𝑚. Зафиксируем про-

извольно функцию 𝜂(𝑥, 𝑡) из какого-либо множества 𝒩𝑚𝑖 . В (19) можно пе-
рейти к пределу при 𝑚 → ∞ в силу обоснованной выше слабой сходимо-
сти выделенной подпоследовательности. В результате мы приходим к тожде-
ству (4) для предельной функции 𝑢 ∈𝑊 (𝑄𝑇 ), справедливому для произволь-

ной функции 𝜂 ∈ 𝒩𝑚𝑖 . Так как
∞⋃︀
𝑚=1

𝒩𝑚 плотно в �̂� , полученное в результате

предельного перехода тождество выполняется для любой функции из �̂� (𝑄𝑇 ),
что и завершает доказательство существования обобщенного решения и, сле-
довательно, теоремы. �

Замечание 1. Однородность начальных условий (2) не ограничивает общ-
ность. Действительно, если 𝑢(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥), 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 𝜓(𝑥), то, введя новую
неизвестную функцию 𝑣(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥, 𝑡)−𝜙(𝑥)−𝑡𝜓(𝑥), получим для нее уравне-
ние, отличающееся от (1) лишь правой частью, тогда как начальные условия
для 𝑣(𝑥, 𝑡) однородны.

3. Исследование гладкости решения. Покажем, что при выполнении
некоторых дополнительных условий на входные данные решение задачи об-
ладает и производными второго порядка.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и, кроме того, 𝑓𝑡 ∈
∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ), 𝑐𝑡 ∈ 𝐶(�̄�𝑇 ). Тогда 𝑢 ∈𝑊 2

2 (𝑄𝑇 ).

До к а з ат е л ь ств о. Для доказательства существования обобщенного
решения, обладающего свойствами, указанными в теореме 2, снова восполь-
зуемся методом Галеркина, взяв в качестве базиса 𝑤𝑘(𝑥) фундаментальную
систему в 𝑊 2

2 (0, 𝑙). Не повторяя процедуру, описанную при доказательстве
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теоремы 1, заметим, что теперь 𝑐𝑘(𝑡), решения задачи Коши, имеют производ-
ные по 𝑡 до третьего порядка в силу условий теоремы 2. Сначала покажем, что
для построенных с помощью найденных 𝑐𝑘(𝑡) приближений 𝑢𝑚(𝑥, 𝑡) нормы
‖𝑢𝑚𝑡𝑡 (𝑥, 0)‖𝐿2(0,𝑙) равномерно ограничены по 𝑚. Умножим каждое из (12) на
𝑐′′𝑗 (𝑡), просуммируем по 𝑗 от 1 до𝑚 и положим 𝑡 = 0. Так как 𝑐𝑘(0) = 𝑐′𝑘(0) = 0,
в результате получим∫︁ 𝑙

0
(𝑢𝑚𝑡𝑡 (𝑥, 0))

2𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑙

0
𝑓(𝑥, 0)𝑢𝑚𝑡𝑡 (𝑥, 0)𝑑𝑥,

откуда немедленно следует∫︁ 𝑙

0
(𝑢𝑚𝑡𝑡 (𝑥, 0))

2𝑑𝑥 6
1

2

∫︁ 𝑙

0
𝑓2(𝑥, 0)𝑑𝑥,

что и доказывает наше утверждение.
Продолжим вывод оценки. Продифференцируем (12) по 𝑡, затем умножим

на 𝑐′′𝑗 (𝑡), просуммируем по 𝑗 от 1 до 𝑚 и проинтегрируем по 𝑡 от 0 до 𝜏.
Получим∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
(𝑢𝑚𝑡𝑡𝑡𝑢

𝑚
𝑡𝑡 + 𝑎𝑢𝑚𝑥𝑡𝑢

𝑚
𝑥𝑡𝑡 + 𝑐𝑢𝑚𝑡 𝑢

𝑚
𝑡𝑡 + 𝑎𝑡𝑢

𝑚
𝑥 𝑢

𝑚
𝑥𝑡𝑡 + 𝑐𝑡𝑢

𝑚𝑢𝑚𝑡𝑡 )𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝜏

0
𝛼(𝑡)(𝑢𝑚𝑡𝑡 (𝑙, 𝑡))

2𝑑𝑡+

∫︁ 𝜏

0
𝛼′(𝑡)𝑢𝑚𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑢

𝑚
𝑡𝑡 (𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑓𝑡𝑢

𝑚
𝑡𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡.

Проинтегрировав некоторые из слагаемых по частям, получим равенство

1

2

∫︁ 𝑙

0

[︀
(𝑢𝑚𝑡𝑡 (𝑥, 𝜏))

2 + 𝑎(𝑥, 𝜏)(𝑢𝑚𝑥𝑡(𝑥, 𝜏))
2
]︀
𝑑𝑥+

∫︁ 𝜏

0
𝛼(𝑡)(𝑢𝑚𝑡𝑡 (𝑙, 𝑡))

2𝑑𝑡 =

=
1

2

∫︁ 𝑙

0
(𝑢𝑚𝑡𝑡 (𝑥, 0))

2𝑑𝑥+
1

2

∫︁ 𝜏

0
𝛼′′(𝑡)(𝑢𝑚𝑡 (𝑙, 𝑡))

2𝑑𝑡− 1

2
𝛼′(𝜏)(𝑢𝑚𝑡 (𝑙, 𝜏))

2+

+
3

2

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑎𝑡(𝑢

𝑚
𝑥𝑡)

2𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑎𝑡𝑡𝑢

𝑚
𝑥𝑡𝑢

𝑚
𝑥 𝑑𝑥𝑑𝑡−

∫︁ 𝑙

0
𝑎𝑡(𝜏)𝑢

𝑚
𝑥 (𝑥, 𝜏)𝑢

𝑚
𝑥𝑡𝑑𝑥−

−
∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑐𝑢𝑚𝑡 𝑢

𝑚
𝑡𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡−

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑐𝑡𝑢

𝑚𝑢𝑚𝑡𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑓𝑢𝑚𝑡𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡.

Заметим, что из условий теоремы вытекает существование положительного
числа 𝑐1 такого, что max

�̄�𝑇

|𝑐𝑡| 6 𝑐1.

Рассмотрим некоторые слагаемые правой части последнего равенства с
целью вывода в дальнейшем нужного нам неравенства. Применим неравен-
ство (9) к (𝑢𝑚𝑡 (𝑙, 𝑡))

2:

(𝑢𝑚𝑡 (𝑙, 𝑡))
2 6 𝜀

∫︁ 𝑙

0
(𝑢𝑚𝑥𝑡(𝑥, 𝑡))

2𝑑𝑥+ 𝑐(𝜀)

∫︁ 𝑙

0
(𝑢𝑚𝑡 (𝑥, 𝑡))

2𝑑𝑥,

а затем последнее слагаемое этого неравенства оценим следующим образом:∫︁ 𝑙

0
(𝑢𝑚𝑡 (𝑥, 𝑡))

2𝑑𝑥 6 𝜏
∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑢𝑚𝑡𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡.
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Теперь с помощью второго из неравенств (9) получим⃒⃒⃒⃒∫︁ 𝑙

0
(𝑢𝑚𝑡 (𝑙, 𝑡))

2𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
6 𝜀

∫︁ 𝑙

0
(𝑢𝑚𝑥𝑡)

2𝑑𝑥+ 𝑐(𝜀)

∫︁ 𝑙

0
(𝑢𝑚𝑡 (𝑥, 𝑡))

2𝑑𝑥.

Применив к слагаемым, содержащим произведения функций под знаком
интегралов, неравенство Коши и учтя полученные выше соотношения, при-
ходим к неравенству

1

2

∫︁ 𝑙

0

[︀
(𝑢𝑚𝑡𝑡 (𝑥, 𝜏))

2 + 𝑎(𝑥, 𝜏)(𝑢𝑚𝑥𝑡(𝑥, 𝜏))
2
]︀
𝑑𝑥+

∫︁ 𝜏

0
𝛼(𝑡)(𝑢𝑚𝑡𝑡 (𝑙, 𝑡))

2𝑑𝑡 6

6 𝑁1

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0

[︀
(𝑢𝑚𝑡𝑡 )

2 + (𝑢𝑚𝑥𝑡)
2
]︀
𝑑𝑥𝑑𝑡+𝑁2

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0

[︀
(𝑢𝑚)2 + (𝑢𝑚𝑡 )

2 + (𝑢𝑚𝑥 )
2
]︀
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+ 𝑎1

∫︁ 𝜏

0
(𝑢𝑚𝑡 (𝑙, 𝑡))

2𝑑𝑡+

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑓2𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡+ 2𝜀𝑎1

∫︁ 𝑙

0
(𝑢𝑚𝑥𝑡(𝑥, 𝜏))

2𝑑𝑥.

Выбрав 𝜀 надлежащим образом, так, чтобы 𝑎0 − 2𝑎1𝜀 > 0, перенесем по-
следнее слагаемое правой части полученного неравенства в левую, и тогда

∫︁ 𝑙

0

[︀
(𝑢𝑚𝑡𝑡 (𝑥, 𝜏))

2 + (𝑢𝑚𝑥𝑡(𝑥, 𝜏))
2
]︀
𝑑𝑥+ 𝛾

∫︁ 𝜏

0
𝛼(𝑡)(𝑢𝑚𝑡𝑡 (𝑙, 𝑡))

2𝑑𝑡 6

6 𝑁3

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0

[︀
(𝑢𝑚𝑡𝑡 )

2 + (𝑢𝑚𝑥𝑡)
2
]︀
𝑑𝑥𝑑𝑡+𝑁4

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0

[︀
(𝑢𝑚)2 + (𝑢𝑚𝑡 )

2 + (𝑢𝑚𝑥 )
2
]︀
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+𝑁5

∫︁ 𝜏

0
(𝑢𝑚𝑡 (𝑙, 𝑡))

2𝑑𝑡+𝑁6

∫︁ 𝜏

0

∫︁ 𝑙

0
𝑓2𝑡 𝑑𝑥𝑑𝑡.

Заметим, что из полученных при доказательстве теоремы 1 оценок (17)
и (18) следует, что второе и третье слагаемые правой части последнего нера-
венства ограничены. Применив лемму Гронуолла, приходим к выводу о спра-
ведливости неравенства

‖𝑢𝑚𝑡𝑡 ‖2𝐿2(𝑄𝑇 ) + ‖𝑢𝑚𝑥𝑡‖2𝐿2(𝑄𝑇 ) 6 𝐾. (20)

Оценка (20) вместе с (17) и (18) позволяет выделить подпоследователь-
ность из последовательности {𝑢𝑚(𝑥, 𝑡)}, сходящуюся в 𝐿2(𝑄𝑇 ) вместе с произ-
водными первого порядка и производными 𝑢𝑚𝑡𝑡 (𝑥, 𝑡), 𝑢𝑚𝑥𝑡(𝑥, 𝑡). Переходя к пре-
делу при 𝑚 → ∞ в (12), приходим к тождеству (4). Решение, обладающее
указанными свойствами, удовлетворяет тождеству (4) в форме∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
(𝑢𝑡𝑡𝑣 + 𝑎𝑢𝑥𝑣𝑥 + 𝑐𝑢𝑣)𝑑𝑥𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
𝛼(𝑡)𝑢𝑡(𝑙, 𝑡)𝑣(𝑙, 𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝑙

0
𝑓𝑣𝑑𝑥𝑑𝑡 (21)

и единственно в силу теоремы 1.
Покажем, что при выполнении условий теоремы 2 решение имеет произ-

водные второго порядка и по пространственной переменной.
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Возьмем в (21) 𝑣(𝑥, 𝑡) = Ψ(𝑡)Φ(𝑥), где Ψ(𝑡)— произвольный элемент из
𝐿2(0, 𝑇 ), Ψ(𝑇 ) = 0, а Φ(𝑥)— произвольный элемент из 𝑊 1

2 (0, 𝑙), Φ(0) = 0.
Тогда (21) можно записать так:

∫︁ 𝑇

0
Ψ(𝑡)

∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑢𝑡𝑡Φ(𝑥) + 𝑎𝑢𝑥Φ

′(𝑥) + 𝑐𝑢Φ(𝑥)
]︀
𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑇

0
𝛼(𝑡)𝑢𝑡(𝑙, 𝑡)Ψ(𝑡)Φ(𝑙)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑇

0
Ψ(𝑡)

∫︁ 𝑙

0
𝑓Φ(𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡.

В силу произвола в выборе Ψ(𝑡) из последнего равенства следует, что для
почти всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] выполняется соотношение

∫︁ 𝑙

0
𝑎𝑢𝑥Φ

′(𝑥)𝑑𝑥 = −
∫︁ 𝑙

0

[︀
𝑢𝑡𝑡 + 𝑐𝑢− 𝑓

]︀
Φ(𝑥)𝑑𝑥− 𝛼(𝑡)𝑢𝑡(𝑙, 𝑡)Φ(𝑙). (22)

Для обоснования утверждения о существовании вторых производных по 𝑥
рассматривается вспомогательная задача: найти решение уравнения

(𝑎𝑢𝑥)𝑥 = 𝐹 (𝑥, 𝑡),

удовлетворяющее условиям

𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) = 𝜈(𝑡).

Рассматривая ее как краевую задачу для обыкновенного дифференциального
уравнения, нетрудно получить решение

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑎(𝑙, 𝑡)𝜈(𝑡)

∫︁ 𝑥

0

𝑑𝜉

𝑎(𝜉, 𝑡)
−
∫︁ 𝑥

0

1

𝑎(𝜉, 𝑡)

∫︁ 𝑙

𝜉
𝐹 (𝜉′, 𝑡)𝑑𝜉′𝑑𝜉.

Очевидно, это решение имеет непрерывную производную второго порядка,
если 𝐹 ∈ 𝐿2(0, 𝑙) для всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Нетрудно увидеть, что это решение
удовлетворяет тождеству

∫︁ 𝑙

0
𝑎𝑢𝑥Φ

′(𝑥)𝑑𝑥 = −
∫︁ 𝑙

0
𝐹 (𝑥, 𝑡)Φ(𝑥)𝑑𝑥+ 𝑎(𝑙, 𝑡)𝜈(𝑡)Φ(𝑙)

и, стало быть, является обобщенным решением вспомогательной задачи из
𝑊 2

2 (0, 𝑙) для 𝐹 ∈ 𝐿2(0, 𝑙), 𝜈 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ) и почти всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Возвращаясь к
(22) видим, что для почти всех 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ] функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), удовлетворяющую
этому тождеству, можно интерпретировать как решение вспомогательной за-
дачи при 𝐹 (𝑥, 𝑡) = 𝑢𝑡𝑡 + 𝑐𝑢− 𝑓 , 𝜈(𝑡) = 𝑢𝑡(𝑙, 𝑡). Следовательно, 𝑢𝑥𝑥 ∈ 𝐿2(𝑄𝑇 ).

Итак, доказано, что решение задачи (1)–(3) при выполнении условий тео-
ремы 2 принадлежит пространству 𝑊 2

2 (𝑄𝑇 ) и является решением почти всю-
ду в 𝑄𝑇 . �
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4. Частный случай. Для практических целей часто возникает необ-
ходимость получения решения в явном виде или приближенного решения.
Доказанные теоремы 1 и 2 оказываются весьма полезными и для этих це-
лей. Действительно, выбрав подходящий базис 𝑤𝑘(𝑥), мы можем воспользо-
ваться процедурой, описанной при доказательстве существования обобщен-
ного решения, и получить приближенное решение в виде конечной суммы

𝑢𝑚(𝑥, 𝑡) =
𝑚∑︀
𝑘=1

𝑐𝑘(𝑡)𝑤𝑘(𝑥), а для нахождения 𝑐𝑘(𝑡) можно применить извест-

ные численные методы решения задачи Коши для системы обыкновенных
дифференциальных уравнений.

Рассмотрим пример, демонстрирующий возможность получения решения
задачи в явном виде.

Пример. Найти решение уравнения

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡)

в 𝑄𝑇 = (0, 𝑙)× (0, 𝑇 ), удовлетворяющее начальным данным

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0

и краевым условиям

𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) + 𝛾𝑢𝑡(𝑙, 𝑡) = 0.

Как отмечено выше, метод разделения переменных бесполезно пытаться
применить непосредственно к этой задаче. Однако мы его все же используем
после некоторых рассуждений и действий.

Рассмотрим вспомогательную задачу:

𝑢𝑡𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 = 𝑓(𝑥, 𝑡);

𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0;

𝑢(0, 𝑡) = 0, 𝑢(𝑙, 𝑡) = 𝜇(𝑡).

Будем искать решение вспомогательной задачи в виде суммы 𝑢(𝑥, 𝑡) =
= 𝑢1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥, 𝑡), где 𝑢1(𝑥, 𝑡)— решение однородного уравнения, удовле-
творяющее заданным начальным и краевым условиям, а 𝑢2(𝑥, 𝑡)— решение
неоднородного уравнения, удовлетворяющее однородным начальным и крае-
вым условиям. Если 𝜇(𝑡) дважды непрерывно дифференцируема и обращает-
ся в нуль при 𝑡 6 0, то мы можем воспользоваться представлением решения
этой задачи при 𝑇 6 𝑙, предъявленным в статье В. А. Ильина и В. В. Тихо-
мирова [18]:

𝑢1(𝑥, 𝑡) = 𝜇(𝑡+ 𝑥− 𝑙).

Функцию 𝑢2(𝑥, 𝑡) найдем методом разделения переменных. Тогда решение
нашей вспомогательной задачи имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝜇(𝑡+ 𝑥− 𝑙) +
𝑙

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛

∫︁ 𝑡

0
𝑓𝑛(𝜏) sin

𝜋𝑛

𝑙
(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏,
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где

𝑓𝑛(𝑡) =
2

𝑙

∫︁ 𝑙

0
𝑓(𝑥, 𝑡) sin

𝜋𝑛𝑥

𝑙
𝑑𝑥.

Теперь попробуем выяснить, найдется ли такая функция 𝜇(𝑡), чтобы реше-
ние вспомогательной задачи было решением поставленной задачи. Для этого
к полученному решению вспомогательной задачи применим краевое условие
𝑢𝑥(𝑙, 𝑡) + 𝛾𝑢𝑡(𝑙, 𝑡) = 0. После несложных преобразований приходим к диффе-
ренциальному уравнению

𝜇′(𝑡) =
𝛾

1 + 𝛾

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
∫︁ 𝑡

0
𝑓𝑛(𝜏) cos

𝜋𝑛

𝑙
(𝑡− 𝜏)𝑑𝜏,

решение которого легко получить:

𝜇(𝑡) =
𝛾

1 + 𝛾

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
∫︁ 𝑡

0

∫︁ 𝜏

0
𝑓𝑛(𝜂) cos

𝜋𝑛

𝑙
(𝜏 − 𝜂)𝑑𝜂𝑑𝜏.

Замечание 2. Условие 𝑇 6 𝑙 существенно, но только для простоты пред-
ставления решения. Для других значений 𝑡 представления решений задачи
с неоднородными краевыми условиями получены в серии работ В. А. Ильи-
на [19, раздел VI].

Заключение. На наш взгляд, наиболее важным результатом этой рабо-
ты является доказательство принадлежности решения поставленной задачи
пространству 𝑊 2

2 (𝑄𝑇 ), что дает возможность получения как приближенных,
так и, в частных случаях, точных решений задачи.
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Abstract

In this paper, we consider a problem with dynamical boundary condi-
tions for a hyperbolic equation. The dynamical boundary condition is a con-
venient method to take into account the presence of certain damper when
fixing the end of a string or a beam. Problems with dynamical boundary
conditions containing first-order derivatives with respect to both space and
time variables are not self-ajoint, that complicates solution by spectral anal-
ysis. However, these difficulties can be overcome by a method proposed in
the paper. The main tool to prove the existence of the unique weak solution
to the problem is the priori estimates in Sobolev spaces. As a particular
example of the wave equation is considered. The exact solution of a problem
with dynamical condition is obtained.
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