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Аннотация
Исследуется задача об установившейся ползучести длинной прямо-

угольной мембраны в стесненных условиях внутри жесткой матрицы
при кусочно-постоянной зависимости величины поперечного давления 𝑞
от времени 𝑡. В задаче рассматривается длинная матрица прямоуголь-
ного сечения, в которой отношение ее высоты к ширине не меньше 0.5.
В качестве примера исследуется ползучесть мембраны при однократном
изменении величины поперечного давления во времени. Рассматрива-
ются три варианта условий контакта мембраны и матрицы: идеальное
скольжение, прилипание и скольжение с учетом трения. В данной ра-
боте исследованы четыре стадии деформирования мембраны. На пер-
вой стадии (упругое деформирование) мембрана, плоская в начальном
состоянии, под действием давления 𝑞 мгновенно упруго деформирует-
ся, приобретая форму незамкнутой круговой цилиндрической оболочки
с центральным углом 2𝛼1. На второй стадии мембрана деформируется
в условиях установившейся ползучести вплоть до момента касания бо-
ковых стенок матрицы. Третья стадия заканчивается в момент касания
мембраной поперечной стенки матрицы. На четвертой стадии мембра-
на контактирует с матрицей по поперечной и боковым сторонам. Ана-
лиз проводится до времени практически полного прилегания мембра-
ны к матрице, при котором отношение радиуса мембраны вблизи углов
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матрицы к начальной ширине мембраны составляет 0.005. Для третьей
и четвертой стадий дополнительно учитывается сила трения мембраны
о стенки матрицы. Получены зависимости толщины различных частей
мембраны от времени, а также интенсивности напряжений в мембране
от времени. Применительно к данной постановке задачи рассмотрены
отклонения от правила суммирования парциальных времен заполнения
матрицы.

Ключевые слова: мембрана, установившаяся ползучесть, матрица, по-
перечное давление, идеальное скольжение, прилипание, нестационарное
нагружение, трение.
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Введение

Рассмотрим деформирование длинной узкой прямоугольной мембраны
шириной 2𝑎 и начальной толщиной 𝐻0, закрепленной вдоль длинных сто-
рон и нагруженной равномерным поперечным давлением 𝑞 (рис. 1), которое
может изменяться во времени 𝑡 по заданному закону. Решение этой задачи
при различных физических и геометрических условиях приведено в моногра-
фиях Одквиста (F. K. G. Odqvist) [1], Л. М. Качанова [2], Н. Н. Малинина [3]
и др. Особый интерес представляет исследование ползучести рассматрива-
емой мембраны внутри жесткой матрицы. В монографиях [3, 4] рассмотрен
цикл задач о ползучести такой мембраны внутри жесткой матрицы. В [4] при-
ведены решения задач при учете различных форм матриц: клиновидной [5],
криволинейной [6] и прямоугольной при различных условиях на контакте
мембраны и матрицы. Во всех приведенных решениях величина равномерно-
го поперечного давления 𝑞 не зависит от времени 𝑡. В различных решениях
использовались разные модели ползучести: установившаяся, неустановивша-
яся, дробно-степенная. В случае применения дробно-степенной модели ползу-
чести [7] в зависимости от контактных условий с течением времени мембрана
либо заполняет пространство внутри матрицы за конечное или бесконечное
время, либо разрушается внутри матрицы [5]. В [8] приведено решение ана-
логичной задачи об установившейся ползучести мембраны при кусочно-по-
стоянной зависимости скорости изменения величины поперечного давления
от времени.

В данной работе исследуется ползучесть мембраны внутри матрицы пря-
моугольной формы. Здесь рассматривается не постоянная величина 𝑞(𝑡) =
= const, а кусочно-постоянная зависимость величины 𝑞(𝑡) с однократным ее
изменением. Представляет интерес рассмотрение особенностей практически
полного прилегания мембраны к пространству внутри матрицы при скачко-
образном увеличении или уменьшении величины 𝑞.

Для исключения появления в начальный момент времени бесконечных
напряжений в данном решении учитывается мгновенное упругое деформиро-
вание.
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Для описания деформирования мембраны при 𝑡 > 0 (𝑡— время) исполь-
зуется степенная модель установившейся ползучести материала

𝑑𝑝𝑢
𝑑𝑡

=
1

𝑡0

(︁𝜎𝑢
𝜎0

)︁𝑛
, (1)

в которой 𝜎𝑢 и �̇�𝑢 — интенсивности напряжений и скоростей деформаций пол-
зучести соответственно, 𝜎0, 𝑡0 и 𝑛— постоянные величины соответствующей
размерности.

Исследование свободного деформирования проводится в двух последова-
тельных стадиях. На первой стадии (упругое деформирование) мембрана,
плоская в начальном состоянии, под действием давления 𝑞 мгновенно упруго
деформируется, приобретая форму незамкнутой круговой цилиндрической
оболочки с центральным углом 2𝛼1. На второй стадии мембрана деформиру-
ется в условиях установившейся ползучести вплоть до касания стенок жест-
кой матрицы, при этом угол раствора мембраны совпадает с углом раствора
матрицы и равен 2𝛼2 = 𝜋. При моделировании напряженно-деформирован-
ного состояния мембраны рассматриваются радиальное 𝜎𝑟𝑟, окружное 𝜎𝜃𝜃
и осевое 𝜎𝑧𝑧 главные напряжения и соответствующие компоненты тензора
деформаций 𝜀𝑟𝑟, 𝜀𝜃𝜃 и 𝜀𝑧𝑧, при 𝑡 > 0 учитываются только компоненты тензо-
ра деформаций ползучести 𝑝𝑟𝑟, 𝑝𝜃𝜃 и 𝑝𝑧𝑧.

Рассматривая элемент мембраны, принимая напряжения в элементе рав-
номерно распределенными по толщине и записывая уравнения равновесия
в проекциях на нормаль и касательную, получаем

𝜎𝜃𝜃 =
𝑞𝜌

𝐻
, 𝑑(𝜎𝜃𝜃𝐻) = 0, (2)

где 𝜎𝜃𝜃 — окружное напряжение, 𝜌— радиус кривизны срединной поверхно-
сти, 𝐻 — толщина мембраны.

Следовательно,
𝜎𝜃𝜃𝐻 = const. (3)

Сопоставляя (2) и (3), заключаем, что в случае равномерного давления
(𝑞 = const) радиус кривизны срединной поверхности во всех ее точках один

Рис. 1. Геометрическая схема прямоугольной мембраны
[Figure 1. Geometry of a rectangular membrane]
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и тот же (𝜌 = const), т.е. срединная поверхность мембраны при ее дефор-
мировании является частью поверхности кругового цилиндра с некоторым
углом раствора 2𝛼 [3]. В этом случае очевидно, что если толщина мембраны
до деформации постоянна, то она постоянна и после деформации. Следова-
тельно, согласно (2) окружное напряжение по длине окружности радиуса 𝜌
не изменяется.

1. Мгновенное упругое деформирование мембраны
(первая стадия)

Упругое деформирование мембраны описывается с помощью закона Гука
при сложном напряженном состоянии с учетом несжимаемости материала.
При этом будут использоваться следующие обозначения: 𝐸 — модуль Юнга,
𝐻 и 𝜌— толщина и радиус кривизны поперечного сечения мембраны, 𝜎𝑖𝑗 —
компоненты тензора напряжений. Значения всех рассматриваемых в этом
параграфе параметров, полученные в результате приложения поперечного
давления 𝑞, принимают дополнительный индекс 1.

Из условия несжимаемости материала получим значение толщины𝐻1(𝛼1):

𝐻0𝜌1 sin𝛼1 = 𝐻1𝜌1𝛼1,
𝐻1

𝐻0
=

sin𝛼1

𝛼1
. (4)

Из уравнений равновесия свободной мембраны получим значение напря-
жения 𝜎𝜃𝜃1:

𝑞𝑎 = 𝐻1𝜎𝜃𝜃1 sin𝛼1, 𝜎𝜃𝜃1 =
𝑞𝑎

𝐻1 sin𝛼1
.

Из определения малой деформации получим выражение для окружной
деформации 𝜀𝜃𝜃1:

𝜀𝜃𝜃1 =
𝜌1𝛼1 − 𝑎

𝑎
=

𝛼1

sin𝛼1
− 1, (5)

где 𝜌1 = 𝑎/ sin𝛼1.
В соответствии с условием несжимаемости используем значение коэффи-

циента Пуассона, равное 0.5. Считаем, что мембрана под поперечным давле-
нием находится в условиях плоского деформированного состояния:

𝜀𝑧𝑧1 = 0. (6)

Для тонкостенных цилиндрических оболочек обычно принимается усло-
вие безмоментного напряженного состояния, при этом выполняется равенство
𝜎𝑟𝑟1 = 0.

Из закона Гука при сложном напряженном состоянии следует связь ком-
понент тензоров напряжений 𝜎𝑖𝑗 и упругих деформаций 𝜀𝑖𝑗 :

𝜀𝑧𝑧1 = 𝐸−1(𝜎𝑧𝑧1 − 0.5𝜎𝜃𝜃1), (7)

𝜀𝜃𝜃1 = 𝐸−1(𝜎𝜃𝜃1 − 0.5𝜎𝑧𝑧1). (8)

Из равенства (7) при учете (6) получаем

𝜎𝑧𝑧1 = 0.5𝜎𝜃𝜃1. (9)
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Подставляя (9) в (8) и учитывая (2) и (4), получаем:

𝜀𝜃𝜃1 =
3

4

𝜎𝜃𝜃1
𝐸

=
3

4

𝑞

𝐸

𝜌1
𝐻1

=
3

4

𝑞

𝐸

𝑎

sin𝛼1

𝛼1

𝐻0 sin𝛼1
=

3𝑞𝑎𝛼1

4𝐸𝐻0 sin
2 𝛼1

.

Приравнивая это выражение выражению (5), получаем связь давления 𝑞 и уг-
ла 𝛼1:

3𝑞𝑎𝛼1

4𝐸𝐻0 sin
2 𝛼1

=
𝛼1

sin𝛼1

(︁
1− sin𝛼1

𝛼1

)︁
,

𝑞

𝜎0
=

4𝐻0𝑘

3𝑎

(︁
1− sin𝛼1

𝛼1

)︁
sin𝛼1,

где 𝑘 = 𝐸/𝜎0.
Так как упругое деформирование по определению происходит практиче-

ски мгновенно, длительность первой стадии принимаем равной нулю: 𝑡1 = 0.

2. Свободное деформирование мембраны
в условиях ползучести (вторая стадия)

Введем безразмерные переменные:

𝑞 =
𝑞

𝜎0
, �̄� =

𝐻

𝐻0
, �̄�0 =

𝐻0

𝑎
,

𝑡 =
(︁√3

2

)︁ 𝑡
𝑡0
, 𝜌 =

𝜌

𝑎
, �̄�𝑖𝑗 =

𝜎𝑖𝑗
𝜎0
, 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3.

Далее черточки над всеми безразмерными переменными опустим. При
этом под скоростями всюду понимаются производные по безразмерному вре-
мени.

В качестве связи компонент тензоров напряжений и скоростей деформа-
ций ползучести примем гипотезу пропорциональности соответствующих де-
виаторов 𝑠𝑖𝑗 (см., например, [4]):

�̇�𝑖𝑗 =
3𝑓(𝜎𝑢)

2𝜎𝑢
𝑠𝑖𝑗 , (10)

𝜎𝑢 =
1√
2

√︁
(𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃)

2 + (𝜎𝜃𝜃 − 𝜎𝑧𝑧)
2 + (𝜎𝑧𝑧 − 𝜎𝑟𝑟)

2 + 6
(︀
𝜎2𝑧𝜃 + 𝜎2𝜃𝑧 + 𝜎2𝑧𝑟

)︀
.

В рассматриваемом плоском деформированном состоянии скорость осевой
деформации ползучести �̇�𝑧𝑧 принимается равной нулю:

�̇�𝑧𝑧 = 0. (11)

Далее всюду через 𝐻𝑖 будем обозначать толщину мембраны на 𝑖-той ста-
дии, 𝑖 = 1, 2, 3, 4.

Примем, как обычно, для тонкостенных цилиндрических оболочек равен-
ство

𝜎𝑟𝑟 = 0.

В этом случае из гипотезы пропорциональности девиаторов напряжений и ско-
ростей деформаций ползучести (10) при учете (11) следует

𝜎𝑧𝑧 = 0.5𝜎𝜃𝜃, 𝜎𝑢 =

√
3

2
𝜎𝜃𝜃 =

√
3

2

𝑞𝜌

𝐻0𝐻2
.
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Рассматривая два близких деформированных состояния мембраны и учи-
тывая, что деформированное состояние однородное, определим приращение
окружной деформации ползучести:

𝑑𝑝𝜃𝜃 =
(𝜌+ 𝑑𝜌)(𝛼+ 𝑑𝛼)− 𝜌𝛼

𝜌𝛼
=
𝑑𝜌

𝜌
+
𝑑𝛼

𝛼
.

Следовательно, скорость окружной деформации ползучести выражается фор-
мулой

�̇�𝜃𝜃 =
�̇�

𝜌
+
�̇�

𝛼
. (12)

Поскольку
𝜌 sin𝛼 = 1, (13)

имеем
�̇� sin𝛼+ 𝜌�̇� cos𝛼 = 0.

Поэтому выражение (12) преобразуется к виду

�̇�𝜃𝜃 =
(︁ 1

𝛼
− ctg𝛼

)︁
�̇�. (14)

Из условия несжимаемости в случае плоского деформированного состоя-
ния получаем:

�̇�𝑟𝑟 + �̇�𝜃𝜃 + �̇�𝑧𝑧 = 0, �̇�𝑧𝑧 = 0, �̇�𝑟𝑟 = −�̇�𝜃𝜃,

�̇�𝑢 =

√
2

3

√︁
(�̇�𝑟𝑟−�̇�𝜃𝜃)2 + (�̇�𝜃𝜃−�̇�𝑧𝑧)2 + (�̇�𝑧𝑧−�̇�𝑟𝑟)2 + �̇�2𝑟𝜃 + �̇�2𝜃𝑧 + �̇�2𝑧𝑟, (15)

�̇�𝑢 =
2√
3
�̇�𝜃𝜃.

Так как скорость радиальной деформации ползучести выражается формулой

�̇�𝑟𝑟 = −�̇�2

𝐻2
,

согласно равенству (14) получаем

−�̇�2

𝐻2
=

(︁ 1

𝛼
− ctg𝛼

)︁
�̇�. (16)

Проинтегрируем уравнение (16) при начальных условиях 𝑡 = 0, 𝛼 = 𝛼1,
𝐻2 = 𝐻1:

𝐻2 =
sin𝛼

𝛼
𝐹, 𝐹 =

𝛼1

sin𝛼1
. (17)

Полученные выражения (2), (13) и (17) позволяют представить окруж-
ное напряжение 𝜎𝜃𝜃 и интенсивность напряжений 𝜎𝑢 в зависимости от угла
раствора 𝛼:

𝜎𝜃𝜃 =
𝑞𝜌

𝐻2𝐻0
=

𝑞𝛼

𝐹𝐻0 sin
2 𝛼

, 𝜎𝑢 =

√
3

2
|𝜎𝜃𝜃| =

√
3

2

𝑞𝛼

𝐹𝐻0 sin
2 𝛼

. (18)

450



Установившаяся ползучесть длинной мембраны внутри жесткой матрицы. . .

Из (15) при учете (1), (14) и (18) получаем зависимость угла раствора 𝛼 от
времени 𝑡:

𝑡(𝛼) =
2√
3

𝛼∫︁
𝛼1

(︁ 1

𝛼
− ctg𝛼

)︁(︁2𝐹𝐻0 sin
2 𝛼√

3𝑞𝛼

)︁𝑛
𝑑𝛼, 𝑡2 = 𝑡(𝛼2).

При исследовании второй стадии деформирования мембраны угол 𝛼 из-
меняется в диапазоне от 𝛼 = 𝛼1 до 𝛼2 = 0.5𝜋. Так как угол 𝛼1 удовлетворяет
условию 𝛼1 ≪ 0.5𝜋 (т.е. постоянная 𝐹 незначительно отличается от едини-
цы), упростим соотношение (17) и введем дополнительно зависимость 𝐻2(𝛼)
во время второй стадии деформирования мембраны в виде

𝐻2 =
sin𝛼

𝛼
. (19)

В конце второй стадии (𝑡 = 𝑡2) в случае прямоугольной матрицы раствор
мембраны 2𝛼(𝑡2) = 2𝛼2 удовлетворяет равенству 2𝛼2 = 𝜋. Так как значения
𝐻2 при 𝐹 из (17) и 𝐹 = 1 практически совпадают (и последующие вычисления
подтвердят это), далее под значением 𝑡2(𝛼) будем понимать соответствующее
значение при 𝐹 = 1. В связи с этим момент времени 𝑡2, при котором происхо-
дит окончание второй стадии, и толщина мембраны𝐻0

2 = 𝐻(𝑡2), вычисляемая
согласно зависимости (19), определяются из

𝑡2 = 𝑡(𝛼2), 𝐻0
2 = 𝐻2(𝑡2) =

sin𝛼2

𝛼2
=

2

𝜋
.

Далее рассматривается ползучесть мембраны внутри жесткой матрицы при
различных контактных условиях.

3. Идеальное скольжение мембраны
вдоль сторон матрицы

3.1. Третья стадия. Рассмотрим ползучесть мембраны внутри длинной
жесткой матрицы, сечение которой имеет форму прямоугольника шириной
2𝑎 и высотой 𝑏. Введем дополнительные безразмерные параметры:

�̄� =
𝑏

𝑎
, �̄�0 =

𝑥0
𝑎
, 𝑦0 =

𝑦0
𝑎
.

Далее черточки над этими безразмерными переменными также будем опус-
кать.

Решение задачи имеет различный характер для относительно высокой
матрицы (𝑏 > 1) и относительно низкой матрицы (𝑏 < 1). Для определенности
здесь будет рассмотрена ползучесть мембраны внутри относительно высокой
матрицы.

В связи с осевой симметрией мембраны и матрицы далее рассматривается
ползучесть правой половины мембраны в координатах 0 6 𝑥 6 1, 0 6 𝑦 6 𝑏
(рис. 2).

Свободное деформирование мембраны было рассмотрено в предыдущих
пп. 1 и 2. В некоторый момент времени (𝑡 = 𝑡2) мембрана соприкасается с бо-
ковой стенкой матрицы. На этом свободное деформирование заканчивается,
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Рис. 2. Третья и четвертая стадии (идеальное скольжение и прилипание)
[Figure 2. The scheme for calculating the third and fourth stages

of membrane deformation (ideal sliding and adhesion)]

и в дальнейшем при 𝑡 > 𝑡2 часть поверхности мембраны прилегает к внут-
ренней поверхности матрицы.

При исследовании третьей стадии ползучести мембраны выделим два близ-
ких деформированных состояния с радиусом свободной дуги мембраны 𝜌 = 1:
одно характеризуется длиной участка контакта 𝑦0, а другое — длиной участка
контакта (𝑦0 + 𝑑𝑦0). Согласно определению �̇�𝜃𝜃 имеем следующее:

𝑑𝑝𝜃𝜃 =
(𝑦0 + 𝑑𝑦0 + 0.5𝜋)− (𝑦0 + 0.5𝜋)

𝑦0 + 0.5𝜋
=

𝑑𝑦0
𝑦0 + 0.5𝜋

,

�̇�𝜃𝜃 = − 1

𝐻3

𝑑𝐻3

𝑑𝑡
, 𝑑𝑝𝜃𝜃 = −𝑑𝐻3

𝐻3
,

𝑝𝜃𝜃 = −
∫︁ 𝐻3(𝑦0)

𝐻0
2

𝑑𝐻3

𝐻3
=

∫︁ 𝑦0

0

𝑑𝑦0
𝑦0 + 0.5𝜋

= ln
𝐻0

2

𝐻3(𝑦0)
= ln

𝑦0 + 0.5𝜋

0.5𝜋
,

𝐻3(𝑦0) = 0.5𝜋
𝐻0

2

𝑦0 + 0.5𝜋
=

1

𝑦0 + 0.5𝜋
.

Окончание третьей стадии происходит при касании мембраной верхней
стенки матрицы, т.е. при 𝑦0 = 𝑏− 1.

Толщина мембраны в конце третьей стадии определяется выражением

𝐻0
3 = 𝐻3(𝑡3) =

1

𝑏− 1 + 0.5𝜋
.

Таким образом,

𝑝𝜃𝜃 = ln
𝑦0 + 0.5𝜋

0.5𝜋
, �̇�𝜃𝜃 =

1

𝑦0 + 0.5𝜋

𝑑𝑦0
𝑑𝑡
, �̇�𝑢 =

2√
3

1

𝑦0 + 0.5𝜋

𝑑𝑦0
𝑑𝑡
.

452



Установившаяся ползучесть длинной мембраны внутри жесткой матрицы. . .

Интенсивность напряжений определяется соотношением (2):

𝜎𝑢(𝑦0) =

√
3

2

𝑞𝜌

𝐻0𝐻3(𝑦0)
, 𝜌 = 1.

Подставляя выражения для �̇�𝑢 и 𝜎𝑢 в (1), получаем время окончания третьей
стадии (при 𝑦0 = 𝑏− 1):

𝑡3(𝑦0) = 𝑡2 +
2√
3

∫︁ 𝑦0

0

[︁2𝐻0𝐻3(𝑦0)√
3𝑞

]︁𝑛 𝑑𝑦0
𝑦0 + 0.5𝜋

,

𝑡3 = 𝑡2 +
(︁ 2√

3

)︁(𝑛+1)(︁𝐻0

𝑞

)︁𝑛 1
𝑛

[︁ 1

(0.5𝜋)𝑛
− 1

(𝑏− 1 + 0.5𝜋)𝑛

]︁
.

3.2. Четвертая стадия. На четвертой стадии ползучесть мембраны при
касании ею обеих сторон матрицы описывается аналогично (рис. 2):

𝑑𝑝𝜃𝜃 = 𝐹 (𝑥0)𝑑𝑥0, 𝐹 (𝑥0) =
2− 0.5𝜋

𝑏− 1 + 0.5𝜋 + (2− 0.5𝜋)𝑥0
,

𝑝𝜃𝜃 = −
∫︁ 𝐻4𝑥0

𝐻0
3

𝑑𝐻4

𝐻4
=

∫︁ 𝑥0

0
𝐹 (𝑥0)𝑑𝑥0 = ln

𝐻0
3

𝐻4(𝑥0)
=

= ln
𝑏− 1 + 0.5𝜋 + 𝑥0(2− 0.5𝜋)

𝑏− 1 + 0.5𝜋
,

𝐻4(𝑥0) = 𝐻0
3

𝑏− 1 + 0.5𝜋

𝑏− 1 + 0.5𝜋 + (2− 0.5𝜋)𝑥0
=

1

𝑏− 1 + 0.5𝜋 + (2− 0.5𝜋)𝑥0
.

Конец четвертой стадии происходит при значении 𝑥0 = 𝑥00, удовлетворя-
ющем неравенству 1− 𝑥00 ≪ 1.

Толщина мембраны в конце четвертой стадии определяется выражением

𝐻0
4 (𝑥

0
0) =

1

𝑏− 1 + 0.5𝜋 + (2− 0.5𝜋)𝑥00
.

Интенсивность напряжений определяется следующим соотношением:

𝜎𝑢(𝑥0) =

√
3

2

𝑞𝜌

𝐻0𝐻(𝑥0)
, 𝜌 = 1− 𝑥0;

𝜎𝑢(𝑥0) =

√
3

2

𝑞

𝐻0

[︀
𝑏− 1 + 0.5𝜋 + (2− 0.5𝜋)𝑥0

]︀
(1− 𝑥0).

(20)

Интенсивность скоростей деформаций ползучести согласно (20) определяется
формулой

�̇�𝑢 =
2√
3
𝐹 (𝑥0)

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

=
2√
3

2− 0.5𝜋

𝑏− 1 + 0.5𝜋 + (2− 0.5𝜋)𝑥0

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

. (21)
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Подставляя (20) и (21) в (1), получаем

√
3

2

2− 0.5𝜋

𝑏− 1 + 0.5𝜋 + (2− 0.5𝜋)𝑥0

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

=

=

√
3

2

𝑞

𝐻0

[︀
𝑏− 1 + 0.5𝜋 + (2− 0.5𝜋)𝑥0

]︀
(1− 𝑥0)

𝑛.

Отсюда

𝑡4(𝑥0) = 𝑡3 +
2√
3

∫︁ 𝑥0

0

[︁ 2𝐻0𝐻4(𝑥0)√
3𝑞(1− 𝑥0)

]︁𝑛
𝐹 (𝑥0)𝑑𝑥0 =

= 𝑡3 +
(︁ 2√

3

)︁(𝑛+1)(︁𝐻0

𝑞

)︁𝑛∫︁ 𝑥0

0

(2− 0.5𝜋)𝑑𝑥0

[𝑏− 1 + 0.5𝜋 + (2− 0.5𝜋)𝑥0](𝑛+1)(1− 𝑥0)𝑛
. (22)

Время практически полного заполнения матрицы мембраной определяет-
ся выражением (22) при замене 𝑥0 на 𝑥00:

𝑡04 = 𝑡4(𝑥
0
0).

4. Прилипание мембраны вдоль сторон матрицы

4.1. Третья стадия. При исследовании третьей стадии ползучести мем-
браны выделим два близких состояния с радиусом свободной дуги мембраны
𝜌 = 1. Согласно определению �̇�𝜃𝜃 имеем:

𝑝𝜃𝜃 = −
∫︁ 𝐻3(𝑦0)

𝐻0
2

𝑑𝐻3

𝐻3
=

∫︁ 𝑦0

0

2𝑑𝑦0
𝜋

=
2

𝜋
𝑦0 = ln

𝐻0
2

𝐻3
, 𝐻3 = 𝐻0

2 exp
(︁
− 2

𝜋
𝑦0

)︁
,

�̇�𝑢 =
2√
3
�̇�𝜃𝜃 = −�̇�3

𝐻3
=

2√
3

2

𝜋

𝑑𝑦0
𝑑𝑡
. (23)

Окончание третьей стадии происходит при касании верхней стенки матрицы,
т.е. при 𝑦0 = 𝑏− 1.

Толщина мембраны в конце третьей стадии определяется выражением

𝐻0
3 = 𝐻3(𝑡3) = 𝐻0

2 exp
(︁
− 2

𝜋
(𝑏− 1)

)︁
=

2

𝜋
exp

(︁
− 2

𝜋
(𝑏− 1)

)︁
.

Интенсивность напряжений определяется следующим соотношением:

𝜎𝑢 =

√
3

2

𝑞𝜌

𝐻3𝐻0
, 𝜌 = 1, 𝜎𝑢(𝑦0) =

√
3

2

𝑞

𝐻0

𝜋

2
exp

(︁ 2

𝜋
𝑦0

)︁
. (24)

Подставляя (23) и (24) в (1), получаем

𝑡3(𝑦0) = 𝑡2 +
(︁ 4√

3𝜋

)︁(𝑛+1)(︁𝐻0

𝑞

)︁𝑛 ∫︁ 𝑦0

0
exp𝑛

(︁
− 2

𝜋
𝑦0

)︁
𝑑𝑦0. (25)
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Время, при котором мембрана начинает касаться поперечной стороны
матрицы, определяется с помощью (25) при 𝑦0 = 𝑏− 1:

𝑡03 = 𝑡3(𝑏− 1).

4.2. Четвертая стадия. На четвертой стадии ползучесть мембраны при
касании ею продольной и поперечной сторон матрицы описывается аналогич-
но:

𝑑𝑝𝜃𝜃 =
2𝑑𝑥0 + 0.5𝜋(1− 𝑥0 − 𝑑𝑥0)− 0.5𝜋(1− 𝑥0)

0.5𝜋(1− 𝑥0)
=

(2− 0.5𝜋)𝑑𝑥0
0.5𝜋(1− 𝑥0)

,

𝑝𝜃𝜃 = −
∫︁ 𝐻4(𝑥0)

𝐻0
3

𝑑𝐻4

𝐻4
=

∫︁ 𝑥0

0

(2− 0.5𝜋)𝑑𝑥0
0.5𝜋(1− 𝑥0)

= ln
𝐻0

3

𝐻4(𝑥0)
=

2− 0.5𝜋

0.5𝜋
ln

1

1− 𝑥0
,

𝐻0
3

𝐻4(𝑥0)
= (1− 𝑥0)

− 2−0.5𝜋
0.5𝜋 , 𝐻4(𝑥0) = 𝐻0

3 (1− 𝑥0)
2−0.5𝜋
0.5𝜋 .

Окончание четвертой стадии происходит при 𝑥 = 𝑥00, удовлетворяющем
неравенству 1− 𝑥00 ≪ 1.

Толщина мембраны в конце четвертой стадии определяется выражением

𝐻0
4 = 𝐻4(𝑥

0
0).

Интенсивность напряжений определяется следующим соотношением:

𝜎𝑢(𝑥0) =

√
3

2

𝑞𝜌

𝐻4(𝑥0)𝐻0
, 𝜌 = 1− 𝑥0, 𝜎𝑢(𝑥0) =

√
3

2

𝑞

𝐻0

1− 𝑥0
𝐻4(𝑥0)

. (26)

Интенсивность скоростей деформаций ползучести определяется формулой

�̇�𝑢 =
2√
3

2− 0.5𝜋

0.5𝜋

1

1− 𝑥0

𝑑𝑥0
𝑑𝑡

. (27)

Подставляя (26) и (27) в (1), получаем

𝑡4(𝑥0) = 𝑡3 +
2√
3

∫︁ 𝑥0

0

[︁ 2𝐻4𝐻0√
3𝑞(1− 𝑥0)

]︁𝑛 (2− 0.5𝜋)𝑑𝑥0

0.5𝜋
(︀
1− 𝑥0

)︀ =

= 𝑡3 +
(︁ 2√

3

)︁(𝑛+1)(︁𝐻0

𝑞

)︁𝑛 2− 0.5𝜋

0.5𝜋

𝐻𝑛
4 (𝑥0)

(1− 𝑥0)(𝑛+1)
.

Время практически полного заполнения матрицы в этом случае опреде-
ляется выражением

𝑡04 = 𝑡4(𝑥
0
0).
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5. Скольжение мембраны вдоль
сторон матрицы с учетом трения

В отличие от пп. 3 и 4, где были рассмотрены два крайних граничных
условия — полное идеальное скольжение и прилипание мембраны вдоль сте-
нок матрицы, здесь рассматривается решение, когда на границе контакта
трение удовлетворяет закону Кулона.

Задача решается итерационным методом. Применяется аппроксимация
производных по первому порядку точности. Произвольная (𝑘+1)-я итерация
(шаг) характеризуется приращением времени 𝑑𝑡𝑘+1 и соответствующим этому
приращению дополнительным участком свободной части мембраны 𝑑(𝑠𝑘+1

𝑘+1),
который начинает контактировать со стенками матрицы (рис. 3). Нижние
цифровые индексы при параметрах, характеризующих отдельный участок,
обозначают шаг, на котором произошло прилегание этого участка к матрице,
а верхние индексы — шаг, на котором берутся значения этих параметров во
времени. На границе мембраны и матрицы принимается закон трения Кулона
с коэффициентом трения 𝜇. При этом известны следующие значения пара-
метров, полученные на предыдущих шагах: 𝑞1, . . . , 𝑞𝑘; 𝑑𝑡1, . . . , 𝑑𝑡𝑘; 𝜌𝑘0, . . . , 𝜌𝑘𝑘;
𝑑𝑠𝑘1, . . . , 𝑑𝑠𝑘𝑘; 𝐻

𝑘
0 , . . . , 𝐻𝑘

𝑘 ; (𝜎𝜃𝜃)𝑘0, . . . , (𝜎𝜃𝜃)𝑘𝑘; (�̇�𝜃𝜃)
𝑘
0, . . . , (�̇�𝜃𝜃)𝑘𝑘.

Здесь и в дальнейшем величины 𝜎𝜃, �̇�𝜃 с соответствующими верхними
и нижними индексами означают растягивающие напряжения на границе мем-
браны и матрицы на соответствующем шаге итерации.

Зададим 𝑑𝑡𝑘+1 и 𝑞𝑘+1. На (𝑘 + 1)-м шаге необходимо вычислить 𝑑𝑠𝑘+1
𝑘+1,

(𝜎𝜃𝜃)
𝑘+1
𝑘+1, 𝐻

𝑘+1
𝑘+1 и найти новые значения системы рассматриваемых величин.

Рис. 3. Третья и четвертая стадии при учете трения
[Figure 3. The scheme for calculating the third and fourth stages

of membrane deformation with considering friction]
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5.1. Третья стадия. Свободная часть дуги 𝜋
2𝜌 = 𝜋

2 за время 𝑑𝑡𝑘+1 удли-
няется под действием давления 𝑞𝑘+1 за счет ползучести:

𝑑𝑠𝑘+1
𝑘+1 =

𝜋

2
𝑑𝑡𝑘+1�̇�𝜃𝜃 =

𝜋

2
𝑑𝑡𝑘+1

(︁√3𝑞𝑘+1

2𝐻0𝐻𝑘
𝑘

)︁𝑛
.

Соответственно, уменьшается толщина свободной части мембраны. Исполь-
зуя �̇�𝜃𝜃 = −�̇�/𝐻, уравнение равновесия и выражение (1), получаем

𝐻𝑘+1
𝑘+1 = 𝐻𝑘

𝑘

(︁
1−

(︁√3

2
(𝜎𝜃𝜃)

𝑘
𝑘

)︁𝑛
𝑑𝑡𝑘+1

)︁
.

Новое значение действующего поперечного напряжения найдем из уравнения
равновесия:

(𝜎𝜃𝜃)
𝑘+1
𝑘+1 =

𝑞𝑘+1

𝐻0𝐻
𝑘+1
𝑘+1

.

Будем считать, что напряжения на вновь прилипшем отрезке мембраны рав-
ны на верхней и нижней части:

(𝜎𝜃𝜃)
𝑘+1
𝑘 = (𝜎𝜃𝜃)

𝑘+1
𝑘+1.

Далее производится вычисление новых значений (𝜎𝜃𝜃)
𝑘+1
𝑖 , 𝐻𝑘+1

𝑖 через пе-
рерасчет напряжений на уже прилипших отрезках. При этом будем учиты-
вать, что если сумма силы трения и силы, действующей на нижней части
этого элемента мембраны, превышает силу, действующую на верхней части
элемента, то данный элемент мембраны считается прилипшим и поэтому он
не деформируется на стадии (𝑘+1), иначе он деформируется с учетом трения
о стенки матрицы.

Сила трения на 𝑖-том кусочке определяется выражением

(𝐹fr)𝑖 = 𝜇𝑞𝑘+1𝑑𝑠𝑘𝑖 .

Если неравенство

(𝐹fr)𝑖 + (𝜎𝜃𝜃)
𝑘
𝑖−1𝐻0𝐻

𝑘
𝑖 > (𝜎𝜃𝜃)

𝑘+1
𝑖 𝐻0𝐻

𝑘
𝑖 (28)

выполнено, то размеры этого элемента мембраны и значения соответствую-
щих напряжений сохраняются:

𝑑𝑠𝑘+1
𝑖 = 𝑑𝑠𝑘𝑖 , 𝐻𝑘+1

𝑖 = 𝐻𝑘
𝑖 , (𝜎𝜃𝜃)

𝑘+1
𝑖−1 = (𝜎𝜃𝜃)

𝑘
𝑖−1, Δ𝑑𝑠𝑘+1

𝑖 = 0, (29)

в противном случае отрезок растягивается, и его новые значения вычисля-
ются по соотношениям

𝑑𝑠𝑘+1
𝑖 = Δ𝑑𝑠𝑘+1

𝑖 + 𝑑𝑠𝑘𝑖 , Δ𝑑𝑠𝑘+1
𝑖 = 𝑑𝑠𝑘𝑖

(︁√3

4

(︀
(𝜎𝜃𝜃)

𝑘
𝑖−1 + (𝜎𝜃𝜃)

𝑘
𝑖

)︀)︁𝑛
𝑑𝑡𝑘+1,

(𝜎𝜃𝜃)
𝑘+1
𝑖−1 = (𝜎𝜃𝜃)

𝑘+1
𝑖 − (𝐹fr)𝑖

𝐻0𝐻𝑘
𝑖

, (30)

𝐻𝑘+1
𝑖 = 𝐻𝑘

𝑖

(︁
1−

(︁√3

2
(𝜎𝜃𝜃)

𝑘
𝑖

)︁𝑛)︁
𝑑𝑡𝑘+1.

Окончание расчета в рамках третьей стадии наступает, если выполнено
одно из двух условий:

457



Лок още нк о А. М., Т е р а у д В. В., Ше в а р о в а Е. А.

– условие касания верхней части матрицы
∑︀
𝑖
𝑑𝑠𝑘+1
𝑖 > 𝑏− 1;

– условие разрушения мембраны 𝐻𝑘+1
𝑘+1 6 0.

Значения 𝑡3, 𝐻3, 𝜎3 будут характеризовать значения времени, толщины
и напряжения в конце третьей стадии деформирования мембраны.

5.2. Четвертая стадия. Расчет для четвертой стадии деформирования
мембраны проводится аналогично расчету третьей стадии по шагам. Из-за
высокой нелинейности задачи в начальный момент времени на четвертой
стадии и практически неизменно в последующем, для получения хорошего
результата расчета используется неравномерный шаг по времени. В началь-
ный момент времени шаг очень мал, далее расчет проводится с повышением
значения шага до больших значений на финальном этапе деформирования.
Для этого используется расчет шага по квадратичной функции: 𝑑𝑡 ∼ 𝑡2. Для
того чтобы получить решение за 𝑛 шагов от времени 𝑡3 до 𝑡4, необходимо,
чтобы было выполнено следующее условие:

𝑛∑︁
𝑖

𝑑𝑡(𝑖) = 𝑡4 − 𝑡3.

Используя квадратичную зависимость шага по времени от времени, получаем

𝑑𝑡(𝑖) = 𝐵
(︀
(𝑖+ 1)3 − 𝑖3

)︀
, 𝐵 =

𝑡4 − 𝑡3
𝑛(𝑛− 1)2

.

На 𝑘-том шаге вычисляются значения параметров шага (𝑘 + 1). Из урав-
нения равновесия вычисляются новые значения продольных напряжений:

(𝜎𝜃𝜃)
𝑘+1
𝑘+1 =

𝜌𝑘𝑞𝑘

𝐻0𝐻𝑘
𝑘

, (𝜎𝜃𝜃)
𝑘+1
𝑘 = (𝜎𝜃𝜃)

𝑘+1
𝑘+1.

Толщина нового элемента на четвертой стадии вычисляется аналогично тре-
тьей стадии по соотношению

𝐻𝑘+1
𝑘+1 = 𝐻𝑘

𝑘

(︁
1−

(︁√3

2
(𝜎𝜃𝜃)

𝑘
𝑘

)︁𝑛
𝑑𝑡𝑘+1

)︁
.

На четвертой стадии имеются два набора прилипших элементов: элемен-
ты, прилипшие на третьей стадии (𝑑𝑠𝑘𝑖 , �̂�

𝑘
𝑖 , (�̂�𝜃𝜃)𝑘𝑖 ) и элементы, прилипающие

на четвертой стадии (𝑑𝑠𝑘𝑖 ,𝐻
𝑘
𝑖 , (𝜎𝜃𝜃)𝑘𝑖 ) (без дополнительных обозначений). Они

рассматриваются отдельно в соответствии с выражениями (28)–(30) с помо-
щью предварительных вычислений 𝑑𝑠𝑘+1

𝑖 , �̂�𝑘+1
𝑖 ,

(︀
�̂�𝜃𝜃

)︀𝑘+1

𝑖
, Δ𝑑𝑠𝑘+1

𝑖 и последу-
ющих вычислений 𝑑𝑠𝑘+1

𝑖 , 𝐻𝑘+1
𝑖 , (𝜎𝜃𝜃)𝑘+1

𝑖 , Δ𝑑𝑠𝑘+1
𝑖 .

Для вычисления удлинения свободной части мембраны рассмотрим два
близких состояния и согласно определению �̇�𝜃𝜃 учтем, что прилипание мем-
браны к стенкам матрицы происходит симметрично сбоку и сверху матрицы,
поэтому будем рассматривать только четверть мембраны с углом раствора
𝜋/4, в результате имеем

𝑑�̇�𝜃𝜃 =
𝛼𝑑𝜌𝑘+1 + 𝑑𝑠𝑘+1

𝑘+1

𝛼𝜌𝑘
.
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Согласно геометрическим условиям, изменение радиуса составляет

𝑑𝜌𝑘+1 = −(𝑑𝑠𝑘+1
𝑘+1 +𝐷𝑠𝑘+1 + 0.5𝐷𝑠𝑘+1),

где
𝐷𝑠𝑘+1 =

∑︁
𝑖

𝑑𝑠𝑘+1
𝑖 , 𝐷𝑠𝑘+1 =

∑︁
𝑖

𝑑𝑠𝑘+1
𝑖 .

Тогда

𝑑�̇�𝜃𝜃 =
−𝛼(𝑑𝑠𝑘+1

𝑘+1 +𝐷𝑠𝑘+1 + 0.5𝐷𝑠𝑘+1) + 𝑑𝑠𝑘+1
𝑘+1

𝛼𝜌𝑘
=

= 𝑑𝑠𝑘+1
𝑘+1

1− 𝛼

𝛼𝜌𝑘
− 𝐷𝑠𝑘+1 + 0.5𝐷𝑠𝑘+1

𝜌𝑘
.

Отсюда, используя выражение (1), получаем значение вновь прилипшего от-
резка мембраны при подстановке 𝛼 = 𝜋/4:

𝑑𝑠𝑘+1
𝑘+1 =

𝜋𝜌𝑘𝑘
4− 𝜋

[︁(︁√3𝑞𝑘+1𝜌𝑘

2𝐻0𝐻
𝑘+1
𝑘+1

)︁𝑛
𝑑𝑡𝑘+1 +

𝐷𝑠𝑘+1 + 0.5𝐷𝑠𝑘+1

𝜌𝑘

]︁
.

Новое значение радиуса мембраны

𝜌𝑘+1 = 𝜌𝑘 − 𝑑𝑠𝑘+1
𝑘+1 −𝐷𝑠𝑘+1 −𝐷𝑠𝑘+1.

Длина контактирующей части мембраны вычисляется из выражения

𝑠𝑘+1 = 𝐷𝑠𝑘+1 +𝐷𝑠𝑘+1 =
∑︁
𝑖

𝑑𝑠𝑘+1
𝑖 +

∑︁
𝑖

𝑑𝑠𝑘+1
𝑖 .

Окончание расчета в рамках четвертой стадии наступает, если будет выпол-
нено одно из двух условий:

– условие заполнение матрицы 𝜌 6 𝑥00,
– условие разрушения мембраны 𝐻𝑘+1

𝑘+1 6 0.

Полученные в этот момент времени значения
𝑛∑︀
𝑖
𝑑𝑡𝑖, 𝐻𝑘+1

𝑘+1 , (𝜎𝜃𝜃)𝑘+1
𝑘+1 харак-

теризуются значениями 𝑡4, 𝐻4, 𝜎4 в конце четвертой стадии.

6. Ползучесть мембраны при постоянном давлении 𝑞

В качестве примера рассмотрим деформирование мембраны высотой 𝑏 = 2
со следующими выбранными параметрами:

𝐻0 = 0.01, 𝑛 = 3, 𝑥00 = 0.99, 𝑘 = 100.

В качестве величин поперечного давления примем два значения 𝑞, различа-
ющихся в 5 раз: 𝑞 = 0.5 ·10−4 и 𝑞 = 2.5 ·10−4, в этом случае значения угла 𝛼1,
полученные при мгновенном приложении внешнего давления 𝑞, равны соот-
ветственно 𝛼1 = 0.061 и 𝛼1 = 0.104. Так как значения отношения 𝐹 в (17)
очень незначительно отличаются от 1 (соответственно 𝐹 = 1.001 и 𝐹 = 1.002),
замена соотношения (17) на (19) является вполне обоснованной.

459



Лок още нк о А. М., Т е р а у д В. В., Ше в а р о в а Е. А.

На рис. 4 и 5 соответственно приведены зависимости толщины мембраны
𝐻(𝑡) и интенсивности напряжений 𝜎𝑢(𝑡) на свободной части мембраны от вре-
мени 𝑡 для всех четырех стадий деформирования при постоянном давлении
𝑞 = 0.5 · 10−4. Для стадий стесненного деформирования (третья и четвер-
тая стадии) зависимости 𝐻(𝑡) и 𝜎𝑢(𝑡) приведены для идеального скольжения
(сплошная линия), прилипания (штрих-пунктирная линия), расчет с учетом
трения при коэффициенте трения 𝜇 = 0.1 (пунктирная линия) и коэффи-
циенте трения 𝜇 = 0.3 (штриховая линия). На рис. 6 и 7 соответственно
приведены аналогичные зависимости 𝐻(𝑡) и 𝜎𝑢(𝑡) при постоянном давлении
𝑞 = 2.5 ·10−4. Значения основных параметров 𝑡, 𝐻, 𝜎𝑢 в конце каждой стадии
приведены в табл. 1 и 2 для идеального скольжения и прилипания и в табл. 3
и 4 для 𝜇 = 0.1 и 𝜇 = 0.3 (колонки 𝐴 при 𝑞 = 0.5 ·10−4 и 𝐵 при 𝑞 = 2.5 ·10−4).

Из табл. 1, 2 следует, что значения толщин свободной части мембраны
в конце каждой стадии при 𝑞 = 0.5 · 10−4 и 𝑞 = 2.5 · 10−4 совпадают, а вре-
мена деформирования различаются в 125 раз. При этом при учете трения
значения толщин свободной части мембраны незначительно отличаются, при
этом для меньшего значения 𝑞 толщина в конце стадии меньше, что может
объясняться тем, что мембрана при меньшем давлении больше прилипает к
стенкам матрицы, соответственно, растяжение происходит за счет более ин-
тенсивного утонения свободной части.

Во всех рассмотренных случаях зависимости 𝐻(𝑡) являются монотонно
убывающими функциями времени 𝑡. Расчеты показывают, что интенсивно-
сти напряжений 𝜎𝑢(𝑡) на второй и третьей стадиях возрастают, а на четвертой
стадии убывают. Толщины свободной части мембраны в конце деформирова-
ния при прилипании меньше, чем при идеальном скольжении, а интенсив-
ности напряжений, наоборот, больше, а при учете трения данные значения
лежат между этими величинами.

Вычисления показывают, что при заданных значениях используемых па-
раметров основная длительность деформирования мембраны вплоть до прак-
тически полного заполнения соответствует четвертой стадии (𝑡04 − 𝑡03), дли-
тельность третьей стадии минимальна: (𝑡03 − 𝑡02) < (𝑡04 − 𝑡03).

7. Ползучесть мембраны при кусочно-постоянном давлении 𝑞

Рассмотрим две программы нагружения. В первой программе (см. колон-
ки 𝐶 в табл. 1, 2) сначала деформирование происходит при 𝑞(1) = 0.5 · 10−4

в течение времени 𝜏1, равного половине соответствующей длительности 𝜏01
заполнения мембраны (т.е. 𝜏1 = 0.5𝜏01 ), затем величина 𝑞 скачкообразно из-
меняется и становится равной 𝑞(2) = 2.5 · 10−4, при 𝜏 > 𝜏1 рассматривается
ползучесть вплоть до заполнения матрицы при 𝑡 = 𝑡*1. Во второй программе
нагружения (колонка 𝐷 в табл. 1, 2) сначала мембрана деформируется при
𝑞(2) = 2.5·10−4 в течение 0 6 𝑡 6 0.5𝜏02 (где 𝜏02 — длительность заполнения мат-
рицы при 𝑞(2) = const), а затем мембрана деформируется при 𝑞(1) = 0.5 · 10−4

вплоть до заполнения матрицы при 𝑡 = 𝑡*2.
Согласно табл. 1 и 2, при данных значениях 𝑞(1) и 𝑞(2) скачкообразное

изменение 𝑞 происходит в процессе 4-й стадии первоначального значения 𝑞.
Применим к этой задаче правило суммирования парциальных времен 𝑆,

определяемое как сумма отношений длительностей ползучести при постоян-
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Рис. 4. Зависимости 𝐻(𝑡) при 𝑞 = 0.5 · 10−4

[Figure 4. The membrane thickness at 𝑞 = 0.5 · 10−4: ideal sliding (solid line), adhesion
(dash-dotted line), calculation taking into account friction with the friction coefficient

𝜇 = 0.1 (dotted line) and 𝜇 = 0.3 (dashed line)]

Рис. 5. Зависимости 𝜎𝑢(𝑡) при 𝑞 = 0.5 · 10−4

[Figure 5. The stress intensity at 𝑞 = 0.5 · 10−4: ideal sliding (solid line), adhesion (dash-dotted
line), calculation taking into account friction with the friction coefficient 𝜇 = 0.1 (dotted line)

and 𝜇 = 0.3 (dashed line)]

Рис. 6. Зависимости 𝐻(𝑡) при 𝑞 = 2.5 · 10−4

[Figure 6. The membrane thickness at 𝑞 = 2.5 · 10−4: ideal sliding (solid line), adhesion
(dash-dotted line), calculation taking into account friction with the friction coefficient

𝜇 = 0.1 (dotted line) and 𝜇 = 0.3 (dashed line)]
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Таблица 3
Характеристики ползучести мембраны в случае учета трения о стенки мат-
рицы, коэффициент трения 𝜇 = 0.1 [Creep characteristics of the membrane
under the friction against the matrix walls; the coefficient of friction is 𝜇 = 0.1]

Stages of 𝐴 𝐵

membrane 𝑞 = 0.5 · 10−4 𝑞 = 2.5 · 10−4

deformation 𝑡 · 10−4 𝐻 𝜎𝑢 𝑡 · 10−4 𝐻 𝜎𝑢

2 159.716 0.637 0.00680 1.2777 0.637 0.0340
3 242.171 0.386 0.01124 1.9391 0.385 0.0560
4 102343 0.110 0.00039 834.47 0.110 0.0020

Таблица 4
Характеристики ползучести мембраны в случае учета трения о стенки мат-
рицы, коэффициент трения 𝜇 = 0.3 [Creep characteristics of the membrane
under the friction against the matrix walls; the coefficient of friction is 𝜇 = 0.3]

Stages of 𝐴 𝐵

membrane 𝑞 = 0.5 · 10−4 𝑞 = 2.5 · 10−4

deformation 𝑡 · 10−4 𝐻 𝜎𝑢 𝑡 · 10−4 𝐻 𝜎𝑢

2 159.716 0.637 0.00680 1.2777 0.637 0.0340
3 243.373 0.378 0.01143 1.9524 0.377 0.0574
4 114129 0.108 0.00040 957.31 0.107 0.0020

Рис. 7. Зависимости 𝜎𝑢(𝑡) при 𝑞 = 2.5 · 10−4

[Figure 7. The stress intensity at 𝑞 = 2.5 · 10−4: ideal sliding (solid line), adhesion (dash-dotted
line), calculation taking into account friction with the friction coefficient 𝜇 = 0.1 (dotted line)

and 𝜇 = 0.3 (dashed line)]

ных значениях 𝑞 к длительностям практически полного заполнения матрицы
при этих значениях 𝑞:

𝑆 =
𝜏1
𝜏01

+
𝑡* − 𝜏2
𝜏02

, 𝑆 = 1.

В случае идеального скольжения имеем

𝑞(1) = 0.5 · 10−4, 𝑞(2) = 2.5 · 10−4, 𝑆 =
1

2
+
𝑡*1 − 0.5𝜏01 (𝑞

1)

𝜏02 (𝑞
2)

= 0.998 < 1;
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𝑞(1) = 2.5 · 10−4, 𝑞(2) = 0.5 · 10−4, 𝑆 =
1

2
+
𝑡*2 − 0.5𝜏01 (𝑞

2)

𝜏02 (𝑞
1)

= 1.00002 > 1.

В случае прилипания имеем

𝑞(1) = 0.5 · 10−4, 𝑞(2) = 2.5 · 10−4, 𝑆 =
1

2
+
𝑡*1 − 0.5𝜏01 (𝑞

1)

𝜏02 (𝑞
2)

= 0.94 < 1;

𝑞(1) = 2.5 · 10−4, 𝑞(2) = 0.5 · 10−4, 𝑆 =
1

2
+
𝑡*2 − 0.5𝜏01 (𝑞

2)

𝜏02 (𝑞
1)

= 1.00005 > 1.

Вычисления показывают, что как в случае идеального скольжения, так
и в случае прилипания сумма парциальных времен 𝑆 < 1 при мгновенном
увеличении величины 𝑞 и 𝑆 > 1 при мгновенном уменьшении величины 𝑞.

8. Длительная прочность при ступенчатом одноосном нагружении
В качестве косвенного подтверждения достоверности полученных теоре-

тических результатов рассмотрим результаты известных испытаний металлов
на длительную прочность при однократном ступенчатом изменении величи-
ны растягивающего напряжения.

Для анализа результатов испытаний при переменной температуре Робин-
сон [9] предложил правило линейного суммирования парциальных времен.
В данном параграфе рассматривается случай, когда растягивающее напря-
жение в образце равно 𝜎1 в течение времени 𝜏1, а затем оно скачком меняет-
ся до 𝜎2 и остается таким (без изменения) вплоть до разрушения в момент
времени 𝜏* = 𝜏1 + 𝜏2. Правило суммирования парциальных времен для пе-
ременных напряжений часто называется правилом Бейли; для этого случая
имеет место следующее равенство: сумма парциальных времен

𝑆 =
𝜏1
𝜏*1

+
𝜏2
𝜏*2

равна единице (𝑆 = 1). Здесь под 𝜏*𝑖 понимается время до разрушения при
постоянном растягивающем напряжении 𝜎𝑖, 𝑖 = 1, 2.

Многие исследования в той или иной мере подтверждают это правило,
однако в значительном количестве работ наблюдаются систематические от-
клонения от него, выходящие за границы естественного разброса экспери-
ментальных данных. В табл. 5 приведены значения сумм 𝑆 при возрастании

Таблица 5
Значения суммы парциальных времен, характеризующие длительную прочность
металлов при ступенчатом изменении напряжения [The sum of partial times

characterizing the long-term strength of metals with stepwise stress changes]

Data description Material
Tempera- 𝑆
ture, ℃ 𝜎1 < 𝜎2 𝜎1 > 𝜎2

by V. N. Gulyaev [10] EI-695R steel — 0.77 < 1 3.15 > 1

by D. L. Marriott [11] Aluminium alloy 180 0.71 < 1 1.26 > 1

by V. V. Osasyuk [12] EI-826 alloy 800 0.84 < 1 1.04 > 1
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и уменьшении растягивающего напряжения [10–12]. Во всех приведенных ис-
пытаниях металлов на длительную прочность при кусочно-постоянном растя-
гивающем напряжении сумма 𝑆 больше 1 при 𝜎1 > 𝜎2 и принимает значения
между 0 и 1 при 𝜎1 < 𝜎2. Этот экспериментальный результат аналогичен по-
лученным в п. 6 теоретическим результатам для рассмотренной конструкции.

Выводы
Приведено исследование ползучести длинной прямоугольной мембраны

в стесненных условиях (внутри жесткой матрицы) под действием переменно-
го поперечного давления. В качестве примера исследуется ползучесть мем-
браны при однократном мгновенном изменении величины поперечного дав-
ления. Рассматриваются три варианта условий на контакте мембраны и мат-
рицы: идеальное скольжение, полное прилипание и трение по закону Кулона.
В работе рассматриваются четыре последовательные стадии деформирова-
ния мембраны: мгновенное упругое деформирование, ползучесть в свободных
условиях, ползучесть мембраны при контакте с боковыми сторонами мат-
рицы и ползучесть мембраны при контакте со всеми сторонами матрицы.
Анализ проводится до времени практически полного прилегания мембраны
к пространству внутри матрицы. Получены зависимости толщины различ-
ных частей мембраны и интенсивности напряжений в мембране от времени.
При анализе ползучести в случае кусочно-постоянной зависимости величины
давления от времени рассмотрены отличия от правила суммирования парци-
альных времен заполнения матрицы.
Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
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Abstract

The problem of the steady-state creep of a long rectangular membrane in
constrained conditions inside a rigid matrix is investigated with a piecewise
constant dependence of the transverse pressure 𝑞 on time 𝑡. The problem
considers a long matrix of rectangular cross section, in which the ratio of its
height to width is not less than 0.5. As an example, the creep of the mem-
brane is investigated with a single change in the magnitude of the transverse
pressure over time. Three variants of the contact conditions of the membrane
and the matrix are considered: perfect sliding, adhesion and sliding taking
friction into account. In this paper, four stages of membrane deformation
were investigated. At the first stage (elastic deformation), the membrane,
flat in the initial state, under the action of pressure, instantaneously is de-
formed elastically, acquiring the form of an open circular cylindrical shell
with a central angle 2𝛼1. At the second stage, the membrane is deformed
under steady-state creep conditions up to the moment when the side walls
of the matrix touch. The third stage ends when the membrane touches the
transverse wall of the matrix. In the fourth stage, the membrane is in contact
with the matrix on the transverse and lateral sides. The analysis is carried
out until the time of almost complete adherence of the membrane to the
matrix, at which the ratio of the radius of the membrane near the corners
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of the matrix to the initial width of the membrane is 0.005. For the third
and fourth stages, the friction force of the membrane on the matrix walls is
additionally taken into account. The dependences of the thickness of various
parts of the membrane on time and on the intensity of stresses in the mem-
brane on time are obtained. In relation to this formulation of the problem,
deviations from the rule of summing the partial times of filling the matrix
are considered.

Keywords: membrane, steady-state creep, the matrix, transverse pressure,
ideal sliding, adhesion, non-stationary loading, friction.
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