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Аннотация

Анализируется скоростная чувствительность семейства диаграмм де-
формирования, порождаемых физически линейным определяющим со-
отношением вязкоупругости Больцмана—Вольтерры с произвольной
функцией релаксации в одноосных испытаниях с постоянными скоро-
стями деформации. Выведено общее выражение для показателя скорост-
ной чувствительности (скоростного упрочнения) и аналитически иссле-
дованы его общие качественные свойства: зависимость от деформации,
скорости деформации и характеристик функции релаксации, диапазон
значений, интервалы монотонности и существование точек экстремума,
предельные значения при стремлении скорости деформации к нулю или
бесконечности, способы определения по диаграммам деформирования
или по кривым релаксации. Установлено, что (в рамках линейной тео-
рии вязкоупругости) этот показатель зависит не от двух независимых
аргументов (деформации и скорости деформации), а только от их отно-
шения, что он выражается через отношение касательного модуля к се-
кущему и может быть вычислен по одной диаграмме деформирования
с произвольной скоростью деформации, и что по заданной (или изме-
ренной в испытаниях) функции скоростной чувствительности можно од-
нозначно восстановить функцию релаксации. Доказано, что значения
показателя скоростной чувствительности всегда лежат в интервале от
нуля до единицы (т.е. линейное определяющее соотношение описывает
только псевдопластические среды и не может описывать дилатантные)
и могут быть сколь угодно близки к единице (верхней границе для псев-
допластических сред), что как функция скорости он не только может
монотонно возрастать или убывать, но может иметь точки экстремума,
в частности точку максимума (при малообременительных ограничени-
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ях на функцию релаксации). Тем самым обнаружена неожиданная спо-
собность линейной теории вязкоупругости не только порождать семей-
ство диаграмм деформирования с выраженными участками течения при
практически постоянном напряжении, но и качественно описывать «сиг-
моидальную» форму зависимости напряжения от скорости деформации
(в логарифмических осях) и очень высокую скоростную чувствитель-
ность, характерные для режима сверхпластического деформирования
материалов.

Установленные свойства показателя скоростной чувствительности и
его характерные особенности проиллюстрированы на примерах класси-
ческих регулярных, сингулярных и фрактальных моделей вязкоупру-
гости (Максвелла, Фойгта, Кельвина, Зенера, Бюргерса, Скотт—Блэра)
и их параллельных соединений.

Ключевые слова: вязкоупругость, диаграммы деформирования, ско-
ростное упрочнение, показатель скоростной чувствительности, функция
скоростной чувствительности, псевдопластические среды, фрактальные
модели, уравнения с дробной производной, сверхпластичность, сигмои-
дальная кривая, титановые и алюминиевые сплавы, керамики.
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Введение. Данная статья продолжает цикл работ [1–5] (и др.) по анали-
тическому исследованию физически линейного определяющего соотношения
(ОС) вязкоупругости

𝜎(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
𝑅(𝑡− 𝜏)𝑑𝜀(𝜏), 𝜀(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0
Π(𝑡− 𝜏)𝑑𝜎(𝜏), 𝑡 > 0, (1)

с произвольными функциями релаксации (ФР) и ползучести 𝑅(𝑡) и Π(𝑡),
𝑡 > 0, с целью определения комплекса моделируемых им реологических эф-
фектов, границ и индикаторов его области применимости, сфер влияния ма-
териальных функций и разработки методик идентификации. ОС (1) описы-
вает одномерные изотермические процессы в структурно-стабильных мате-
риалах. Функции ползучести (ФП) и релаксации (ФР) в (1) предполагают-
ся положительными и дифференцируемыми на (0;∞), Π(𝑡)— возрастающей
и выпуклой вверх на (0;∞) [1–5], а 𝑅(𝑡)— убывающей и выпуклой вниз; ФР
может быть непрерывной справа в точке 𝑡 = 0 (тогда модель называется ре-
гулярной), а может иметь интегрируемую особенность (например степенную,
как у многих фрактальных моделей [6–12]) или включать сингулярное сла-
гаемое 𝜂𝛿(𝑡), где 𝛿(𝑡)— дельта-функция, 𝜂 > 0. Парой операторов вида (1)
задаются и трехмерные ОС вязкоупругости нестареющих изотропных сред:
тогда под 𝜎(𝑡) и 𝜀(𝑡) понимаются компоненты девиаторов тензоров напряже-
ний и деформаций или среднее напряжение и объемная деформация, связан-
ные сдвиговой или объемной ФР [4,5].

Данная работа посвящена анализу общих свойств показателя скоростной
чувствительности (ПСЧ) диаграмм деформирования, порождаемых ОС (1)
в одноосных квазистатических испытаниях 𝜀 = 𝑎𝑡 с постоянными скоростями
деформации (СД).
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Диаграммы деформирования (ДД) многих материалов (в частности, на-
следственных) в испытаниях с постоянными скоростями деформации зависят
от скорости 𝑎: 𝜎 = 𝜎(𝜀, 𝑎). Одна из наиболее распространенных мер скорост-
ной чувствительности материала (выраженности зависимости ДД от 𝑎 и ско-
ростного упрочнения) — показатель скоростной чувствительности (ПСЧ):

𝑚(𝑎, 𝜀) :=
𝜕 lg 𝜎(𝜀, 𝑎)

𝜕 lg 𝑎
= 𝜎−1𝑎

𝜕𝜎

𝜕𝑎
(2)

(в неодноосном случае под 𝜎 и 𝑎 следует понимать интенсивности тензоров
напряжений и скоростей деформаций). Для степенной модели вязкой (жид-
кообразной) среды 𝜎 = 𝐾�̇�𝑀 ПСЧ постоянен и совпадает с показателем 𝑀
(𝑀 ∈ (0; 1) для псевдопластических сред, 𝑀 > 1— для дилатантных) [13].
Как будет показано ниже, ПСЧ может быть постоянным и для моделей ли-
нейной вязкоупругости с определенными функциями релаксации.

Особенно важна высокая скоростная чувствительность материала и ее ха-
рактеризация при сверхпластическом деформировании [14–36] (см. п. 1), ко-
торое лежит в основе важных технологических процессов штамповки изделий
сложной формы, получения материалов с нужной структурой и механически-
ми свойствами посредством обработки давлением и большими пластическими
деформациями [19,23,27–29,36–45] и т.п.

В работах [1, 4] исследованы общие свойства диаграмм деформирования
𝜎 = 𝜎(𝜀, 𝑎), порождаемых линейной теорией вязкоупругости в одноосном
и общем случаях, в частности доказано, что ЛОС описывает только положи-
тельную скоростную чувствительность и не способна описывать отрицатель-
ную [46–52], но ПСЧ и другие количественные характеристики скоростной
чувствительности не анализировались.

Главные задачи данной статьи — вывести формулу для показателя ско-
ростной чувствительности кривых деформирования с постоянными скоро-
стями, порождаемых линейным ОС (1) с произвольной функцией релаксации,
аналитически исследовать общие качественные свойства зависимости ПСЧ от
деформации, скорости деформации и характеристик ФР и доказать, что фи-
зически линейное ОС вязкоупругости (1) способно описывать максимум ПСЧ
диаграмм деформирования, т.е. «сигмоидальную» форму зависимости напря-
жения от скорости деформации в осях «lg 𝜎 – lg 𝑎», и очень высокую скорост-
ную чувствительность с показателем 𝑚 ∈ (0.5; 1), характерные для режима
сверхпластического деформирования материалов [14–36], причем без каких-
либо экзотических ограничений на функцию релаксации: окажется, что эти
условия выполняются даже для классической модели Кельвина (“standard
linear solid”) из двух упругих элементов и одного вязкого. Обнаруженный
факт, в частности, выявляет важность учета упругих деформаций (кото-
рыми традиционно пренебрегают в моделировании сверхпластичности) для
описания максимума ПСЧ. Из него следует принципиальная возможность
использования линейных интегральных операторов вида (1) (инвариантных
относительно сдвигов по времени) как полезного инструмента (элемента) при
построении ОС сверхпластичности, связывающих истории тензоров напря-
жений и деформаций (конечных, больших), температуры и эволюции пара-
метров структуры материала. Например, соединив (параллельно или после-
довательно) один нелинейно вязкий элемент и модель Кельвина (линейный
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вязкоупругий «суперэлемент»), можно получить нелинейную модель с ПСЧ,
имеющим максимум.

Напряжение и время (и скорость деформации) в ОС (1) и формуле (2)
предполагаются безразмерными. В силу линейности операторов (1) изучае-
мые качественные свойства ДД и ПСЧ не зависят от способа масштабирова-
ния напряжений и времени.

1. Особенности кривых испытаний материалов в состоянии сверх-
пластичности и способов их описания. Сверхпластичность — способность
многих материалов в определенных структурно-термомеханических условиях
(в определенном диапазоне температур, скоростей и при достаточной степе-
ни измельчения зерен) к очень большой пластической деформации (100–200 %
и более) при относительно низком напряжении течения и его сильной зави-
симости от скорости деформации; способность к деформации не только без
разрушения, но и без потери (или даже с улучшением) своих основных ме-
ханических характеристик. Напряжение течения в состоянии сверхпластич-
ности может быть в несколько раз меньше предела текучести материала
в обычном состоянии (при той же температуре), а деформация при разру-
шении — в несколько раз больше. Сверхпластичность обычно наблюдается
у металлов и сплавов (титан, медь, цирконий, цинк, титановые, алюмини-
евые, магниевые и свинцово-оловянные сплавы, стали и др.), интерметалли-
дов и керамик с ультрамелкозернистой структурой (средний размер равноос-
ных зерен менее 10 мкм) при достаточно высоких температурах (𝑇 > 0.4𝑇𝑚,
𝑇𝑚 — температура плавления) и достаточно малых скоростях деформирова-
ния (�̇� = 10−5 ÷ 10−1 c−1) [18–36]. Обычно выделяют два основных вида
сверхпластического деформирования:

1) сверхпластичность полиморфных материалов (стали, чугуны, титан
и его сплавы, цирконий, цинк и др.) в процессе фазовых превращений,
вызванных деформированием, термоциклированием, радиацией и т.п.;

2) структурную сверхпластичность материалов (металлов и сплавов, ин-
терметаллидов, керамик) с ультрамелкозернистой (глобулярной) струк-
турой, не связанную с фазовыми превращениями.

Основными механизмами, определяющими развитие структурной сверхпла-
стичности, считаются зернограничное проскальзывание, внутризеренное дис-
локационное скольжение, диффузионная ползучесть и рекристаллизация [18–
30,33–36]. Как правило, чем меньше средний размер зерен поликристалличе-
ского материала в состоянии сверхпластичности, тем больше его скоростная
чувствительность, меньше напряжение течения, больше деформационный ре-
сурс и вязкость (тогда как для металла в обычном состоянии пределы текуче-
сти и прочности возрастают с уменьшением размера зерен). У металлических
стекол в переохлажденном жидком состоянии (в некотором диапазоне темпе-
ратур, немного выше температуры стеклования) наблюдается сверхпласти-
ческое течение с ПСЧ, близким к единице, и при высоких скоростях дефор-
мации [27].

Механическое поведение материалов в условиях сверхпластичности, как
правило, изучается в испытаниях на одноосное растяжение и сжатие цилин-
дрических или плоских образцов (со специально подготовленной структу-
рой), на кручение под давлением и на продавливание материала в специаль-
ных матрицах (равноканальное угловое прессование и т.п.). До и после ис-
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пытания производится подробное изучение структуры материала средствами
металловедения. Все более популярными становятся методы индентирования,
но методология, математическая обработка, расшифровка и интерпретация
результатов таких опытов вызывают пока много вопросов. В одноосных опы-
тах на растяжение-сжатие при постоянной температуре обычно снимаются
ДД 𝜎(𝜀, 𝑎) при постоянных СД и три паспортные кривые сверхпластичности
(все эти кривые сильно зависят от температуры [18–30,35–39,64]): зависимо-
сти (истинного) напряжения течения 𝜎𝑦(𝑎), ПСЧ 𝑚(𝑎) и максимального от-
носительного удлинения при разрыве 𝛿(𝑎) = 𝑙/𝑙0−1 от СД 𝑎 := �̇� = 𝑙/𝑙 = 𝑉/𝑙,
где 𝜀 = ln 𝑙/𝑙0, 𝑉 — скорость траверсы испытательной машины. Эти кривые
принято строить в (полу)логарифмических координатах: lg 𝜎 – lg 𝑎, 𝑚 – lg 𝑎,
𝛿 – lg 𝑎. По их качественному виду принято судить о том, находится ли ма-
териал в состоянии сверхпластичности или в «обычном состоянии» (только
в температурно-скоростном режиме, необходимом для проявления сверхпла-
стичности в случае материала с «правильной» структурой).

На ЭДД 𝜎(𝜀, 𝑎) сверхпластичных материалов при постоянных СД имеет-
ся начальный участок быстрого нарастания напряжения (иногда до 𝜀 = 5%).
За ним следует участок постоянства напряжения (без деформационного уп-
рочнения), где напряжение течения сильно зависит от СД (а затем, возмож-
но, участок убывания напряжения). На рис. 1 приведены ДД для титанового
сплава ВТ6С при температуре 900 ℃ (в вакууме) при постоянной СД в диа-
пазоне от 0.00008 до 0.02 c−1 из статьи [53]: истинные напряжения (в МПа)
в зависимости от относительной деформации 𝑙/𝑙0 − 1 в процентах при посто-
янстве скорости траверсы (истинная СД 𝑎 := 𝑙/𝑙 = 𝑉/𝑙 в процессе растяжения
падает, ибо 𝑙 растет). Это типичные кривые сверхпластического деформиро-
вания. Они отличаются от ДД для титанового сплава в обычном состоянии
(примерно в том же диапазоне СД, но при меньшей температуре и без под-
готовки структуры) не только гораздо большими деформациями при таких

Рис. 1. Диаграммы деформирования титанового сплава ВТ6С при 900 ℃ (в вакууме) для
скоростей деформации 𝑎 = 8; 55; 84; 160; 350; 600; 800; 2000 · 10−5 c−1 (кривые 1–8) [53]
[Figure 1. Stress-strain curves of titanium alloy VT6S under tension at 900 ℃ and strain rates

𝑎 = 8; 55; 84; 160; 350; 600; 800; 2000 · 10−5 s−1 (curves 1–8) [53]]
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же или меньших напряжениях, но и очень сильной чувствительностью на-
пряжения течения к СД: на рис. 1 напряжение течения увеличилось в 10
раз при изменении (начальной) СД от 0.00008 до 0.02 c−1, а ПСЧ, опреде-
ленный по кривым рис. 1, находится в диапазоне от 0.5 до 0.7. Отметим, что
аналогичные по форме диаграммы деформирования с длинным горизонталь-
ным участком, сильно зависящим от скорости, порождают линейная модель
Максвелла [1] и нелинейная модель упруговязкопластичности типа Максвел-
ла [54,55].

Многочисленные эксперименты показали, что сверхбольшие пластические
деформации надежно коррелируют с высоким значением ПСЧ (2). Сильная
чувствительность напряжения течения к СД — один из главных факторов,
обеспечивающих устойчивость сверхпластического течения: в месте зарож-
дения шейки повышается СД, что вызывает повышение напряжения (упроч-
нение) и стабилизацию (залечивание локального сужения). Увеличение ПСЧ
с ростом деформации (его предсказывают, в частности, нелинейная модель
типа Максвелла [54, 55] и линейное ОС (1) с регулярными функциями ре-
лаксации, см. п. 3) также способствует стабилизации участков локализации
деформации. Сильная зависимость напряжения течения от СД (режим сверх-
пластичности) характеризуется величиной 𝑚 > 0.3 (максимальное значение
𝑚 = 1 соответствует линейно-вязкой жидкости), тогда как для материалов
в обычном состоянии 𝑚 6 0.1. Принято считать [18–30, 35, 36], что для ре-
жима сверхпластического деформирования материала характерна «сигмои-
дальная» форма графика зависимости lg 𝜎 от lg 𝑎 (кривая 1 на рис. 2), т.е.
наличие точки перегиба с почти прямолинейным участком в ее окрестности
и, соответственно, наличие точки максимума на графике зависимости ПСЧ
(2) от СД при фиксированной деформации (кривая 2), а также — максимум

Рис. 2. Типичные качественные зависимости (безразмерного) напряжения (1, 1 ′), показа-
теля скоростной чувствительности (2, 2 ′) и деформации при разрушении (3, 3 ′) от скорости
деформирования: 1, 2, 3 — в режиме сверхпластичного деформирования; 1 ′, 2 ′, 3 ′ — в обыч-

ном состоянии
[Figure 2. Typical qualitative dependences of (non-dimensional) stress (1, 1 ′), strain rate

sensitivity index (2, 2 ′) and rupture strain on strain rate for tensile tests (3, 3 ′) at constant
strain rate; curves 1, 2, 3 correspond to the superplastic deformation regime;

curves 1 ′, 2 ′, 3 ′ correspond to the usual condition]
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и очень высокие значения деформации при разрушении 𝛿 (кривая 3). Для
материала в обычном состоянии характерны кривые вида 1 ′ и 2 ′ без точек
перегиба и максимума и монотонное убывание 𝛿(lg 𝑎) (кривая 3 ′). Точка мак-
симума 𝑎max указывает оптимальную скорость деформирования для дости-
жения максимальных деформаций и нужной формы изделия с наименьши-
ми энергозатратами. У керамик с ультрамелкозернистой структурой график
ПСЧ, как правило, имеет широкий участок постоянства (плато) [24,27].

Наличие выраженного максимума на графиках 𝑚 и 𝛿 (кривые 2 и 3) на
рис. 2 позволяет выделить на ней три области [24–27]. При очень малых СД 𝛿
и 𝑚 малы (стадия I). Стадия II характеризуется высокими (максимальными)
значениями 𝛿 и 𝑚, т.е. максимальным наклоном и наименьшей кривизной
«сигмоидальной кривой» 1. При этом характер взаимодействия фаз, средний
размер зерен и их форма (в идеале — близкая к глобулярной) практически
не меняются. Как только происходят существенные изменения (увеличение
зерен, потеря равноосности, нарушение фазового равновесия и т.п.), проис-
ходит понижение ПСЧ и переход к стадии III. Оптимальный диапазон СД,
соответствующий стадии II, зависит от материала (его химического и фазо-
вого состава, структуры и текстуры) и температуры. Он, как правило, ле-
жит в интервале скоростей �̇�, равных 10−4 ÷ 10−2 c−1. Его прогнозирование,
определение, расширение и сдвиг в сторону больших СД («высокоскорост-
ная сверхпластичность») — одна из важнейших технологических и научных
задач.

Уменьшение среднего размера зерен (при сохранении их равномасштабно-
сти и равноосности) посредством специальной предварительной термомеха-
нической обработки вызывает понижение напряжения течения и сдвиг опти-
мального диапазона СД (максимума кривой 𝑚(lg 𝑎) и точки перегиба сигмои-
дальной кривой — рис. 2) в сторону увеличения (порой в десятки раз). «Пра-
вильный» фазовый состав материала поддерживает стабильность необходи-
мой для сверхпластичности микроструктуры и повышает эффективность ме-
ханизмов сверхпластического деформирования. Повышение температуры,
как правило, приводит к росту зерен, но если оно не выводит материал из
состояния сверхпластичности (если не нарушает мелкозернистую структуру
и равноосность зерен, не сдвигает фазовое равновесие и не вызывает пере-
ход материала в однофазное состояние), то влечет значительное понижение
напряжения течения и сдвиг оптимального для интервала СД в сторону уве-
личения СД [18–30,35–39,63,64].

Из сказанного следует, что ПСЧ (его зависимость от СД, деформации,
температуры, параметров структуры, их истории и т.п.) — важнейшая харак-
теристика материала, находящегося в состоянии сверхпластичности, и кон-
кретного процесса сверхпластического деформирования. Методам определе-
ния ПСЧ посвящено огромное количество работ (в большинстве изучается
лишь зависимость ПСЧ от СД) [15–27,53,56,59]. ПСЧ определяют по накло-
нам кривых lg 𝜎 – lg 𝑎, или по ДД со скачком СД, или по кривым релаксации
напряжений, или по результатам технологических экспериментов. Все суще-
ствующие методы позволяют определить ПСЧ с малой точностью, значения,
определенные разными методами, имеют большой разброс (30–50 % и более),
зависят не только от методики его измерения, но и от степени и скорости де-
формации образца. Уже общепризнанно, что не существует универсального

475



Хохл о в А. В.

оптимального способа определения величины ПСЧ, и измеренную величину
не следует рассматривать как материальную константу [22,25,26]. Естествен-
ным продолжением этой мысли было бы рассматривать ПСЧ как материаль-
ную функцию в моделях сверхпластического деформирования: функцию от
𝜀, 𝑎, 𝑇 , среднего размера зерна и других параметров структуры материала
(и от историй инвариантов тензора напряжений при трехосном нагружении
и характеристик процесса нагружения). Аргументы для обоснования такого
подхода будут обнаружены ниже.

Для моделирования сверпластичности используют и разрабатывают мно-
жество моделей, как правило, описывающих одноосный случай [16–28,35,45,
52, 57–63]. Исторически самая популярная (в силу простоты) модель сверх-
пластического течения представляет собой гибрид уравнения состояния вяз-
кой жидкости и нелинейно упругой среды: напряжение течения моделируется
соотношением (иногда называемым Fields–Backofen equation) [18–28,63,64]

𝜎(𝑡) = 𝐾 |�̇�(𝑡)|𝑀 |𝜀(𝑡)|𝑁 sgn 𝜀(𝑡), 𝐾 > 0, 𝑀 ∈ (0; 1], 𝑁 > 0 (3)

(отметим, что эта зависимость — частный случай модели ползучести с упроч-
нением [65–68]). Для этой модели семейство ДД имеет вид 𝜎(𝜀, 𝑎) = 𝐾𝜀𝑁𝑎𝑀 ,
а ПСЧ (2) совпадает с постоянной 𝑀 (модель (3)) пренебрегает зависимостью
𝑀 от 𝑎 и 𝜀). Чаще всего полагают [18–29, 35], что показатель деформацион-
ного упрочнения 𝑁 равен нулю, и пренебрегают зависимостью 𝑀 от 𝜀, т.е.
считают материал степенной вязкой жидкостью. Нередко используют струк-
турные (одномерные) модели, полученные последовательным или параллель-
ным соединением вязких элементов со степенными зависимостями напряже-
ния от СД с произвольными положительными показателями и коэффициен-
тами [16, 19, 25, 26, 59]. Чтобы учесть параметры структуры, в модель вводят
зависимость напряжения от среднего размера зерна (например, степенную)
и, возможно, иных параметров структуры (задаваемую кинетическим урав-
нениями) [24–28,33,35,60–63]. Авторы работ [45,58] рассматривают сверхпла-
стичность как особый вид ползучести. Несмотря на все усилия, удовлетвори-
тельное комплексное теоретическое описание сверхпластического деформиро-
вания, учитывающее влияние термомеханической истории и контуры эволю-
ции структуры материала и позволяющее (хоть как-то) предсказывать вход
в состояние сверхпластичности и выход из него, пока отсутствует.

Одно из основных феноменологических требований к определяющим со-
отношениям сверхпластичности — способность моделировать наличие локаль-
ного максимума у функции 𝑚(𝑎). Далеко не все модели на это способны.
Например, для последовательного соединения элементов со степенной вяз-
костью ПСЧ (2) — убывающая функция от скорости деформации, а для па-
раллельного соединения — возрастающая, т.е. в обоих случаях максимума у
функции𝑚(𝑎) нет [69], а смешанное соединение трех элементов (модель Бэко-
фена) способно воспроизводить максимум при некоторых наборах материаль-
ных параметров [16,25,59,69]. «Формула Смирнова» [19,27]

𝜎 = 𝜎𝑠(𝜎0 +𝐾𝑎𝑀 )/(𝜎𝑠 +𝐾𝑎𝑀 ), 𝐾, 𝑀 > 0, 𝜎𝑠 > 𝜎0 > 0,

позволяет аппроксимировать зависимость напряжения течения от СД функ-
цией с точкой перегиба (т.е. обеспечить «сигмоидальность» этой кривой в ло-
гарифмических координатах). Но трактовать ее как ОС материала нельзя:
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она не описывает даже ДД, т.к. всегда 𝜎 > 𝜎0 и 𝜎 = const при 𝑎 = const;
полностью пренебрегает зависимостью 𝜎 и 𝑚 от 𝜀; совсем не моделирует
релаксацию напряжений: при 𝑎 = 0 имеем 𝜎 = 𝜎0 — независимо от уровня
деформации, мгновенно, в частности, тождественно равной нулю, ставится
в соответствие ненулевое напряжение 𝜎 = 𝜎0. Если 𝑎 = 0 начиная с неко-
торого момента времени, то с этого же момента сразу 𝜎 = 𝜎0 независимо
от установившегося уровня деформации и от всей предыстории, в частности,
независимо от первоначальной скорости нарастания деформации и от соот-
ветствующего ей по формуле напряжения течения. С таким же успехом для
описания сигмоидальной кривой lg 𝜎 – lg 𝑎 можно использовать, например,
функции 𝑦 = 𝑦0 +𝐾 arctg𝐴(𝑥 − 𝑥0) или 𝑦 = 𝑦0 +𝐾[(𝑥 − 𝑥0)

2 + 𝐶]1/3, имею-
щие точки перегиба (положив 𝑦 = lg 𝜎, 𝑥 = lg 𝑎 и даже считая все константы
функциями от 𝜀).

Покажем, что линейное ОС (1) не только описывает релаксацию, ползу-
честь, обратную ползучесть, скоростную чувствительность ДД и другие эф-
фекты, свойственные реономным материалам, но вполне способно порождать
диаграммы деформирования с выраженными участками течения при прак-
тически постоянном напряжении и моделировать существование максимума
у ПСЧ.

2. О материальных функциях линейного ОС вязкоупругости и
классах моделей. Входные процессы 𝜎(𝑡) или 𝜀(𝑡) в ОС (1) предполага-
ются кусочно непрерывными и кусочно гладкими при 𝑡 > 0. Из положи-
тельности и монотонности функций ползучести и релаксации на (0;∞) сле-
дует, что в точке 𝑡 = 0 существуют пределы справа Π(0+) = inf Π(𝑡) > 0
и 𝑅(0+) = sup𝑅(𝑡) > 0 (𝑅(0) = +∞, если 𝑅(𝑡) не ограничена сверху) и пре-
дел 𝑅(+∞) = inf 𝑅(𝑡) > 0. Если Π(0+) ̸= 0 (модель регулярна), то 𝑅(0+) =
= 1/Π(0) <∞ и на линеале непрерывных кусочно гладких при 𝑡 > 0 функций
операторы (1) представимы в виде

𝜎(𝑡) = 𝑅(0)𝜀(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
�̇�(𝑡− 𝜏)𝜀(𝜏)𝑑𝜏,

𝜀(𝑡) = Π(0)𝜎(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0
Π̇(𝑡− 𝜏)𝜎(𝜏)𝑑𝜏, 𝑡 > 0,

(4)

где 𝑦(0) := 𝑦(0+)— краткое обозначение предела функции 𝑦(𝑡) справа в точке
𝑡 = 0.

Операторы (1) взаимно обратны, и потому ФП и ФР связаны зависимо-
стями∫︁ 𝑡

0
𝑅(𝑡− 𝜏)Π(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑡 или

∫︁ 𝑡

0
Π̇(𝑡− 𝜏)𝑅(𝜏)𝑑𝜏 +Π(0)𝑅(𝑡) = 1, 𝑡 > 0. (5)

Зная ФР, можно найти ФП из (5), и наоборот. Поэтому одномерное ОС (1)
содержит лишь одну материальную функцию.

Свойства семейств основных теоретических кривых (диаграмм деформи-
рования при постоянных скоростях деформации или нагружения, кривых
ползучести при ступенчатом нагружении, кривых ползучести и релаксации
с произвольной начальной стадией нагружения и др.), порождаемых ОС (1)
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с произвольной ФР, его способности описывать те или иные эффекты, на-
блюдаемые в квазистатических испытаниях, сферы влияния материальных
функций, границы и индикаторы его области применимости и методики иден-
тификации проанализированы в цикле работ [1–5] и др. Анализ, в частности,
показал, что среди моделей, задаваемых ОС (1) с различными ФР и ФП, необ-
ходимо выделять как минимум три основных класса, поскольку качественные
свойства базовых теоретических кривых моделей этих классов в окрестности
точки 𝑡 = 0 (а также особенности постановки и решения краевых задач) за-
метно отличаются.

1. Регулярные модели (РеМ) — те, у которых ФР непрерывна справа в точ-
ке 𝑡 = 0 (на всем луче [0;∞)), или Π(0) ̸= 0. Тогда мгновенный модуль
𝐸 = 𝑅(0) = 1/Π(0) диаграмм деформирования с постоянной скоростью
конечен, Π̇(0)/Π(0) = −�̇�(0)/𝑅(0) [2], а ОС (1) и первое уравнение (5)
сводятся к уравнениям Вольтерры второго рода (4) и (5).

2. Сингулярные модели (СиМ) — модели с ФР, которая содержит слага-
емое 𝜂𝛿(𝑡), 𝜂 > 0; тогда Π(0) = 0 и Π̇(0) = 𝜂−1. ФР 𝑅 = 𝜂𝛿(𝑡) задает
ньютоновскую жидкость с ОС 𝜎 = 𝜂�̇� и входит слагаемым в ФР поло-
вины реологических моделей из линейных пружин и демпферов.

3. Модели с неограниченной ФР, не содержащей слагаемого 𝜂𝛿(𝑡), но име-
ющей интегрируемую особенность в точке 𝑡 = 0, в частности модель
Скотт—Блэра с ФР

𝑅(𝑡) = 𝐴𝑡−𝛼, 𝛼 ∈ (0; 1) (6)

(ее можно задать оператором дробного дифференцирования 𝜎 = 𝜂𝐷𝛼𝜀
[6–12], и потому ее называют «фрактальным элементом»: the Scott–
Blair model, fractional element, fractional dashpot, spring-pot) и многие
другие фрактальные модели [6–12]. Они тоже не регулярны и Π(0) = 0.
В случае Π(0) = 0 (4) и (5) — уравнения Вольтерры первого рода, что
приводит к некорректным задачам, особенностям в нуле у КР, бес-
конечности мгновенного модуля, отсутствию мгновенной диаграммы
деформирования и т.п. [1–5].

Ниже (пп. 4–7) будет показано, что и свойства ПСЧ этих трех классов
моделей различны.

Все структурные реологические модели из линейных пружин и демпферов
описываются ОС (1). Можно доказать, что для любого 𝑛 множество неприво-
димых 𝑛-звенных моделей распадается ровно на два класса эквивалентности
(модели класса задаются одним и тем же семейством ФП с одинаковыми диа-
пазонами параметров): регулярные и сингулярные (РеМ-𝑛 и СиМ-𝑛). В част-
ности, эквивалентны модель Пойнтинга—Томсона и модель Кельвина (две
модели из двух пружин и одного вязкого элемента).

3. Общие свойства диаграмм деформирования, порождаемых
ОС (1). Для процесса деформирования 𝜀 = 𝑎𝑡 (с постоянной скоростью)
определяющее соотношение (1) принимает вид

𝜎(𝑡) = 𝑎𝑡𝑃 (𝑡), где 𝑃 (𝑡) := 𝑡−1

∫︁ 𝑡

0
𝑅(𝜏)𝑑𝜏, 𝑡 > 0. (7)
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𝑃 (𝑡)— осреднение ФР (оно удобнее первообразной для исследования ДД, т.к.
через него выражается секущий модуль, а его свойства гораздо ближе к свой-
ствам функции 𝑅(𝑡)). В [1] доказаны следующие свойства 𝑃 (𝑡) (они будут
полезны при анализе свойств ДД и ПСЧ).

Лемма 1. Пусть 𝑅(𝑡)— положительная непрерывная убывающая функ-
ция. Тогда 𝑃 (𝑡), 𝑡 > 0— гладкая убывающая функция, обладающая следую-
щими свойствами:

1) 𝑃 (𝑡) > 1/Π(𝑡) > 𝑅(𝑡) при 𝑡 > 0;

2) �̇� (𝑡) = 𝑡−1(𝑅(𝑡)− 𝑃 (𝑡));
3) 𝑃 (+∞) = 𝑅(+∞);
4) для регулярной ФР 𝑃 (0+) = 𝑅(0+);

5) если 𝑅(𝑡) дифференцируема, то �̇� (𝑡) = 𝑜(𝑡−1) при 𝑡 → ∞, а функция
𝑡𝑃 (𝑡) возрастает и выпукла вверх;

6) если �̇�(0+) <∞, то �̇� (0+) = �̇�(0+)/2.

Исключив из (7) параметр 𝑡 = 𝜀/𝑎, получим семейство ДД в явной фор-
ме [1]:

𝜎(𝜀, 𝑎) = 𝑃 (𝜀/𝑎)𝜀. (8)
Секущий и касательный модули ДД (8) выражаются формулами

𝜎(𝜀, 𝑎)/𝜀 = 𝑃 (𝜀/𝑎), 𝜎′𝜀(𝜀, 𝑎) = 𝑅(𝜀/𝑎). (9)

При 𝜀→ 0+ оба модуля (9) стремятся к пределу 𝐸 := 𝜎′(0) = 𝑅(0) = 𝑃 (0) (ес-
ли модель регулярна, т.е. 𝑅 ∈ 𝐶[0;∞), а если нет, то 𝐸 = ∞), а при 𝜀→ ∞—
к пределу 𝑟 := 𝑅(∞) = 𝑃 (∞) > 0; 𝐸 и 𝑟— мгновенный и длительный моду-
ли (модули сдвига, объемные модули или модули Юнга — в зависимости от
физического смысла 𝜎 и 𝜀).

В [1] доказаны следующие общие свойства ДД (8) (для любой допусти-
мой ФР).

Теорема 1. Пусть 𝑅(𝑡)— положительная непрерывная убывающая и вы-
пуклая вниз функция при 𝑡 > 0. Тогда ДД (8) обладает следующими свойст-
вами:

1) при любом 𝑎 > 0 ДД 𝜎(𝜀) монотонна и выпукла вверх на луче 𝜀 > 0;
2) семейство ДД (8) возрастает по 𝑎, т.е. ОС (1) описывает только

положительную скоростную чувствительность;
3) секущий и касательный модули (9) являются функциями только од-

ной переменной 𝜀/𝑎, а не двух независимых аргументов;
4) мгновенный и длительный модули 𝐸 и 𝑟 не зависят от скорости де-

формации 𝑎;
5) при любом 𝑎 > 0 справедлива оценка 𝑟𝜀 < 𝜎(𝜀, 𝑎) < 𝐸𝜀 (правое нера-

венство содержательно при 𝐸 <∞, т.е. в случае 𝑅 ∈ 𝐶[0;∞));
6) при 𝑎→ 0 семейство ДД (8) всегда сходится (сверху) к прямой 𝜎 = 𝑟𝜀

(равновесной ДД ) равномерно на любом отрезке полуоси 𝜀 > 0;
7) при 𝑎 → +∞ семейство ДД (8) любой регулярной модели сходит-

ся (снизу) к прямой 𝜎 = 𝐸𝜀 (мгновенной ДД ) равномерно на любом
отрезке оси 𝜀;

8) если модель не регулярна (т.е. 𝑅 /∈ 𝐶[0;∞)), то 𝐸 = ∞, касательная
к любой ДД в нуле вертикальна, а семейство ДД 𝜀(𝜎, 𝑎) сходится при
𝑎→ ∞ к прямой 𝜀 = 0;
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9) при 𝜀 → ∞ 𝜎/𝜀 → 𝑟, и ДД (8) обладает асимптотой лишь тогда,

когда сходится интеграл 𝐼 :=

∫︁ ∞

0

(︀
𝑅(𝜏)− 𝑟

)︀
𝑑𝜏 ; тогда каждая ДД (8)

имеет асимптоту 𝜎 = 𝑟𝜀+ 𝐼𝑎, 𝐼 > 0, и 𝜎 < 𝑟𝜀+ 𝐼𝑎.

Отсутствие любого из обнаруженных свойств у ДД материала — доста-
точный признак неприменимости ОС (1) к его моделированию. В частно-
сти, линейное ОС (1) не способно моделировать материалы с отрицатель-
ной скоростной чувствительностью, с падающей ДД, с выпуклыми вниз или
имеющими точки перегиба ДД и те, у которых достоверно установлена за-
висимость мгновенного или длительного модуля ДД от СД. А свойство 3
теоремы 1 удобно для оценки (не)применимости ОС (1) посредством провер-
ки по двум ДД материала с разными СД совпадения величин модулей (7)
(с заданным допуском) в представительном наборе пар точек с одинаковыми
значениями отношения 𝜀/𝑎.

Пример. Рассмотрим трехпараметрическое семейство ФР

𝑅(𝑡) = (𝐸 − 𝑟)𝑒−𝜇𝑡 + 𝑟, 𝐸 > 𝑟 > 0, 𝜇 > 0. (10)

ФР (10) при 𝑟 > 0 порождает трехзвенную регулярную модель Кельвина—
Пойнтинга (РеМ-3) с двумя пружинами, при 𝑟 = 0 (10) вырождается в модель
Максвелла (РеМ-2), а при 𝐸 = 𝑟 ̸= 0— в упругий элемент. Осреднения ФР
(10) и ДД (8) имеют вид

𝑃 (𝑡) = (𝐸 − 𝑟)𝜇−1𝑡−1(1− 𝑒−𝜇𝑡) + 𝑟, (11)

𝜎(𝜀, 𝑎) = (𝐸 − 𝑟)𝜇−1𝑎(1− 𝑒−𝜇𝜀/𝑎) + 𝑟𝜀. (12)

При любом 𝑎 ДД (12) обладает асимптотой 𝜎 = 𝑟𝜀+ 𝐼𝑎, 𝐼 = (𝐸 − 𝑟)/𝜇.
Для модели Фойгта (СиМ-2) 𝑅 = 𝜂𝛿(𝑡) + 𝑟ℎ(𝑡), 𝑃 (𝑡) = 𝑟 + 𝜂𝑡−1, и ДД (8)

имеют вид
𝜎(𝜀, 𝑎) = 𝑟𝜀+ 𝜂𝑎. (13)

Все ДД модели Фойгта прямолинейны и параллельны друг другу, 𝜎(0, 𝑎) = 𝜂𝑎
(вертикальный начальный участок характерен для ДД всех сингулярных мо-
делей). ДД модели Фойгта напоминают формой ДД жесткопластического те-
ла с линейным упрочнением, но пороговое напряжение 𝜎(0) зависит от СД.
При 𝑎 → ∞ семейство ДД (13) сходится к вертикальному лучу 𝜀 = 0, а при
𝑎→ 0— к прямой 𝜎 = 𝑟𝜀 (штрих-пунктирная линия 0 на рис. 3).

На рис. 3 приведены ДД (12) модели Кельвина (РеМ-3) с 𝑟 = 100, 𝐸 =
= 𝜂 = 1000, 𝜇 = 1 (кривые 1–5) и Максвелла (с 𝑟 = 0— синие штриховые
ДД 1 ′–5 ′) для пяти скоростей 𝑎 = 0.0001; 0.001; 0.002; 0.003; 0.010. При 𝑎→ ∞
оба семейства ДД сходятся к прямой 𝜎 = 𝐸𝜀 (штрих-пунктирная линия с сим-
волом ∞). При 𝑎→ 0 семейство ДД РеМ-3 сходится к прямой 𝜎 = 𝑟𝜀 (штрих-
пунктирная линия 0), а ДД модели Максвелла — к прямой 𝜎 = 0. Красные
штриховые прямые 2 ′′–4 ′′ — ДД модели Фойгта (13) с 𝑟 = 100, 𝜂 = 1000 при
𝑎 = 0.001; 0.002; 0.003, они совпадают с асимптотами ДД 2–4. Асимптоты ДД
модели Максвелла горизонтальны и совпадают с ДД вязкого элемента (штри-
ховые прямые — для 𝑎 = 0.001; 0.002; 0.003): для линейно вязкой жидкости
𝑅 = 𝜂𝛿(𝑡), 𝑃 = 𝜂𝑡−1 и 𝜎(𝜀, 𝑎) = 𝜂𝑎.
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Рис. 3. Диаграммы деформирования (12) моделей Кельвина (10), Максвелла и Фойгта при
разных скоростях деформации

[Figure 3 (color online). Stress-strain curves (12) generated by the standard linear solid model
(10) (ReM-3) with 𝐸 = 𝜂 = 1000, 𝑟 = 100, 𝜇 = 1 and by the Maxwell model (𝑟 = 0) at strain
rates 𝑎 = 0.0001; 0.001; 0.002; 0.003; 0.010 (black curves 1–5 and blue dashed curves 1 ′–5 ′

with horizontal asymptotes). Dot-dashed curves are the limit curves for 𝑎 → ∞ and 𝑎 → 0.
Red dashed lines 2 ′′–4 ′′ are stress-strain curves (13) generated by the Voigt model (SiM-2) with
𝑟 = 100, 𝜂 = 1000 at strain rates 𝑎 = 0.001; 0.002; 0.003 (they coincide with asymptotes of

curves 2 ′′–4 ′′)]

4. Функция скоростной чувствительности линейного ОС и ее
свойства. Вычислим ПСЧ (2) по ДД (8), используя формулу п. 2 леммы 1
𝑃 ′(𝑥) = 𝑥−1

(︀
𝑅(𝑥)− 𝑃 (𝑥)

)︀
:

𝑚(𝑎, 𝜀) = −𝜎−1𝑎(𝜀/𝑎)2𝑃 ′(𝜀/𝑎) = 𝜀𝜎−1
(︀
𝑃 (𝜀/𝑎)−𝑅(𝜀/𝑎)

)︀
,

т.к. 𝜎/𝜀 = 𝑃 (𝜀/𝑎), отсюда имеем

𝑚(𝑥) = 1−𝑅(𝑥)/𝑃 (𝑥), 𝑥 := 𝜀/𝑎 > 0. (14)

Итак, ПСЧ — непрерывная функция, зависящая от одного аргумента 𝑥 := 𝜀/𝑎
(линии уровня 𝑚(𝑎, 𝜀)— лучи 𝜀 = 𝑥𝑎, 𝑎 > 0). Будем называть функцию 𝑚(𝑥)
(14) функцией скоростной чувствительности (ФСЧ), а ее график — кривой
скоростной чувствительности (КСЧ). Так как оператор осреднения (7), отоб-
ражающий 𝑅(𝑥) в 𝑃 (𝑥), линеен, то при умножении 𝑅(𝑥) на любое число
𝜆 > 0 ФСЧ (14) не меняется. Для параллельного соединения любого коли-
чества произвольных моделей 𝑅 =

∑︀
𝑅𝑖, 𝑃 =

∑︀
𝑃𝑖, и КСЧ (14) выражается

формулой
𝑚(𝑥) = 1−𝑅(𝑥)/𝑃 (𝑥) = 1−

∑︁
𝑅𝑖

⧸︁∑︁
𝑃𝑖.

Так как по лемме 1 имеем неравенство 𝑃 (𝑥) > 𝑅(𝑥) > 0 при 𝑥 > 0, из
(14) следует общая оценка 0 < 𝑚(𝑥) < 1, справедливая для любой ФР. Для
вырожденных моделей реализуются предельные случаи:

– для упругого элемента 𝑅(𝑡) = 𝐸 = const, 𝑃 (𝑥) = 𝐸 и 𝑚(𝑥) ≡ 0;
– для ньютоновской жидкости —𝑅 = 𝜂𝛿(𝑡), 𝑃 (𝑡) = 𝜂𝑡−1, 𝜎(𝜀, 𝑎) = 𝜂𝑎

и 𝑚(𝑥) ≡ 1 при 𝑥 > 0.
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Таким образом, линейное ОС (1) описывает только псевдопластические сре-
ды и не может моделировать дилатантные среды (у которых кажущаяся
вязкость 𝑣 := 𝜎/�̇�— возрастающая функция СД). Из (8) следует, что для
ОС (1) 𝑣 = 𝜎/𝑎 = 𝑃 (𝜀/𝑎)𝜀/𝑎 = 𝑥𝑃 (𝑥)— убывающая функция 𝑎 при лю-
бом фиксированном 𝜀 (так как согласно лемме 1 функция 𝑥𝑃 (𝑥) возрастает,
𝑣′(𝑎) = −𝜀𝑎−2𝑅(𝜀/𝑎) < 0), т.е. среда относится к классу псевдопластических,
и 𝑣(𝑎) → 0 при 𝑎 → ∞, если ФР несингулярна (если же ФР содержит слага-
емое 𝜂𝛿(𝑡), то 𝑣(𝑎) → 𝜂).

Предел ФСЧ (14) при 𝑥→ 0 (т.е. при 𝜀→ 0 или 𝑎→ ∞) зависит от клас-
са, к которому принадлежит модель (см. п. 2). Если ФР непрерывна справа
в точке 𝑡 = 0 (модель регулярна), то при 𝑥 → 0 имеем 𝑚 → 0, посколь-
ку 𝑃 (0+) = 𝑅(0+) по лемме 1. Для всех сингулярных моделей 𝑅(0+) < ∞
и 𝑃 (𝑡) = 𝜂𝑡−1, и потому 𝑚(0+) = 1. Если 𝑅(𝑡) ∼ 𝑥−𝛼 при 𝑡 → 0, 𝛼 ∈ (0; 1)
(в частности, для фрактальных моделей Фойгта (25) и их параллельных со-
единений — см. п. 6), то 𝑃 (𝑡) ∼ (1− 𝛼)−1𝑡−𝛼 и по (14) 𝑚(0+) = 𝛼.

Предел ФСЧ (14) при 𝑥→ ∞ также может принимать любые значения из
отрезка [0; 1]. Если 𝑟 = 𝑅(∞) > 0, то 𝑚 → 0 при 𝑥 → ∞ (т.е. при 𝜀 → ∞ или
𝑎→ 0), поскольку по лемме 1 𝑃 (∞) = 𝑅(∞) := 𝑟 и 𝑅(𝑥)/𝑃 (𝑥) → 1. В случае
𝑟 = 0 за неопределенностью 0/0 может скрываться любой предел (из отрезка
[0; 1]). Если 𝑅(𝑡) ∼ 𝑡−𝑝 при 𝑡 → ∞, 𝑝 > 0, то по (14) 𝑚(∞) = min{𝑝, 1}
(в частности, для всех параллельных соединений фрактальных элементов (6)
и их сдвигов вдоль оси времени). Если 𝑅(𝑡) = 𝑂(𝑡−(1+ℎ)) при 𝑡→ ∞, ℎ > 0, то

𝑚(∞) = 1, так как по (7) 𝑃 (𝑡) ∼ 𝐼𝑡−1, где 𝐼 :=

∫︁ ∞

0
𝑅(𝜏)𝑑𝜏 (интеграл сходится

по признаку сравнения) и 𝑅/𝑃 = 𝑂(𝑡−ℎ). В частности, для модели Максвелла
(𝑅 = 𝐸𝑒−𝜇𝑡) имеем 𝑃 = 𝐸𝜇−1𝑡−1(1 − 𝑒−𝜇𝑡), 𝑅(𝑥)/𝑃 (𝑥) → 0 при 𝑥 → ∞,
и потому 𝑚 → 1. Для всех параллельных соединений моделей Максвелла
с разными временами релаксации (РеМ-2𝑛) тоже 𝑚(∞) = 1.

Если 𝑅(0+) < ∞ (т.е. модель регулярна) и 𝑅(∞) ̸= 0, то положительная
непрерывная функция 𝑚(𝑥) стремится к нулю на концах интервала (0;+∞),
следовательно, она имеет хотя бы один локальный максимум (в той точке
𝑥 = �̂�, в которой достигает своей точной верхней грани �̂� := 𝑚(�̂�)). При фик-
сированной СД 𝑎 функция 𝑚(𝜀), 𝜀 > 0, имеет максимум в точке 𝜀 = 𝑎�̂�, а при
фиксированном 𝜀 функция𝑚(𝑎), 𝑎 > 0, имеет максимум в точке �̂� = 𝜀/�̂�. Чем
больше 𝜀, тем больше �̂� и тем шире диапазон СД, в котором значения 𝑚(𝑎)
близки к максимальной величине ПСЧ �̂� = 𝑚(�̂�). Таким образом, физически
линейное ОС (1) способно моделировать наличие максимума ПСЧ и сигмо-
идальность зависимости lg 𝜎 – lg 𝑎, столь важные для сверхпластичности.
Этой способностью ОС (1) выгодно отличается от модели (3) (традиционно
используемой для описания сверхпластичности в течение полувека) и всех
параллельных соединений моделей вида (3), которые не могут описывать ни
наличие максимума ПСЧ [22], ни релаксацию напряжений. Условия наличия
максимума у зависимостей 𝑚(𝑥) и 𝑚(𝑎) выполняются даже для классиче-
ской модели Пойнтинга—Томсона, получаемой параллельным присоединени-
ем упругого элемента к модели Максвелла, и для эквивалентной ей моде-
ли Кельвина, т.е. для всех РеМ-3 (см. п. 2). Обнаруженный факт выявляет
важность учета упругих деформаций (которыми традиционно пренебрегают
в моделировании сверхпластичности) для описания максимума ПСЧ.
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Для определения �̂� и �̂� надо найти критические точки 𝑚(𝑥):

𝑚′(𝑥) = −[𝑃 (𝑥)]−2
(︀
𝑅′(𝑥)𝑃 (𝑥)−𝑅(𝑥)𝑃 ′(𝑥)

)︀
,

𝑚′(𝑥) = 0 равносильно

𝑅′(𝑥)/𝑅(𝑥) = 𝑃 ′(𝑥)/𝑃 (𝑥), или 𝑥𝑅′(𝑥)/𝑅(𝑥) = 𝑅(𝑥)/𝑃 (𝑥)− 1,

поскольку 𝑃 ′(𝑥) =
(︀
𝑅(𝑥)− 𝑃 (𝑥)

)︀
/𝑥 (лемма 1). Для конкретной ФР решения

этого уравнения — критические точки 𝑚(𝑥), разбивающие ось на интервалы
монотонности 𝑚(𝑥). Из общих качественных свойств ФР не следуют ограни-
чения на количество точек экстремума у КСЧ. Анализ показывает (см. ни-
же), что КСЧ могут иметь несколько точек экстремума (например, модель
стандартного тела, т.е. параллельное соединение двух моделей Максвелла
с разными временами релаксации).

Каждой конкретной модели (1) (каждой ФР 𝑅(𝑥)) соответствует по (14)
своя ФСЧ 𝑚(𝑥), характеризующая ее скоростную чувствительность, и, со-
ответственно, значения �̂� и �̂� (если есть максимум и другие характерные
точки). ФСЧ можно рассматривать как материальную функцию, посколь-
ку по заданной ФСЧ можно однозначно восстановить ФР и таким образом
построить модель с заданной формой КСЧ, зарегистрированной в испыта-
ниях материала. В самом деле, по заданной непрерывной и кусочно-гладкой
функции 𝑚(𝑥), такой, что 0 < 𝑚 < 1 при 𝑥 > 0, можно восстановить ФР
𝑅(𝑥) с точностью до положительного множителя (т.к. по (14)) всем ФР 𝜆𝑅(𝑡),
𝜆 > 0, соответствует одна и та же ФСЧ 𝑚(𝑥)); для его определения надо за-
дать еще начальное условие 𝑅(𝑡0) = 𝑅0 > 0. Из (14) следуют интегральное

и дифференциальное уравнения для 𝑅(𝑥):
∫︁ 𝑥

0
𝑅(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑥

(︀
1 − 𝑚(𝑥)

)︀−1
𝑅(𝑥),

или
𝑅′ = 𝑓(𝑥)𝑅, 𝑓(𝑥) := −𝑥−1𝑚(𝑥)−𝑚′(𝑥)

(︀
1−𝑚(𝑥)

)︀−1
. (15)

Очевидно, 𝑓(𝑥) кусочно непрерывна, и множество ее точек разрыва совпа-
дает с множеством точек разрыва 𝑚′(𝑥) на (0,∞) (как правило, пустым),
а наличие разрывов у 𝑚′(𝑥) равносильно наличию разрывов у �̇�(𝑡) в силу
(15) (такие ФР иногда используют, склеивая задаваемые представления для
ФР, в частности, полагая 𝑅(𝑡) = const при больших 𝑡).

Решение дифференциального уравнения (15) с начальным условием

𝑅(𝑡0) = 𝑅0 > 0 имеет следующий вид: 𝑅(𝑡) = 𝑅0 exp

(︂∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

)︂
. Обозначив

𝑦(𝑥) := 𝑥−1𝑚(𝑥), после преобразований получим

𝑅(𝑡) = 𝑅0
1−𝑚(𝑡)

1−𝑚(𝑡0)
exp

(︀
− 𝑌 (𝑡)

)︀
, 𝑌 (𝑡) :=

∫︁ 𝑡

𝑡0

𝑦(𝑥)𝑑𝑥,

𝑦 := 𝑥−1𝑚(𝑥), 𝑡 > 𝑡0 > 0.

(16)

Очевидно, функция 𝑅(𝑡) непрерывна, и 𝑅(𝑡) > 0, поскольку 𝑚(𝑡) < 1. Точ-
ки разрыва �̇�(𝑡) совпадают с точками разрыва 𝑚′(𝑥). Так как 0 < 𝑚 < 1, вы-
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полняется неравенство 0 < 𝑦 < 𝑥−1 и 𝑌 (𝑡) возрастает; 0 < 𝑌 (𝑡) < ln(𝑡/𝑡0) при
𝑡 > 𝑡0, 𝑡0/𝑡 < exp

(︀
− 𝑌 (𝑡)

)︀
< 1, и потому верна оценка для ФР (16):

𝑡0𝑡
−1 1−𝑚(𝑡)

1−𝑚(𝑡0)
<

𝑅(𝑡)

𝑅(𝑡0)
<

1−𝑚(𝑡)

1−𝑚(𝑡0)
, 𝑡 > 𝑡0 > 0. (17)

Предел ФР (16) при 𝑡 → ∞ зависит от поведения интеграла 𝑌 (𝑡). Если
𝑌 (∞) <∞ (интеграл сходится), то 𝑚(∞) = 0 (в предположении, что предел
𝑚(∞) существует) и 𝑅(∞) = 𝑅0

(︀
1−𝑚(𝑡0)

)︀−1
exp

(︀
−𝑌 (∞)

)︀
> 0. Если же инте-

грал 𝑌 (𝑡) расходится, то exp
(︀
−𝑌 (𝑡)

)︀
→ 0 и 𝑅(∞) = 0. Для этого достаточно,

чтобы 𝑚(∞) > 0.
Для того чтобы ФР (16), восстановленная по ФСЧ, удовлетворяла необ-

ходимым ограничениям на ФР в ОС (1) (была убывающей и выпуклой вниз),
надо наложить дополнительные ограничения на 𝑚(𝑥). Из дифференциаль-
ного уравнения (15) следует, что критерий (нестрогого) убывания 𝑅(𝑥) при
𝑥 > 0— выполнение неравенства 𝑓(𝑥) 6 0, т.е. −𝑥−1𝑚(𝑥) 6 𝑚′(𝑥)

(︀
1−𝑚(𝑥)

)︀−1,
или

𝑚′(𝑥) > −𝑥−1𝑚(𝑥)
(︀
1−𝑚(𝑥)

)︀
, 𝑥 > 0. (18)

Критерий выпуклости вниз ФР (16) найдем из (15):

𝑅′′ = 𝑓 ′𝑅+ 𝑓𝑅′ = (𝑓 ′ + 𝑓2)𝑅,

где 𝑅 > 0, поэтому 𝑅′′ > 0 равносильно условию 𝑓 ′ + 𝑓2 > 0 для всех 𝑥 > 0,
т.е. (см. подробнее [71])

𝑥2𝑚′′ < 𝑚(1−𝑚2) + 𝑥𝑚′(3𝑚− 1). (19)

Отметим в заключение, что ФСЧ легко определяется не только по задан-
ной ФР, но и по одной ДД 𝜎(𝜀, 𝑎): ведь в силу (14) и (8)

𝑚(𝑥) = 1− 𝐸𝑇 (𝑥)/𝐸𝑆(𝑥), (20)

где 𝐸𝑇 := 𝜕𝜎/𝜕𝜀 = 𝑅(𝜀/𝑎) и 𝐸𝑆 := 𝜎(𝜀, 𝑎)/𝜀 = 𝑃 (𝜀/𝑎)— касательный и се-
кущий модули, вычисляемые по одной ДД 𝜎(𝜀, 𝑎) с произвольной скоростью
(или одной экспериментальной ДД материала в случае адекватности линей-
ного ОС). Это свойство можно использовать и как индикатор (не)примени-
мости линейного ОС (1) по данным испытаний материала, так и для прямого
определения ФСЧ по ним.

5. Кривые скоростной чувствительности моделей Кельвина,
Максвелла и Фойгта. Для модели Кельвина (РеМ-3) с трехпараметриче-
ской ФР (10) ФСЧ задается (в силу (14) и (11)) уравнением

𝑚(𝑥) = 1− (𝐸 − 𝑟)𝑒−𝜇𝑥 + 𝑟

(𝐸 − 𝑟)𝜇−1𝑥−1(1− 𝑒−𝜇𝑥) + 𝑟
= 1− (1− 𝑟)𝑒−𝑠 + 𝑟

(1− 𝑟)(1− 𝑒−𝑠)𝑠−1 + 𝑟
(21)

(𝑠 := 𝜇𝑥 и 𝑟 := 𝑟/𝐸 — безразмерные аргумент и параметр). При 𝑟 = 0 получа-
ется модель Максвелла, ее ФСЧ возрастает,𝑚(0+) = 0,𝑚(∞) = 1. Для РеМ-3
𝑟 > 0 и, поскольку 𝑅(0+) = 𝐸 <∞ и 𝑅(∞) = 𝑟 ̸= 0, то 𝑚(0+) = 0, 𝑚(∞) = 0
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и ФСЧ (19)) имеет хотя бы один максимум. Можно доказать, что ФСЧ (21)
имеет единственный экстремум. В самом деле (выкладки опущены),

𝑚′(𝑠) = (1− 𝑟)𝑒−𝑠
𝑟𝑠2 + 𝑠+ 2𝑟 − 1− 𝑟𝑒𝑠 + (1− 𝑟)𝑒−𝑠

[(1− 𝑟)(1− 𝑒−𝑠) + 𝑟𝑠]2
;

при 𝑟 > 0 выражение 𝑚′(𝑠) = 0 равносильно 𝑟(𝑠2+2− 𝑒𝑠− 𝑒−𝑠) = 1− 𝑠− 𝑒−𝑠,
или 𝑦(𝑠) = 𝑟, где

𝑦(𝑠) := (1− 𝑠− 𝑒−𝑠)/(𝑠2 + 2− 𝑒𝑠 − 𝑒−𝑠), 𝑠 > 0, 𝑟 ∈ (0; 1).

Для любого 𝑟 ∈ (0; 1) решение уравнения 𝑦(𝑠) = 𝑟 единственно, так как
𝑦(0+) = +∞, 𝑦(+∞) := +0 и функция 𝑦(𝑠) монотонно убывает (доказывается
исследованием производных 𝑦(𝑠)). Отметим также, что ПСЧ (21) убывает
с ростом 𝑟 при любом 𝑠, поскольку 𝜕𝑚/𝜕𝑟 = −𝑒−𝑠

[︀
(1−𝑟)(1−𝑒−𝑠)𝑠−1+𝑟

]︀−2
< 0.

На рис. 4 приведены КСЧ 𝑚(𝑥) шести моделей вида (10) с 𝜇 = 1 и
𝑟 = 0; 0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5 (линии 0–5; кривая 0 с 𝑟 = 0 соответствует мо-
дели Максвелла, остальные — РеМ-3). Красные штриховые линии 6–8 — ФСЧ
𝑚 = 1/(1 + 𝜆𝑥) трех моделей Фойгта с 𝜆 := 𝑟/𝜂 = 0.01; 0.1; 0.5. У модели
Максвелла 𝑚(𝑥) возрастает при всех 𝑥 > 0, а для моделей с 𝑟 ̸= 0 𝑚(𝑥) имеет
точку максимума. Чем больше 𝑟, тем меньше 𝑚(𝑥) на всей полуоси. Очевид-
но, модель Максвелла демонстрирует наивысший ПСЧ при всех 𝑥, стабильно
близкий к единице вне некоторой окрестности точки 𝑥 = 0. Единственный ее
«конкурент» — модель Фойгта с большим временем ретардации (кривая 6).
Штрих-пунктирные кривые 10, 11 — КСЧ при увеличении времени релакса-
ции (вязкости) в 10 раз, т.е. при 1/𝜇 = 10 для 𝑟 = 0 и 𝑟 = 1; увеличение
времени релаксации 1/𝜇 вызывает растяжение КСЧ (21) вдоль оси 𝑥 и дела-
ет КСЧ более пологой.

На рис. 5 приведены зависимости ПСЧ от деформации 𝑚(𝜀) при фикси-
рованных 𝑎 = 0.01; 0.03; 0.05; 0.10 и от скорости 𝑚(𝑎) при 𝜀 = 0.01; 0.05; 0.1;
0.2; 0.3 для двух моделей: РеМ-3 с 𝑟 = 0.1 (кривые 1–4 и 5–9) и Максвел-
ла с 𝑟 = 0 (синие кривые 11–14 и 15–19). Стрелками указаны направления
смещения кривых с ростом параметров 𝑎 и 𝜀. Для модели Максвелла 𝑚(𝜀)
возрастает при всех 𝜀 > 0, а 𝑚(𝑎) убывает при всех 𝑎 > 0. У модели РеМ-3
𝑚(𝜀) и 𝑚(𝑎) имеют точку максимума, максимальная величина ПСЧ �̂� для
конкретной модели не зависит ни от 𝑎, ни от 𝜀. У модели Фойгта 𝑚(𝜀) убыва-
ет (красные штриховые кривые 21 и 24 — для модели с 𝑟/𝜂 = 0.1 при 𝑎 = 0.01
и 𝑎 = 0.1), а 𝑚(𝑎) возрастает при всех 𝑎 > 0 (красные штриховые кривые
25 и 29 — при 𝜀 = 0.01 и 𝜀 = 0.3). Голубая штрих-пунктирная кривая —𝑚(𝜀)
РеМ-3 с 𝑟 = 0.3 при 𝑎 = 0.10.

6. Функции скоростной чувствительности сингулярных и фрак-
тальных моделей. Для сингулярных или неограниченных ФР многие свой-
ства ФСЧ, доказанные для регулярных ФР (пп. 4, 5), могут нарушаться.
Свойства ФСЧ сингулярных моделей «ортогональны» (двойственны) свой-
ствам ФСЧ регулярных. В частности, у всех СиМ 𝑚(0+) = 1 (а не 𝑚(0+) = 0,
как у РеМ), поскольку наличие слагаемого 𝜂𝛿(𝑡) в ФР влечет наличие слага-
емого 𝜂𝑡−1 в представлении 𝑃 и свойство 𝑅(𝑥)/𝑃 (𝑥) → 0 при 𝑥→ 0. Поэтому
в окрестности точки 𝑥 = 0 ФСЧ СиМ убывает, а не возрастает, как у РеМ.
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Рис. 4. Кривые скоростной чувствительности 𝑚(𝑥) для пяти моделей Кельвина (10)
(РеМ-3) с 𝑟/𝐸 = 0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5, модели Максвелла (с 𝑟 = 0) и трех моделей Фойгта

c 𝑟/𝜂 = 0.01; 0.1; 0.5
[Figure 4. Strain rate sensitivity curves 𝑚(𝑥) generated by five standard linear solid models
(10) (ReM-3) with 𝜇 = 1 and 𝑟/𝐸 = 0.1; 0.2; 0.3; 0.4; 0.5 (curves 1–5), by the Maxwell model
(𝑟 = 0, the blue curve 0) and by three Voigt models with 𝑟/𝜂 = 0.01; 0.1; 0.5 (red curves 6–8).
Curves 10, 11 are strain rate sensitivity curves 𝑚(𝑥) generated by the models (10) with 1/𝜇 = 10
(relaxation time ten times greater) and 𝑟 = 0 or 𝑟 = 1. Equalities 𝑚(0) = 1 and 𝑚(∞) = 0 hold

for all curves 𝑚(𝑥) since the model (10) is regular and 𝑅(∞) ̸= 0]

Рис. 5. Зависимости ПСЧ от деформации и скорости деформации для моделей Кельвина
(10) с 𝑟 = 0.1 и Максвелла (𝑟 = 0): слева —𝑚(𝜀) при 𝑎 = 0.01; 0.03; 0.05; 0.10; справа —𝑚(𝑎)

при 𝜀 = 0.01; 0.05; 0.1; 0.2; 0.3
[Figure 5. Strain rate sensitivity index 𝑚(𝑎, 𝜀) as a function of strain or strain rate for the
standard linear solid model (10) with 𝜇 = 1 and 𝑟/𝐸 = 0.1 (curves 1–4 and 5–9) and for the
Maxwell model with 𝜇 = 1 and 𝑟 = 0 (blue curves 11–14 and 15–19): left — graphs 𝑚(𝜀) for
fixed 𝑎 = 0.01; 0.03; 0.05; 0.10; right — graphs 𝑚(𝑎) for fixed 𝜀 = 0.01; 0.05; 0.1; 0.2; 0.3. Red
dashed lines 21, 24, 25, and 29 are graphs 𝑚(𝜀) and 𝑚(𝑎) for the Voigt model with 𝑟/𝜂 = 0.1
for fixed rate 𝑎 = 0.01 or 𝑎 = 0.1 and for fixed strain 𝜀 = 0.01 or 𝜀 = 0.3. The blue curve is the

graph 𝑚(𝜀) for the model (10) with 𝑟/𝐸 = 0.3 and given 𝑎 = 0.1]
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Для модели Фойгта (СиМ-2) 𝑅 = 𝜂𝛿(𝑡) + 𝑟ℎ(𝑡), 𝑃 = 𝑟 + 𝜂𝑡−1, и ДД (8)
и ФСЧ (12) имеют вид

𝜎(𝜀, 𝑎) = 𝑟𝜀+ 𝜂𝑎, 𝑚(𝑥) = (1 + 𝜆𝑥)−1, 𝑥 := 𝜀/𝑎 > 0, 𝜆 := 𝑟/𝜂 > 0 (22)

ФСЧ (22) зависит не от двух параметров, а только от времени ретарда-
ции 𝜏 = 1/𝜆. Очевидно, 𝑚(𝑥) убывает при всех 𝑥 > 0, причем 𝑚(0) = 1 и
𝑚(∞) = 0 (КСЧ 6–8 на рис. 4). Зависимость 𝑚(𝑎) от СД возрастает при всех
𝑎 > 0, 𝑚 → 0 при 𝑎 → 0 и 𝑚 → 1 при 𝑎 → ∞ (кривые 25 и 29 на рис. 5
справа). При 𝜆 → 0 семейство ФСЧ (22) равномерно сходится к 𝑚(𝑥) ≡ 1
(т.е. к ФСЧ вязкого элемента) на любом отрезке.

Для модели СиМ-3 (параллельного соединения модели Максвелла с вяз-
ким элементом или его последовательного соединения с моделью Фойгта)

𝑅 = 𝜂𝛿(𝑡) + 𝐸𝑒−𝜇𝑡, 𝐸, 𝜇, 𝜂 > 0; 𝑃 (𝑡) = 𝜂𝑡−1 + 𝐸𝜇−1𝑡−1(1− 𝑒−𝜇𝑡);

𝜎(𝜀, 𝑎) = 𝜂𝑎+ 𝐸𝜇−1𝑎(1− 𝑒−𝜇𝜀/𝑎);

𝑚(𝑥) = 1− 𝜇𝑥𝑒−𝜇𝑥

𝜇𝜂𝐸−1 + 1− 𝑒−𝜇𝑥
= 1− 𝜇𝑥

(𝜇𝜂𝐸−1 + 1)𝑒𝜇𝑥 − 1
. (23)

ФСЧ (23) всегда имеет хотя бы одну точку минимума, поскольку 𝑚(0) = 1
и 𝑚(∞) = 1. Свойства ФСЧ СиМ-3 (как и СиМ-2) кардинально отличаются
от свойств ФСЧ регулярных моделей (рис. 4, 5).

На рис. 6 слева приведены КСЧ (23) пяти моделей СиМ-3 с 𝜇 = 1 и
𝜂/𝐸 = 0.01; 0.1; 0.5; 1; 10 (кривые 1–5), КСЧ модели Максвелла с 𝜂 = 0
(штриховая голубая кривая 0) и (для сравнения) КСЧ модели РеМ-3 (10)
с 𝑟/𝐸 = 0.01; 0.1; 0.3; 0.5 (кривые 11–14). Стрелками указаны направления
смещения кривых с ростом 𝜂/𝐸 и 𝑟/𝐸. С ростом 𝜂/𝐸 КСЧ СиМ-3 смещаются
вверх, минимум становится менее выраженным, выход на асимптоту 𝑚 = 1—
более быстрым, а при 𝜂/𝐸 → ∞ семейство КСЧ СиМ-3 равномерно сходит-
ся к прямой 𝑚 = 1 на луче 𝑥 > 0. С ростом 𝑟/𝐸 КСЧ РеМ-3 смещаются
вниз, максимум становится менее выраженным, выход на асимптоту 𝑚 = 0
более быстрым, а при 𝑟/𝐸 → 1 семейство КСЧ РеМ-3 равномерно сходится
к прямой 𝑚 = 0 на луче 𝑥 > 0.

На рис. 6 справа приведены зависимости ПСЧ от скорости 𝑚(𝑎) при
𝜀 = 0.01; 0.05; 0.1; 0.2; 0.3 для трех моделей: СиМ-3 с 𝜂/𝐸 = 1 (кривые 1–5),
Максвелла (штриховые кривые 1 ′–5 ′) и РеМ-3 с 𝑟/𝐸 = 0.1 (кривые 11–15).
Стрелкой указаны направления смещения кривых с ростом 𝜀. Для модели
Максвелла 𝑚(𝑎) убывает при всех 𝑎 > 0. У РеМ-3 функции 𝑚(𝑎) имеют точ-
ку максимума и асимптоту 𝑚 = 0 при 𝑎 → ∞. У СиМ-3 𝑚(𝑎) имеют точку
минимума и асимптоту 𝑚 = 1. Точка экстремума смещается вправо с ростом
𝜀, но максимальная (РеМ-3) или минимальная (СиМ-3) величина ПСЧ для
конкретной модели не зависит от 𝜀.

У модели Скотт—Блэра (6) 𝑃 (𝑡) = 𝐾𝑡−𝛼, 𝐾 := 𝐴/(1−𝛼), и ДД (8) и КСЧ
(14) имеют вид

𝜎(𝜀, 𝑎) = 𝐾𝜀(𝜀/𝑎)−𝛼 = 𝐾𝜀1−𝛼𝑎𝛼, 𝑚(𝑥) ≡ 𝛼, 𝑥 > 0. (24)

ПСЧ фрактального элемента (а также отношение 𝐸𝑇 (𝜀, 𝑎)/𝐸𝑆(𝜀, 𝑎) ≡ 1 − 𝛼)
не зависит от 𝑎 и 𝜀 (как и ПСЧ нелинейной модели (3)); можно доказать,
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Рис. 6. Слева — КСЧ (23) пяти моделей СиМ-3 с 𝜇 = 1 и 𝜂/𝐸 = 0.01; 0.1; 0.5; 1; 10 (кривые
1–5), модели Максвелла с 𝜂 = 0 (кривая 0) и модели РеМ-3 с 𝑟/𝐸 = 0.01; 0.1; 0.3; 0.5
(кривые 11–14); справа — зависимость 𝑚(𝑎) при 𝜀 = 0.01; 0.05; 0.1; 0.2; 0.3 для моделей
СиМ-3 с 𝜂/𝐸 = 1 (кривые 1–5), Максвелла (штриховые кривые 1 ′–5 ′) и РеМ-3 с 𝑟/𝐸 = 0.1

(кривые 11–15)
[Figure 6. Left — strain rate sensitivity curves 𝑚(𝑥) (23) generated by five singular three-
parametric models SiM-3 with 𝜇 = 1 and 𝜂/𝐸 = 0.01; 0.1; 0.5; 1;10 (red curves 1–5, 𝑚(∞) = 1),
by the Maxwell model (𝜂 = 0, the blue dashed curve 0) and by the regular three-parametric
model (10) with 𝑟/𝐸 = 0.01; 0.1; 0.3; 0.5 (curves 11–14, 𝑚(∞) = 0); right — graphs 𝑚(𝑎) for
fixed 𝜀 = 0.01; 0.05; 0.1; 0.2; 0.3 generated by the model SiM-3 with 𝜂/𝐸 = 1 (red curves 1–5),
by the Maxwell model (blue dashed curves 1 ′–5 ′) and by the regular model (10) with 𝑟/𝐸 = 0.1

(curves 11–15)]

что среди линейных моделей (1) это свойство присуще только фрактальному
элементу. Для ФР (6) линейное ОС (1) совпадает на одномерном пространстве
процессов деформирования 𝜀 = 𝑎𝑡 с нелинейной моделью (3) при 𝑁 = 𝛼
и 𝑀 = 1−𝑁 (𝑁 +𝑀 — степень однородности модели (3)).

Фрактальная модель Фойгта (fractional Kelvin–Voigt model) [6–12] — па-
раллельное соединение упругого элемента с фрактальным элементом Скотт—
Блэра (6); эта модель описывается интегральным оператором (1) с неограни-
ченной трехпараметрической ФР вида

𝑅(𝑡) = 𝑟 +𝐴𝑡−𝛼, 𝐴 > 0, 𝑟 > 0, 𝛼 ∈ (0; 1), (25)

или дифференциальным уравнением с дробной производной 𝜎 = 𝑟𝜀 + 𝜂𝐷𝛼𝜀,
𝜂 = 𝐴/(1 − 𝛼). При 𝛼 ∈ (0; 1) интеграл (7) для осреднения ФР (25) сходит-
ся, 𝑃 = 𝑟 + 𝐴(1 − 𝛼)−1𝑡−𝛼 и семейства ДД и ФСЧ модели (25) задаются
формулами

𝜎(𝜀, 𝑎) = 𝑟𝜀+𝐴(1− 𝛼)−1𝑎𝛼𝜀1−𝛼; (26)

𝑚(𝑥) =
𝐴𝛼(1− 𝛼)−1𝑥−𝛼

𝑟 +𝐴(1− 𝛼)−1𝑥−𝛼
=

𝛼

1 + 𝑟(1− 𝛼)𝑥𝛼
, 𝑥 > 0, 𝑟 := 𝑟/𝐴 (27)

(при 𝜀→ ∞ асимптоты у ДД (26) нет, длительный модуль 𝜎′𝜀(∞, 𝑎) = 𝑟). Оче-
видно, что 𝑚(0) = 𝛼. Если 𝑟 > 0, то 𝑚(𝑥) монотонно убывает при всех 𝑥 > 0,
𝑚(𝑥) ∼ 𝑐𝑥−𝛼 при 𝑥 → ∞ и 𝑚(∞) = 0. Если 𝑟 = 0, то 𝑚(𝑥) ≡ 𝛼— констан-
та. При 𝛼 → 0+ семейства ДД и ФСЧ (24) фрактального элемента сходятся
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к ДД и ФСЧ упругого элемента с модулем 𝐸 = 𝑟 + 𝐴, а если наложить на
параметры ФР связь 𝐴/(1 − 𝛼) = 𝜂, где 𝜂 > 0— фиксированная постоянная
(равная интегралу 𝑅(𝑡) по [0; 1]), то при 𝛼 → 1 − 0 семейства ДД и ФСЧ
(24) сходятся к ДД и ФСЧ ньютоновского вязкого элемента с 𝑅 = 𝜂𝛿(𝑡),
𝑃 (𝑡) = 𝜂/𝑡 и 𝑚(𝑥) ≡ 1. Соответственно, семейства ДД и ФСЧ фрактальной
модели Фойгта (26) и (27) сходятся к ДД и ФСЧ (22) классической модели
Фойгта (с сингулярной ФР).

Для параллельных соединений любого количества фрактальных моделей
Фойгта (25) с произвольными тройками параметров 𝛼𝑖 ∈ (0; 1), 𝐴𝑖 > 0, 𝑟𝑖 > 0,
𝑖 = 1, . . . , 𝑁 , 𝑁 > 1 (в частности, фрактальных элементов (6) с 𝑟𝑖 = 0)
𝑅 = Σ𝑅𝑖, 𝑃 = Σ𝑃𝑖, а ФСЧ имеет вид

𝑚(𝑥) =
Σ
(︀
𝑃𝑖 −𝑅𝑖

)︀
Σ𝑃𝑖

=
Σ𝐴𝑖𝛼𝑖

(︀
1− 𝛼𝑖

)︀−1
𝑥−𝛼𝑖

Σ
(︀
𝑟𝑖 +𝐴𝑖(1− 𝛼𝑖)−1𝑥−𝛼𝑖

)︀ (28)

и всегда убывает по 𝑥 (т.е. возрастает с ростом скорости 𝑎 при любом фикси-
рованном 𝜀) [70], причем 𝑚(0+) = 𝛼, 𝛼 := max𝛼𝑖, и 𝑚(+∞) = 0, если 𝑟 > 0,
где 𝑟 := Σ𝑟𝑖 и 𝑚(+∞) = 𝛼0, 𝛼0 := min𝛼𝑖, если 𝑟 = 0 (все 𝑟𝑖 = 0). Убывание
ФСЧ (28) следует из формулы для 𝑚′(𝑥), приведенной к виду

𝑚′(𝑥)𝑆(𝑥)2 = −𝑟
𝑛∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖𝛼
2
𝑖 (1− 𝛼𝑖)

−1𝑥−𝛼𝑖−1−

−
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗>𝑖

𝐴𝑖𝐴𝑗(𝛼𝑖 − 𝛼𝑗)
2(1− 𝛼𝑖)

−1(1− 𝛼𝑗)
−1𝑥−𝛼𝑖−𝛼𝑗−1,

где 𝑆(𝑥)— знаменатель дроби (28) (преобразования опущены). Это влечет,
в частности, отсутствие максимума у ПСЧ 𝑚(𝑎) и точки перегиба у кривых
lg 𝜎 – lg 𝑎 и невозможность моделирования кривых lg 𝜎 – lg 𝑎 сигмоидальной
формы (см. п. 1) с помощью таких линейных моделей с произвольным ко-
личеством параметров. Этот результат аналогичен доказанному в статье [69]
возрастанию ПСЧ любых параллельных соединений нелинейных степенных
вязких элементов вида (3) с 𝑁 = 0: ПСЧ параллельного соединения любо-
го числа моделей (3) всегда строго возрастает на полуоси 𝑎 > 0 и потому не
имеет точки максимума. Последний результат можно обобщить на параллель-
ные соединения любого числа вязкопластических моделей Гершеля—Балкли
𝜎 = �̄� +𝐾�̇�𝑀 (и моделей Шведова—Бингама 𝜎 = 𝜎0 +𝐾�̇�): оказывается, что
учет в таких моделях пороговых напряжений �̄�𝑖 > 0 (роль которых в моде-
лировании сверхпластичности может быть существенной [72]) не нарушает
возрастания ПСЧ, а кривая скоростной чувствительности lg 𝜎 – lg 𝑎 не имеет
точек перегиба (точнее, выпукла вниз) при произвольных 𝑀 ∈ (0; 1], 𝐾 > 0
и �̄�𝑖 > 0. Отметим также, что ПСЧ (14) параллельного соединения (даже
лишь двух) моделей Максвелла с разными временами релаксации (РеМ-2𝑛)
не обязан быть монотонной функцией и может иметь точку максимума и дру-
гие точки экстремума.
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7. Кривые скоростной чувствительности четырехзвенных моде-
лей РеМ-4 и СиМ-4. Сопоставление ФСЧ моделей Максвелла и Фойгта
(рис. 4) приводит к гипотезе, что их гибриды (параллельное или последова-
тельное соединения) могут обладать высоким ПСЧ (близким к единице) как
при малых, так и при больших 𝑥 и 𝑎. Вычислим их ФСЧ (14) и покажем, что
они могут иметь более одного экстремума.

Рассмотрим сначала параллельное соединение моделей Максвелла и Фойг-
та (СиМ-4). При параллельном соединении моделей их ФР складываются:

𝑅(𝑡) = 𝜂𝛿(𝑡) + 𝑟 + 𝐸𝑒−𝜇𝑡, 𝜂, 𝜇,𝐸, 𝑟 > 0, (29)

их осреднения и ДД (8) — тоже:

𝑃 = 𝑟 + 𝜂𝑡−1 + 𝐸𝜇−1𝑡−1(1− 𝑒−𝜇𝑡),

𝜎(𝜀, 𝑎) = 𝑟𝜀+ 𝑎𝜂 + 𝑎𝐸𝜇−1(1− 𝑒−𝜇𝜀/𝑎).

ФР (29) отличается от ФР РеМ-3 (10) лишь слагаемым 𝜂𝛿(𝑡) (осреднение 𝑃 —
слагаемым 𝜂/𝑡): СиМ-4 можно получить параллельным соединением РеМ-3
с вязким элементом, и потому ДД СиМ-4 получаются сдвигом на 𝑎𝜂 вдоль
оси 𝜎 из ДД РеМ-3 (рис. 3) и 𝜎(0, 𝑎) = 𝑎𝜂 ̸= 0, как и у ДД модели Фойгта
(рис. 3). В силу (14) ФСЧ СиМ-4 имеет вид

𝑚(𝑥) = 1− 𝑟𝑥+ 𝐸𝑥𝑒−𝜇𝑥

𝑟𝑥+ 𝜂 + 𝐸𝜇−1(1− 𝑒−𝜇𝑥)
, 𝑥 > 0. (30)

Очевидно, 𝑚(0) = 1 и 𝑚(∞) = 0 (как и у модели Фойгта). Однако ФСЧ (30)
может не быть монотонной и выпуклой на всем интервале 𝑥 > 0: она может
иметь две точки экстремума и две точки перегиба. При 𝑟 = 0 модель (29)
вырождается СиМ-3 и 𝑚(∞) = 1 в силу (23).

На рис. 7 приведены КСЧ моделей Фойгта (22) (𝜆 = 𝑟/𝜂, 1/𝜆— время
ретардации) с разными значениями 𝜆 = 0.001; 0.01; 0.1; 0.3; 0.5; 1; 10 (штри-
ховые кривые 0 ′–6 ′, кривая 0 ′ для 𝜆 = 0.001 почти совпадает с прямой 𝑚 = 1)
и КСЧ (30) параллельных соединений этих моделей Фойгта и модели Макс-
велла (29) с 𝐸 = 1000, 𝜇 = 1 (кривые 0–6). С ростом параметра 𝜆 КСЧ опус-
каются вниз. Любопытно, что каждая кривая 0–6 проходит через точку пере-
сечения КСЧ моделей Фойгта и КСЧ модели Максвелла (штрих-пунктирная
кривая 11 ′) 𝑚 = 1 − 𝜇𝑥(𝑒𝜇𝑥 − 1)−1, которые соединяются параллельно. Абс-
цисса 𝑥* точки пересечения убывает с ростом 𝜆. Как видим, присоединение
модели Максвелла уменьшает ПСЧ каждой модели Фойгта при 𝑥 ∈

(︀
0, 𝑥*

)︀
и увеличивает его на интервале 𝑥 > 𝑥* (при сохранении свойств 𝑚(0) = 1
и 𝑚(∞) = 0). При 𝜆 = 0.001; 0.01; 0.1 КСЧ имеют два экстремума; при
увеличении 𝜆 они исчезают и КСЧ становится монотонно убывающей (см.
кривые 3–6 с 𝜆 = 0.3; 0.5; 1; 10). У КСЧ с 𝜆 = 0.3; 0.5 (кривые 3, 4) еще
сохраняются две точки перегиба, у КСЧ с 𝜆 = 1; 10 (кривые 5, 6) их уже
нет. Кривая 35 — КСЧ модели РеМ-3 с 𝜇 = 1, 𝑟/𝐸 = 0.5 (КСЧ 5 с рис. 4),
получающейся соединением модели Максвелла с упругим элементом.

Для последовательного соединения моделей Максвелла и Фойгта («мо-
дель стандартного тела») их функции ползучести складываются и модель ре-
гулярна (РеМ-4). Она эквивалентна параллельному соединению двух моделей
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Рис. 7. КСЧ (30) семи моделей СиМ-4 и моделей Фойгта (22) с разными временами ре-
тардации 𝜏 = 1/𝜆 = 𝜂/𝑟, 𝜆 = 0.001; 0.01; 0.1; 0.3; 0.5; 1; 10

[Figure 7. Strain rate sensitivity curves 𝑚(𝑥) (22) generated by seven Voigt models (SiM-2) with
𝜆 = 0.001; 0.01; 0.1; 0.3; 0.5; 1; 10 (red dashed curves 0 ′–6 ′, 𝜆 = 𝑟/𝜂, 1/𝜆 is the retardation
time) and curves 𝑚(𝑥) (30) generated by seven four-parametric singular models SiM-4 (29) with
𝜇 = 1, 𝐸 = 1000 and the same values of 𝜆 (black curves 0–6). Every model SiM-4 is equivalent
to parallel connection of the Voigt model with the same 𝜆 to the Maxwell model 𝑅 = 𝐸 exp(−𝜇𝑡)
(with 𝜇 = 1, 𝐸 = 1000, see the curve 11 ′) or to serial connection of two Voigt model and so
SiM-4 is characterized by two retardation times. Equalities 𝑚(0) = 1 and 𝑚(∞) = 0 are valid
for all curves 𝑚(𝑥) generated by models SiM-4 and SiM-2 with 𝑟 > 0. Curves 0–2 have got two

extremum points, curves 3–6 are decreasing]

Максвелла с разными временами релаксации 𝜏𝑖 = 1/𝜇𝑖, и потому𝑅 = 𝑅1 +𝑅2,
где 𝑅𝑖 = 𝐸𝑖 exp(−𝜇𝑖𝑡), 𝜇𝑖 := 𝐸𝑖/𝜂𝑖 > 0, 𝐸𝑖 > 0, 𝑃 = 𝑃1 + 𝑃2, 𝑃𝑖(𝑥) =
= 𝑥−1𝐸𝑖𝜇

−1
𝑖 [1− exp(−𝜇𝑖𝑥)] и

𝑚(𝑥) = 1− 𝑥
[︁ 𝑛∑︁
𝑖=1

𝐸𝑖 exp(−𝜇𝑖𝑥)
]︁[︁ 𝑛∑︁

𝑖=1

𝐸𝑖𝜇
−1
𝑖 [1− exp(−𝜇𝑖𝑥)]

]︁−1
(31)

с 𝑛 = 2. Формула (31) верна для КСЧ любого числа моделей Максвел-
ла, соединенных параллельно (РеМ-2𝑛). Для любого 𝑛 𝑚(∞) = 1 (так как
𝑅(∞) = 0), а 𝑚(0+) = 0 (так как модель регулярна). Таким образом, КСЧ
модели РеМ-2𝑛 при малых и больших 𝑥 ведет себя так же, как КСЧ модели
Максвелла с 𝐸 = Σ𝐸𝑖. Однако КСЧ (31) уже может не быть монотонной
и выпуклой на всем интервале 𝑥 > 0: она может иметь две точки экстремума
и две точки перегиба при малых и при больших значениях отношения времен
релаксации 𝑞 = 𝜏2/𝜏1 = 𝜇1/𝜇2 (рис. 8).

На рис. 8 слева приведены КСЧ (31) нескольких моделей РеМ-4, т.е. па-
раллельного соединения той же модели Максвелла с 𝐸1 = 1000, 𝜇1 = 1,
что и на рис. 7 (ее КСЧ — штрих-пунктирная линия 11 ′), с другой моделью
Максвелла (кривые 1–5). Параметры 𝜇2 и 𝐸2 второй модели меняются с со-
хранением вязкости 𝐸2/𝜇2 = 𝐸1/𝜇1 = const, причем 𝐸2 < 𝐸1 и 𝜇2 < 𝜇1 = 1:
𝐸2 = 500; 100; 50; 10; 5 и 𝑞 := 𝜇1/𝜇2 = 2; 10; 20; 50; 100 (стрелка на рисунке
указывает направление смещения КСЧ с ростом 𝜇2, т.е. с убыванием отно-
шения времен релаксации 𝑞 = 𝜏2/𝜏1). При условии 𝐸2 < 𝐸1 все КСЧ (31)
модели стандартного тела лежат ниже и правее КСЧ первой модели Макс-
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Рис. 8. Слева — КСЧ (31) моделей РеМ-4 (1–5): параллельных соединений модели Макс-
велла с 𝜇1 = 1 (кривая 11 ′) с другой моделью Максвелла с разными 𝜇2; кривые 51–53 —
КСЧ (33) модели РеМ-5 (32) при 𝑟/𝐸1 = 0.01; справа — сопоставление КСЧ РеМ-4 с раз-

ными 𝑞 = 𝜇1/𝜇2 и СиМ-4 с разными 𝜆
[Figue 8. Left — strain rate sensitivity curves (SSC) 𝑚(𝑥) (31) generated by five four-parametric
regular models ReM-4 (it is governed by two relaxation times 𝜏𝑖 = 1/𝜇𝑖 and is equivalent to
connection of the Voigt model to the Maxwell model 𝑅 = 𝐸 exp(−𝜇𝑡) in series or to parallel
connection of two Maxwell models) with different ratio 𝑞 = 𝜏2/𝜏1 = 𝜇1/𝜇2 of relaxation times.
Namely, marks 1–5 refer to the graphs of 𝑚(𝑥) generated by parallel connection of the Maxwell
model with 𝜇1 = 1, 𝐸1 = 1000 (see the dot-dashed red curve 11 ′ in Fig. 7 and Fig. 8) and
the Maxwell models with different parameters 𝐸2 < 𝐸1 and 𝜇2 < 𝜇1 = 1 varied so to preserve
viscosity constant: 𝐸2/𝜇2 = 𝐸1/𝜇1 = const, 𝐸2 = 500; 100; 50; 10; 5 and 𝑞 = 2; 10; 20; 50; 100.
Equalities 𝑚(0) = 0 and 𝑚(∞) = 1 are valid for all curves 𝑚(𝑥) generated by models ReM-4
(since 𝑅(∞) = 0). Curves 1 and 2 increase and curves 3-5 have got two extremum points (it is
valid for all 𝑞 > 𝑞*). Condition 𝑞 > 1 implies that curves 𝑚(𝑥) lies below the curve 11 ′ of the
Maxwell model. Curve 13 is produced by the model ReM-4 with 𝑞 = 1/20 < 1 and lies higher
than the curve 11 ′; it has got two extremum points (it is valid for all 𝑞 < 𝑞0 < 0.1). Marks
51—53 denote SSC (33) generated by five-parametric regular models ReM-5 (32) (i.e. parallel
connection of spring and ReM-4) with 𝑟/𝐸1 = 0.01 and 𝑞 := 𝜇1/𝜇2 = 2; 10; 20. Curves 52, 53
have got three extremum points. Right — comparison of SSC (30) generated by singular models
SiM-4 (29) with different 𝜆 (black curves 1–5 are the same as at Fig. 7) and SSC (31) generated
by regular models ReM-4 with different 𝑞: blue curves 11, 13 — for 𝑞 = 1/2 or 𝑞 = 1/20 and
dashed curves 21, 23 — for 𝑞 = 2 or 𝑞 = 20 (curves 21, 23 are the same curves 1, 3 shown at
Fig. 8 (left)). Curves 11 ′ and 52 are copied from Fig. 8 (left) and red curves 1 ′, 2 ′, 3 ′, 5 ′ are
SSC produced by the Voigt model with 𝜆 = 0.01; 0.1; 0.3; 1.0 copied from Fig. 7 (curve numbers

are preserved)]

велла. КСЧ при 𝑞 = 2; 10 (линии 1 и 2) монотонны (при 𝑞 = 2 еще нет
и точек перегиба). При 𝑞 = 20 монотонность КСЧ нарушается и появляются
два экстремума. При дальнейшем увеличении 𝑞 > 20 точка максимума дви-
жется вверх и вправо («рог» растет), а точка минимума — вправо, расстояние
между точками экстремума увеличивается. Значения всех КСЧ в точках ми-
нимума одинаковы (и весьма велики). Все КСЧ имеют одинаковые начальные
значения 𝑚(+0) = 0 и общую горизонтальную асимптоту 𝑚(∞) = 1— в том
числе и КСЧ моделей с 𝑞 < 1, лежащие выше и левее КСЧ модели Максвелла
(см. КСЧ 13 для 𝑞 = 1/20) и имеющие два экстремума при достаточно ма-
лом 𝑞 (на рис. 8 справа лучше видны особенности поведения КСЧ при 𝜇2 > 𝜇1
и малых 𝑥).
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Нетрудно привести пример КСЧ с двумя точками максимума. Достаточно
присоединить параллельно к РеМ-4 упругий элемент, т.е. рассмотреть модель
РеМ-5 с ФР

𝑅(𝑡) = 𝑟 + 𝐸1𝑒
−𝜇1𝑡 + 𝐸2𝑒

−𝜇2𝑡. (32)
Она эквивалентна параллельному соединению двух моделей РеМ-3 с ФР (10).
У нее 𝑅(∞) = Σ𝑟𝑖 ̸= 0 и потому 𝑚(∞) = 0. ФСЧ моделей РеМ-(2𝑛+1) имеет
вид

𝑚(𝑥) = 1− 𝑥

[︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

[𝑟𝑖 + 𝐸𝑖 exp(−𝜇𝑖𝑥)]
]︂
×

×
[︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

[︀
𝑟𝑖𝑥+ 𝐸𝑖𝜇

−1
𝑖

(︀
1− exp(−𝜇𝑖𝑥)

)︀]︀]︂−1

. (33)

Кривые 51–53 на рис. 8 слева — КСЧ РеМ-5 при 𝑟/𝐸1 = 0.01 (𝑟 = Σ𝑟𝑖, 𝑛 = 2)
и разных 𝑞 := 𝜇1/𝜇2 = 2; 10; 20 (т.е. 𝐸2 = 500; 100; 50 < 𝐸1 = 1000). Полез-
но сравнить их с КСЧ 1–3 исходных моделей РеМ-4, к которым добавляется
упругий элемент с малым модулем 𝑟: ПСЧ понизился, форма КСЧ сильно
изменилась. КСЧ моделей РеМ-5 с 𝑞 = 10 и 𝑞 = 20 имеют две точки макси-
мума.

На рис. 8 справа сведены воедино для наглядности сопоставления КСЧ
моделей РеМ-4 с разными 𝜇2 и СиМ-4 с разными 𝜆, изображенные на рис. 7
и 8 слева. Штрих-пунктирная линия 11 ′ — КСЧ все той же модели Максвелла
с 𝜇 = 𝜇1 = 1, 𝐸1 = 1000. Штриховые красные кривые 1 ′, 2 ′, 3 ′, 5 ′ — КСЧ
моделей Фойгта с 𝜆 = 0.01; 0.1; 0.3; 1.0 (сохранена нумерация кривых рис. 7),
кривые 1, 2, 3, 5 — КСЧ (30) параллельного соединения этих моделей Фойгта
и модели Максвелла (СиМ-4) — см. кривые 1, 2, 3, 5 на рис. 7. КСЧ 1, 2 (при
𝜆 = 0.01 и 𝜆 = 0.1) имеют два экстремума; при увеличении 𝜆 они исчезают,
и КСЧ становится монотонно убывающей (см. КСЧ 3, 5). У кривой 3 (𝜆 = 0.3)
еще сохраняются две точки перегиба, у кривой 5 (𝜆 = 1.0) их уже нет. Голубые
кривые — КСЧ четырех моделей РеМ-4: параллельных соединений указанной
модели Максвелла с другой моделью Максвелла, параметры 𝜇2 и 𝐸2 которой
меняются так, что сохраняется та же вязкость 𝐸2𝜇

−1
2 = 𝐸1𝜇

−1
1 = const, что

и у первой модели (как на рис. 8 слева): 𝜇2 = 2; 20 > 𝜇1 (𝑞 = 1/2 и 𝑞 = 1/20—
кривые 11, 13) и 𝜇2 = 1/2; 1/20 < 𝜇1 (т.е. 𝑞 = 2 и 𝑞 = 20 (кривые 21 и 23).
Последние две кривые совпадают с КСЧ 1 и 3 с рис. 8 слева, эти две КСЧ
намечены штриховыми линиями, они лежат по другую сторону от КСЧ 11 ′

первой модели Максвелла. При 𝜇2 = 20 и 𝜇2 = 1/20 монотонность КСЧ
нарушается и появляются два экстремума (при 𝜇2 = 10 и 𝜇2 = 0.1 КСЧ еще
монотонны). При дальнейшем уменьшении 𝑞 < 1/20 КСЧ меняется лишь
в малой окрестности точки 𝑥 = 0: точка максимума движется вверх и влево
к точке (0; 1), левый склон КСЧ приближается к вертикали, а правый склон
визуально не меняется вне малой окрестности точки 𝑥 = 0).

8. Заключение. В работе аналитически исследована скоростная чув-
ствительность семейства диаграмм деформирования (8), порождаемых фи-
зически линейным определяющим соотношением вязкоупругости (1) с произ-
вольной функцией релаксации в одноосных испытаниях с постоянными ско-
ростями деформации (их свойства собраны в теореме 1). Выведено общее
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выражение (14) для показателя скоростной чувствительности (ПСЧ) 𝑚(𝑎, 𝜀),
определяемого формулой (2), исследованы его общие качественные свойства
и их зависимость от деформации, скорости деформации 𝑎 и характеристик
функций релаксации. Установлено, что в рамках линейной теории вязкоупру-
гости ПСЧ зависит не от двух, а от одного аргумента 𝑥 := 𝜀/𝑎 (формула (14)),
выражается через отношение касательного модуля к секущему (см. (20)) и мо-
жет быть вычислен по одной диаграмме деформирования с произвольной
скоростью 𝑎. Доказано, что значения функции скоростной чувствительности
(ФСЧ) 𝑚(𝑥) всегда лежат в интервале от нуля до единицы и что по задан-
ной ФСЧ можно однозначно восстановить функцию релаксации ОС (1) и та-
ким образом построить модель с заданной формой КСЧ (зарегистрированной
в испытаниях материала). Основные обнаруженные свойства ПСЧ собраны
в следующей теореме.

Теорема 2. Пусть функция релаксации 𝑅(𝑡) в ОС (1) — положительна,
дифференцируема, убывает и выпукла вниз на интервале (0;∞). Тогда ПСЧ
выражается формулой (14), зависит не от двух аргументов, а лишь от
их отношения 𝑥 := 𝜀/𝑎, и функция скоростной чувствительности 𝑚(𝑥)
обладает следующими свойствами.

1) Функция 𝑚(𝑥) непрерывна при 𝑥 > 0 и 0 < 𝑚(𝑥) < 1 при 𝑥 > 0 (т.е.
ОС (1) описывает только псевдопластические среды).

2) Если 𝑅(𝑡) непрерывна справа в точке 𝑡 = 0 (т.е. модель регулярна),
то 𝑚(0+) = 0; если модель сингулярна, то 𝑚(0+) = 1, а если 𝑅(𝑡) ∼
𝑥−𝛼 при 𝑡 → 0+, 𝛼 ∈ (0; 1), то 𝑚(0+) = 𝛼 (в частности, для всех
параллельных соединений фрактальных моделей Фойгта (25)).

3) Если 𝑅(∞) ̸= 0, то 𝑚(∞) = 0; если 𝑅(𝑡) ∼ 𝑡−𝑝 при 𝑡 → ∞, 𝑝 > 0,
то 𝑚(∞) = min{𝑝, 1} (в частности, для всех параллельных соедине-
ний фрактальных элементов (6) и их сдвигов вдоль оси времени); если
𝑅(𝑡) = 𝑂(𝑡−(1+ℎ)) при 𝑡 → ∞, ℎ > 0, то 𝑚(∞) = 1 (в частности, для
всех параллельных соединений моделей Максвелла).

4) ФСЧ 𝑚(𝑥) может возрастать на всей полуоси 𝑥 > 0, может убывать,
может иметь точку максимума или минимума или несколько точек экс-
тремума; 𝑚(𝑥) постоянна только для фрактальных элементов (для ФР
𝑅 = 𝐴𝑡−𝛼, 𝛼 ∈ (0; 1)).

5) Если 𝑅(𝑡) непрерывна справа в точке 𝑡 = 0 и 𝑅(∞) ̸= 0, то 𝑚(0) = 0,
𝑚(∞) = 0 и ФСЧ 𝑚(𝑥) имеет хотя бы один локальный максимум.

6) ФСЧ выражается формулой (20) через отношение касательного модуля
к секущему, определяемых по одной диаграмме деформирования 𝜎 =
= 𝜎(𝜀, 𝑎) с произвольной скоростью.

7) 𝑅(𝑡) однозначно определяется по заданной ФСЧ и начальному значе-
нию 𝑅(𝑡0) = 𝑅0 > 0 по формуле (16); критерии убывания функции
релаксации (16) и ее выпуклости вниз — неравенства (18) и (19) для
ФСЧ.

8) Для функции релаксации верна двусторонняя оценка (17) через ФСЧ.

Из п. 5 теоремы 2 следует, что зависимость ПСЧ от скорости деформа-
ции 𝑚(𝑎) имеет локальный максимум (для любой фиксированной деформа-
ции 𝜀), т.е. линейное ОС (1) способно, как ни странно, моделировать «сигмо-
идальную» форму зависимости напряжения от скорости деформации (в осях
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lg 𝜎 – lg 𝑎) и очень высокую скоростную чувствительность с показателем
𝑚 ∈ (0.5; 1) (см. пп. 4–6), характерные для режима сверхпластичности ма-
териалов, причем без каких-либо обременительных ограничений на функ-
цию релаксации (эти требования выполняются даже для классической моде-
ли Кельвина—Пойтинга (10)), получаемой присоединением упругого элемен-
та к модели Максвелла). Этот результат выявляет важность учета упругих
деформаций (которыми традиционно пренебрегают в моделировании сверх-
пластичности) для описания максимума ПСЧ и указывает на возможность
использования линейных интегральных операторов вида (1) как полезного
инструмента («элемента») при построении ОС сверхпластичности, связыва-
ющих истории тензоров напряжений и деформаций (конечных, больших),
температуры и эволюции параметров структуры материала.
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Abstract

Strain rate sensitivity of stress-strain curves family generated by the
Boltzmann–Volterra linear viscoelasticity constitutive equation (with an ar-
bitrary relaxation modulus) under uni-axial loadings at constant strain rates
is studied analytically as the function of strain and strain rate. The general
expression for strain rate sensitivity index is derived and analyzed assuming
relaxation modulus being arbitrary. Dependence of the strain rate sensitivity
index on strain and strain rate and on relaxation modulus qualitative char-
acteristics is examined, conditions for its monotonicity and for existence of
extrema, the lower and the upper bounds and the limit values of the strain
rate sensitivity as strain rate tends to zero or to infinity are studied. It is
found out that (within the framework of the linear viscoelasticity) the strain
rate sensitivity index which is, generally speaking, the function of two in-
dependent variables (namely strain and strain rate), depends on the single
argument only that is the ratio of strain to strain rate. So defined function
of one real variable is termed the strain rate sensitivity function and it may
be regarded as a material function. The explicit integral expression (and
the two-sided bound) for relaxation modulus in terms of strain rate sensi-
tivity function is derived which enables one to restore relaxation modulus
assuming a strain rate sensitivity function is given. The strain rate sensitiv-
ity function is represented as a linear function of ratio of tangent modulus
to secant modulus of a stress-strain curve at any fixed constant strain rate
and can be evaluated in such a way using experimental data. It is proved
that the strain rate sensitivity value is confined in the interval from zero
to unity (the upper bound of strain rate sensitivity index for pseudoplastic
media) whatever strain and strain rate magnitudes. It is found out that the
linear theory can reproduce increasing or decreasing or non-monotone de-
pendences of strain rate sensitivity on strain rate (for any fixed strain) and
it can provide existence of local maximum or minimum or several extrema
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as well without any complex restrictions on the relaxation modulus. Gen-
eral properties and peculiarities of the theoretic strain rate sensitivity func-
tion are illustrated by the examination of the classical regular and singular
rheological models (consisting of two, three or four spring and dashpot ele-
ments) and fractional models. Namely, the Maxwell, Kelvin–Voigt, standard
linear solid, Zener, anti-Zener, Burgers, anti-Burgers, Scott–Blair, fractional
Kelvin–Voigt models and their parallel connections are considered.

The carried out analysis let us to conclude that the linear viscoelastic-
ity theory (supplied with common relaxation function which are non-exotic
from any point of view) is able to produce high values of strain rate sensitiv-
ity index close to unity (the upper bound of strain rate sensitivity index for
pseudoplastic media) and to provide existence of the strain rate sensitivity
index maximum with respect to strain rate. Thus, it is able to simulate qual-
itatively existence of a flexure point on log-log graph of stress dependence
on strain rate and its sigmoid shape which is one of the most distinctive
features of superplastic deformation regime observed in numerous materials
tests.

Keywords: viscoelasticity, stress-strain curves at constant strain rates, strain
hardening, strain rate sensitivity index (function), pseudoplastic media, frac-
tional models, fractional differential equations, superplasticity, sigmoid curve,
titanium and aluminum alloys, ceramics.
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