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Аннотация

Рассматривается проблема ускорения итерационного процесса чис-
ленного решения методом коллокаций и наименьших квадратов (КНК)
краевых задач для уравнений с частными производными. Для ее реше-
ния предложено применять одновременно три способа ускорения ите-
рационного процесса: предобуславливатель, многосеточный алгоритм и
метод Крылова. Предложен метод нахождения оптимальных значений
параметров двухпараметрического предобуславливателя. Использование
найденного предобуславливателя существенно ускоряет итерационный
процесс. Исследовано влияние на итерационный процесс всех трех спо-
собов его ускорения: каждого по отдельности, а также при их комбини-
рованном применении. Наибольший вклад дает применение алгоритма,
использующего подпространства Крылова. Комбинированное примене-
ние одновременно всех трех способов ускорения итерационного процесса
решения краевых задач для двумерных уравнений Навье–Стокса умень-
шило время их решения на компьютере до 362 раз по сравнению со слу-
чаем, когда применялся только один из них — предобуславливатель.
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Получение: 25 ноября 2019 г. / Исправление: 29 июля 2020 г. /
Принятие: 24 августа 2020 г. / Публикация онлайн: 21 сентября 2020 г.

Научная статья
cb Контент публикуется на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0

International (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru)
Образец для цитирования
Вор ожц о в Е. В., Шап е е в В. П. Бездивергентный метод коллокаций и наимень-
ших квадратов для расчета течений несжимаемой жидкости
и его эффективная реализация // Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки,
2020. Т. 24, № 3. С. 542–573. https://doi.org/10.14498/vsgtu1758.
Сведения об авторах
Евгений Васильевич Ворожцов https://orcid.org/0000-0003-2753-8399
доктор физико-математических наук, профессор; ведущий научный сотрудник; лаб. физи-
ки быстропротекающих процессов; e-mail: vorozh@itam.nsc.ru
Василий Павлович Шапеев https://orcid.org/0000-0001-6761-7273
доктор физико-математических наук, профессор; главный научный сотрудник; лаб. термо-
механики и прочности новых материалов; e-mail: shapeev@itam.nsc.ru

542 © Самарский государственный технический университет

https://doi.org/10.14498/vsgtu1758
https://doi.org/10.14498/vsgtu1758
http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=2563&option_lang=rus
http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=2563&option_lang=rus
http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=2595&option_lang=rus
http://www.mathnet.ru/php/organisation.phtml?orgid=2595&option_lang=rus
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://doi.org/10.14498/vsgtu1758
http://www.mathnet.ru/php/person.phtml?option_lang=rus&personid=28940
https://orcid.org/0000-0003-2753-8399
https://orcid.org/0000-0003-2753-8399
mailto:vorozh@itam.nsc.ru
http://www.mathnet.ru/php/person.phtml?option_lang=rus&personid=48027
https://orcid.org/0000-0001-6761-7273
https://orcid.org/0000-0001-6761-7273
mailto:shapeev@itam.nsc.ru


Бездивергентный метод коллокаций и наименьших квадратов

Введение. Для численного решения уравнений Навье—Стокса вязкой не-
сжимаемой жидкости к настоящему времени получили широкое распростра-
нение конечно-разностные методы [1], методы конечных элементов [2] и ме-
тоды конечного объёма [3].

В течение последних трёх десятилетий за рубежом получает всё большее
распространение класс численных методов, в которых дискретизация краевой
или начально-краевой задачи для уравнений Навье–Стокса приводит к пере-
определенной системе линейных алгебраических уравнений (СЛАУ). Одним
из таких методов яляется коллокационный LSFEM — «коллокационный ме-
тод конечных элементов и наименьших квадратов» [2, 4], в котором метод
конечных элементов (МКЭ) комбинируется с методом наименьших квадра-
тов. Методу LSFEM присущи некоторые недостатки, в частности, нарушает-
ся закон сохранения массы, который для несжимаемой жидкости выражается
уравнением divV = 0, где V — вектор скорости жидкости [5,6]. Другой недо-
статок метода LSFEM — трудности, возникающие при вычислении давления
с использованием вектора скорости.

В методе граничных элементов (BEM) [7] также возникает переопреде-
ленная СЛАУ. Причиной этого является то, что в этом методе используются
условия непрерывности решения и его производной в направлении нормали
к каждому граничному элементу. Включение этих условий в СЛАУ как раз
и приводит к её переопределенности.

В математической постановке краевые задачи для уравнений Навье—Сток-
са плохо обусловлены при больших числах Рейнольдса, что соответствует
физике описываемого ими процесса. Поэтому очень важным является выбор
и реализация метода решения СЛАУ, которые получаются после применения
того или иного корректного способа аппроксимации этих уравнений и насле-
дуют плохую обусловленность исходной краевой задачи.

Известно, что СЛАУ, полученное аппроксимацией дифференциальной за-
дачи методом коллокации без комбинирования его с методом наименьших
квадратов, даже при умеренных числах Рейнольдса имеет плохую обуслов-
ленность [8]. Поэтому актуальна задача расширения возможностей существу-
ющих методов за счет улучшения их свойств.

Метод коллокаций и наименьших квадратов (КНК) численного решения
краевых задач для дифференциальных уравнений возник недавно. В настоя-
щее время предложены и опубликованы несколько различных вариантов это-
го метода, которые имеют заметные преимущества перед первоначальными
вариантами [9–13]. В частности, в [9] было предложено в методе КНК до-
полнить систему уравнений коллокаций линейными условиями согласования
локального решения в каждой ячейке с локальными решениями, взятыми во
всех соседних с ней ячейках.

В работе [14] было предложено вводить пять управляющих (регулируе-
мых) параметров в условия согласования с целью уменьшения числа обуслов-
ленности. Было показано с помощью численных экспериментов, что область
значений параметров, при которых глобальная СЛАУ, определяющая гло-
бальное решение задачи в методе КНК, хорошо обусловлена, в значительной
мере пересекается с областью, где наблюдается наилучшая точность числен-
ного решения задачи. В работах [13, 15] показано, что включение условий
согласования в локальные СЛАУ позволяет существенно уменьшить число
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обусловленности этих СЛАУ от значений 105 до значений в пределах от 3 до
10 по сравнению со случаем, когда они не используются.

Вследствие комбинирования метода коллокации с методом наименьших
квадратов улучшаются его свойства, в частности обусловленность СЛАУ при-
ближенной задачи, гладкость и точность ее решений. На самом деле метод
КНК в сравнении с методами коллокаций и LSFEM обладает и другими улуч-
шенными свойствами:

(i) в этом методе, в отличие от LSFEM, обеспечивается точное выполне-
ние закона сохранения массы благодаря использованию соленоидально-
го базиса;

(ii) отсутствует проблема увязывания давления с вектором скорости, пото-
му что давление вычисляется в методе КНК одновременно с составля-
ющими вектора скорости.

Отметим также, что метод КНК позволяет эффективно решать задачи
для эллиптических, параболических и гиперболических уравнений в част-
ных производных (УЧП) на различных адаптивных сетках с прямоугольны-
ми и треугольными ячейками.

Для достижения большего ускорения решения приближенной задачи
в данной работе рассматривается комбинированное применение трех способов
ускорения итерационного процесса: предобуславливателя, операции продол-
жения на многосеточном комплексе, являющейся составной частью метода
Федоренко [16], и метода Крылова [17,18].

В работе [13] для аппроксимации составляющих скорости использованы
многочлены второй степени по пространственным переменным, а для аппрок-
симации давления — многочлены первой степени, так что общее количество
базисных вектор-функций составляло 12 в представлении приближенного ре-
шения в пространстве полиномов. Здесь с целью повышения точности чис-
ленного решения применялся многочлен второй степени и для аппроксима-
ции давления. В этом случае в общей сложности имеются 15 независимых
базисных функций — полиномов в выбранном пространстве. Их совокуп-
ность можно назвать соленоидальным базисом, так как каждый базисный
вектор является бездивергентным. Поэтому уравнение неразрывности и, сле-
довательно, закон сохранения массы удовлетворяется численным решением
задачи во всей расчётной области. В дальнейшем метод КНК, в котором ис-
пользовались 12 базисных векторов [13,15], будем называть методом КНК12,
а метод КНК с 15 базисными векторами — методом КНК15.

При использовании конечно-разностных методов и методов конечного объ-
ема для численного решения задач с открытой границей, через которую жид-
кость может свободно вытекать из канала, существует проблема устойчи-
вых граничных условий на открытой границе. Некорректная формулировка
и/или плохая аппроксимация (реализация) принятой формулы граничного
условия задачи на такой границе приводит к неустранимой погрешности, ко-
торая распространяется на всю область решения задачи. В литературе описа-
но несколько видов записи граничных условий на открытой границе. В част-
ности, в [19,20] применялось граничное условие Неймана 𝜕𝜑

𝜕𝑥1
= 0, которое вы-

полняется точно только в пределе для канала бесконечной длины. Здесь 𝑥1 —
координата, отсчитываемая вдоль стенки канала, 𝜑— зависимая переменная.
В работе [21] использовалось граничное условие вида 𝜕2𝜓

𝜕𝑥21
= 0, 𝜕2𝜔

𝜕𝑥21
= 0, где
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𝜓— функция тока, 𝜔— завихренность поля скоростей частиц жидкости. С це-
лью уменьшения ошибок численного решения, вызванных такими искусствен-
ными граничными условиями, обычно также используют прием значитель-
ного увеличения длины канала. Это приводит к существенному увеличению
машинного времени решения задачи, так как оно пропорционально количе-
ству ячеек пространственной расчетной сетки.

Целью исследований, описываемых в предлагаемой статье, является по-
вышение точности и скорости сходимости нового варианта метода КНК для
численных расчетов двумерных стационарных ламинарных течений вязких
несжимаемых жидкостей. Осуществление поставленной цели достигается ре-
ализацией следующих новых элементов вычислительного алгоритма:

1) новый вариант метода КНК — метод КНК15;
2) предлагается использовать двухпараметрический предобуславливатель

в варианте метода КНК15;
3) показано, как в отличие от конечно-разностных методов можно реали-

зовать в различных вариантах метода КНК граничное условие в выход-
ном сечении канала без использования рядов законтурных ячеек и без
искусственного увеличения в расчетах длины канала.

Это существенное преимущество метода КНК перед конечно-разностными
методами и методами конечного объема.

1. Описание метода КНК. Рассмотрим краевую задачу для системы
уравнений Навье—Стокса

(V · ∇)V +∇𝑝 = 1

Re
ΔV − f , divV = 0, (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω, (1)

V
⃒⃒
𝜕Ω

= g (2)

в области Ω с границей 𝜕Ω. В уравнениях (1) 𝑥1, 𝑥2 — декартовы простран-
ственные координаты; V = (𝑣1(𝑥1, 𝑥2), 𝑣2(𝑥1, 𝑥2))— вектор скорости; 𝑝 =
= 𝑝(𝑥1, 𝑥2)— давление; f = (𝑓1, 𝑓2)— заданная вектор-функция, Re— число
Рейнольдса, Δ = 𝜕2

𝜕𝑥21
+ 𝜕2

𝜕𝑥22
, (V · ∇) = 𝑣1

𝜕
𝜕𝑥1

+ 𝑣2
𝜕
𝜕𝑥2

. Система (1) решается
при граничных условиях Дирихле (2), где g = g(𝑥1, 𝑥2) = (𝑔1, 𝑔2)— заданная
вектор-функция. Давление определяется из (1), (2) с точностью до постоян-
ной. В дальнейшем будем подбирать эту постоянную так, чтобы выполнялось
условие x

Ω

𝑝 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 0. (3)

В качестве области решения в настоящей работе рассматривается прямо-
угольник

Ω = {(𝑥1, 𝑥2)| 0 6 𝑥1 6 𝐿, 0 6 𝑥2 6 𝐻}, (4)
где 𝐿 > 0 и 𝐻 > 0 — заданные длины сторон области (4) вдоль осей 𝑥1
и 𝑥2, соответственно. Величина 𝐻 использовалась в конкретных расчетах
в качестве характерной длины при обезразмеривании переменных, и она же
входит естественным образом в определение числа Рейнольдса Re в (1). Далее
краевую задачу для УЧП будем называть дифференциальной задачей.

В данной задаче (1)–(4) область (4) покрывается сеткой из квадратных
ячеек Ω𝑖𝑗 , 𝑖 = 1, . . . , 𝐼, 𝑗 = 1, . . . , 𝐽 , 𝐼 > 1, 𝐽 > 1. Для поиска кусочно-
аналитического решения задачи удобно ввести локальные координаты 𝑦1, 𝑦2
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в каждой ячейке Ω𝑖𝑗 . Зависимость локальных координат от глобальных коор-
динат 𝑥1, 𝑥2 задается формулами 𝑦𝑚 = (𝑥𝑚 − 𝑥𝑚,𝑖,𝑗)/ℎ, 𝑚 = 1, 2, где 𝑥𝑚,𝑖,𝑗 —
значение координаты 𝑥𝑚 в центре ячейки Ω𝑖𝑗 , а ℎ— половина длины сторо-
ны квадратной ячейки, ℎ = 𝐿/(2𝐼) = 𝐻/(2𝐽). Пусть u(𝑦1, 𝑦2) = (𝑢1, 𝑢2) =
= V(ℎ𝑦1+𝑥1,𝑖,𝑗 , ℎ𝑦2+𝑥2,𝑖,𝑗), 𝑞(𝑦1, 𝑦2) = 𝑝(ℎ𝑦1+𝑥1,𝑖,𝑗 , ℎ𝑦2+𝑥2,𝑖,𝑗). В локальных
переменных уравнения Навье—Стокса принимают следующий вид:

Δ𝑢𝑚 − Reℎ
(︁
𝑢1
𝜕𝑢𝑚
𝜕𝑦1

+ 𝑢2
𝜕𝑢𝑚
𝜕𝑦2

+
𝜕𝑞

𝜕𝑦𝑚

)︁
= Reℎ2𝑓𝑚, 𝑚 = 1, 2; (5)

1

ℎ

(︁𝜕𝑢1
𝜕𝑦1

+
𝜕𝑢2
𝜕𝑦2

)︁
= 0,

где Δ = 𝜕2

𝜕𝑦21
+ 𝜕2

𝜕𝑦22
. Линеаризация по Ньютону уравнений (5) приводит к фор-

муле

𝜉
[︀
Δ𝑢𝑠+1

𝑚 −(Reℎ)
(︀
𝑢𝑠1𝑢

𝑠+1
𝑚,𝑦1+𝑢

𝑠+1
1 𝑢𝑠𝑚,𝑦1+𝑢

𝑠
2𝑢
𝑠+1
𝑚,𝑦2+𝑢

𝑠+1
2 𝑢𝑠𝑚,𝑦2+𝑞

𝑠+1
𝑦𝑚

)︀]︀
= 𝜉𝐹𝑚. (6)

Здесь 𝑠 = 0, 1, 2, . . .— номер итерации по нелинейности, 𝑢𝑠1, 𝑢𝑠2, 𝑞𝑠 — известное
приближение решения на 𝑠-ой итерации, начиная с выбранного начального
приближения с индексом 𝑠 = 0, 𝐹𝑚 = Re

[︀
ℎ2𝑓𝑚 − ℎ

(︀
𝑢𝑠1𝑢

𝑠
𝑚,𝑦1 + 𝑢𝑠2𝑢

𝑠
𝑚,𝑦2

)︀]︀
, где

𝑢𝑚,𝑦𝑙 = 𝜕𝑢𝑚/𝜕𝑦𝑙, 𝑞𝑦𝑚 = 𝜕𝑞/𝜕𝑦𝑚, 𝑙 = 1, 2. Здесь, как и в [13, 15], введён за-
даваемый пользователем параметр 𝜉 с целью управления величиной числа
обусловленности переопределённой системы линейных алгебраических урав-
нений (СЛАУ), которая должна решаться в каждой ячейке Ω𝑖𝑗 .

Приближенное решение в каждой ячейке Ω𝑖𝑗 ищется в виде линейной ком-
бинации базисных вектор-функций 𝜙𝑙:

(𝑢𝑠1, 𝑢
𝑠
2, 𝑞

𝑠)⊤ =
∑︁𝑚𝑏

𝑙=1
𝑏𝑠𝑖,𝑗,𝑙𝜙𝑙, (7)

где верхний индекс ⊤ обозначает операцию транспонирования, а 𝑚𝑏 — зада-
ваемое пользователем количество базисных вектор-функций. В рассматрива-
емом варианте метода 𝜙𝑙 являются многочленами. Таким образом, искомое
приближенное глобальное решение задачи является кусочно-полиномиаль-
ным. А часть решения (7) в каждой ячейке представляет собой локальное
решение в окрестности начала локальной системы координат в ячейке.

Базисные вектор-функции имеют следующий вид:

𝜙1 = (1, 0, 0)⊤, 𝜙2 = (𝑦1,−𝑦2, 0)⊤, 𝜙3 = (𝑦2, 0, 0)
⊤,

𝜙4 = (𝑦21,−2𝑦1𝑦2, 0)
⊤, 𝜙5 = (−2𝑦1𝑦2, 𝑦

2
2, 0)

⊤, 𝜙6 = (𝑦22, 0, 0)
⊤,

𝜙7 = (0, 1, 0)⊤, 𝜙8 = (0, 𝑦1, 0)
⊤, 𝜙9 = (0, 𝑦21, 0)

⊤,
𝜙10 = (0, 0, 1)⊤, 𝜙11 = (0, 0, 𝑦1)

⊤, 𝜙12 = (0, 0, 𝑦2)
⊤,

𝜙13 = (0, 0, 𝑦21)
⊤, 𝜙14 = (0, 0, 𝑦1𝑦2)

⊤, 𝜙15 = (0, 0, 𝑦22)
⊤.

(8)

Их совокупность можно назвать соленоидальным базисом, так как div𝜙𝑙 = 0
∀𝑙. Таким образом, достоинством предложенного варианта метода является
то, что уравнение неразрывности и, следовательно, закон сохранения массы
удовлетворяется численным решением задачи во всей расчётной области.

Набор базисных функций, применявшийся в [13,15], получается из набора
(8), если положить 𝑚𝑏 = 12 в (7), оставив в (8) только первые 12 базисных
вектор-функций.
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Локальной СЛАУ будем называть далее систему уравнений, определяю-
щую приближённое решение в каждой ячейке, а объединение всех локальных
СЛАУ — глобальной СЛАУ. Основными уравнениями, определяющими реше-
ние приближённой задачи, являются уравнения коллокаций. Они получаются
в результате подстановки в уравнения (6) выражений (7) и координат точек
коллокаций. Количество этих точек и их расположение внутри ячейки мо-
жет варьироваться в различных вариантах метода. В данной работе были
реализованы три варианта задания координат точек коллокаций. Обозначим
через 𝑁c число точек коллокации внутри каждой ячейки. При 𝑁c = 2 локаль-
ные координаты точек коллокаций таковы: (𝜔, 𝜔), (−𝜔, 𝜔), где 𝜔— задаваемое
пользователем значение в интервале 0 < 𝜔 < 1. При 𝑁c = 4 локальные коор-
динаты точек коллокаций имеют вид (±𝜔,±𝜔). В случае 𝑁c = 8 координа-
ты точек коллокаций задавались следующим образом: расположение первых
четырех точек было взято таким же, как при 𝑁c = 4, а координаты следую-
щих четырех точек задавались по формулам (±𝜔, 0), (0,±𝜔). Подставляя (7),
а также численные значения координат каждой точки коллокации в (6), по-
лучим 2𝑁c линейных алгебраических уравнений относительно искомых 𝑏𝑠+1

𝑚 :∑︁𝑚𝑏

𝑚=1
𝑎(1)𝜈,𝑚 · 𝑏𝑠+1

𝑚 = 𝑓 𝑠𝜈 , 𝜈 = 1, . . . , 2𝑁c.

Следуя [13], дополним систему уравнений приближённой задачи в ячейке
Ω𝑖𝑗 линейными условиями согласования локального решения в каждой ячейке
с локальными решениями, взятыми во всех соседних с ней ячейках. Эти усло-
вия записываются в отдельных точках (называемых точками согласования)
на сторонах ячейки Ω𝑖𝑗 , которые являются общими с соседними ячейками.
Условия согласования берутся в виде

ℎ𝜕(𝑢
+)𝑛

𝜕𝑛 + 𝜂(𝑢+)𝑛 = ℎ𝜕(𝑢
−)𝑛

𝜕𝑛 + 𝜂(𝑢−)𝑛, (9)

ℎ𝜕(𝑢
+)𝜏

𝜕𝑛 + (𝑢+)𝜏 = ℎ𝜕(𝑢
−)𝜏

𝜕𝑛 + (𝑢−)𝜏 , (10)
𝑞+ = 𝑞−. (11)

Здесь ℎ 𝜕
𝜕𝑛 = ℎ

(︀
𝑛1

𝜕
𝜕𝑥1

+𝑛2
𝜕
𝜕𝑥2

)︀
= 𝑛1

𝜕
𝜕𝑦1

+𝑛2
𝜕
𝜕𝑦2

; 𝑛 = (𝑛1, 𝑛2)— внешняя нормаль
к стороне ячейки Ω𝑖𝑗 ; ( · )𝑛, ( · )𝜏 — нормальная и касательная составляющие
вектора скорости по отношению к стороне ячейки; 𝑢+, 𝑢− — пределы функ-
ции 𝑢 и 𝑞 при стремлении аргументов к их значениям в точке согласования
изнутри и снаружи ячейки Ω𝑖𝑗 . Здесь, как и в [13,15], введён параметр 𝜂 с це-
лью управления величиной числа обусловленности матрицы СЛАУ, которая
должна решаться в каждой ячейке Ω𝑖𝑗 .

Для однозначного определения давления в решении задаём его значение
в одной точке области либо аппроксимируем условие (3) по формуле

1

ℎ

(︂x

Ω𝑖𝑗

𝑞 𝑑𝑦1𝑑𝑦2

)︂
=

1

ℎ

(︂
−𝐼* +

x

Ω𝑖𝑗

𝑞*𝑑𝑦1𝑑𝑦2

)︂
. (12)

Здесь 𝐼* — интеграл по всей области Ω, рассчитанный как сумма интегра-
лов по каждой ячейке на предыдущей итерации, 𝑞* — давление в ячейке на
предыдущей итерации.
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Обозначим через 𝑁𝑚 число точек согласования для составляющих векто-
ра скорости на сторонах каждой ячейки. При 𝑁𝑚 = 4 координаты этих точек
согласования задаются формулами (±1, 0), (0,±1). При 𝑁𝑚 = 8 координаты
точек согласования таковы: (±1,−𝜁), (±1, 𝜁), (−𝜁,±1), (𝜁,±1), где 0 < 𝜁 < 1.
В расчетах, результаты которых представлены ниже, использовалось значе-
ние 𝜁 = 1/2. Условия согласования для давления (11) задаются в четырех
точках с координатами (±1, 0), (0,±1). Используя (7), подставим координа-
ты этих точек в каждое из трех условий согласования (9)–(11). Из первых
двух условий получим 2𝑁𝑚 линейных алгебраических уравнений для состав-
ляющих скорости. Подстановка представления (7) в (11) дает ещё четыре
линейных алгебраических уравнения согласования.

В настоящей работе давление задавалось в нижней левой вершине ячей-
ки Ω1,1 или же использовалось условие (12). Если сторона ячейки лежит на
границе области Ω, то в соответствующих точках на стороне ячейки вместо
условий согласования в локальной СЛАУ выписываются граничные условия:
𝑢𝑚 = 𝑔𝑚, 𝑚 = 1, 2.

Объединяя уравнения коллокаций, согласования и уравнения, получен-
ные из краевых условий, если ячейка Ω𝑖,𝑗 граничная, в каждой ячейке полу-
чим СЛАУ вида

𝐴𝑠𝑖,𝑗 ·X𝑠+1
𝑖,𝑗 = f 𝑠,𝑠+1

𝑖,𝑗 , (13)

где X𝑠+1
𝑖,𝑗 = (𝑏𝑠+1

𝑖,𝑗,1, . . . , 𝑏
𝑠+1
𝑖,𝑗,𝑚𝑏

)⊤. В варианте метода КНК, описываемом в на-
стоящей работе, система (13) переопределенная. 𝐴𝑠𝑖,𝑗 — матрица полного ран-
га с системой независимых вектор-столбцов. Глобальную СЛАУ, полученную
объединением всех локальных СЛАУ, решаем итерационно. При этом на каж-
дой глобальной (𝑠 + 1)-й итерации последовательно перебираем все ячейки
в области Ω и решение локальных СЛАУ (13) отыскиваем, применяя 𝑄𝑅–
декомпозицию матриц с ортогональными матрицами Гивенса либо Хаусхол-
дера. В правой части уравнений (9)–(11) в качестве 𝑢−, 𝑞− берем либо зна-
чения решения на (𝑠 + 1)-й итерации, если они уже сосчитаны на этой ите-
рации, либо их значения на предыдущей итерации. Как известно, решение
СЛАУ, отыскиваемое применением 𝑄𝑅-декомпозиции матриц, можно полу-
чить применением метода нормальных уравнений. Оба способа при отсут-
ствии ошибок округлений дают один и тот же вектор X𝑖,𝑗 , называемый псев-
дорешением переопределенной СЛАУ, матрица которой имеет независимые
вектор-столбцы [23, 24]. На этом решении достигается минимум евклидовой
нормы невязки 𝐴𝑠𝑖,𝑗 ·X

𝑠+1
𝑖,𝑗 − f 𝑠,𝑠+1

𝑖,𝑗 . Известно также, что первый из указанных
способов решения СЛАУ предпочтительнее второго, так как в методе нор-
мальных уравнений при построении решения необходимо обратить матрицу
𝐴⊤𝐴, число обусловленности которой cond(𝐴⊤𝐴) = (cond(𝐴))2. Поэтому при
решении СЛАУ методом нормальных уравнений происходит более быстрое
накопление ошибок округлений в процессе арифметических вычислений, чем
при применении метода 𝑄𝑅-декомпозиции.

2. Предобуславливатели для метода КНК. Опустим далее в (13) для
краткости верхние и нижние индексы:

AX = f . (14)
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При численном решении уравнений Навье—Стокса различными численными
методами при больших числах Рейнольдса получаются плохо обусловленные
СЛАУ. Поэтому из-за ошибок округлений в процессе решения получается
неприемлемо большая погрешность или расходящееся решение [24]. Чтобы
уменьшить негативное влияние плохой обусловленности СЛАУ на величи-
ну погрешности решения, на скорость сходимости итераций при применении
итерационных методов традиционные методы решения модифицируют, ком-
бинируя их с дополнительными численными алгоритмами. Один из способов
модификации известных методов решения СЛАУ заключается в предобуслав-
ливании ее матрицы так, что решение исходной системы сводится к решению
системы, матрица которой обусловлена лучше, чем матрица исходной систе-
мы. Здесь числа обусловленности матриц A и 𝑅 вычислялись в спектральной
норме [23,24] с использованием программных пакетов Mathematica и MATLAB.
В них необходимые для этого вычисления осуществляются путем применения
операторов действий с матрицами. Для исключения каких-либо ошибок про-
водилось сравнение результатов, полученных с помощью этих программных
пакетов.

При применении описанной выше процедуры аппроксимации краевой за-
дачи для уравнений Навье—Стокса матрица A получается с независимыми
столбцами и матрица A1 = A⊤A— несингулярная. Спектральное число обу-
словленности матрицы A вычисляется по формуле

𝜅2(A) =

√︁
‖A1‖2 · ‖A−1

1 ‖2 = 𝜎max/𝜎min,

где ‖·‖2 — спектральная матричная норма; 𝜎max и 𝜎min — соответственно мак-
симальное и минимальное сингулярное число матрицы A, A−1

1 — матрица, об-
ратная по отношению к A1.

Классический диагональный предобуславливатель строится следующим
образом. Сделаем в (14) замену [7]: X = CY, где C— квадратная матрица
порядка 𝑚𝑏. Тогда система (14) принимает вид ACY = f . Нужно подобрать
матрицу C так, чтобы матрица B = AC была близкой к единичной матрице
или, говоря в более общем смысле, чтобы число обусловленности матрицы
B было меньше в сравнении с обусловленностью матрицы A. В качестве C,
как правого предобуславливателя, в [7] использована матрица C = R−1, где
R— диагональная матрица, на главной диагонали которой стоят квадратные
корни из диагональных элементов матрицы A1 = A⊤A. После того как ре-
шение системы BY = f найдено, вычисляем искомый вектор X по формуле
X = CY.

Введение параметров в предобуславливатель увеличивает его возможно-
сти для дальнейшего понижения числа обусловленности, так как эти пара-
метры можно затем подбирать из требования минимизации числа обуслов-
ленности. В нашем случае мы построили предобуславливатель, зависящий
от параметров 𝜉 и 𝜂, входящих в уравнения (6) и (9) соответственно.

Обозначим через Acol матрицу размера 2𝑁c×𝑚𝑏, получаемую при подста-
новке в (6) решения (7) и координат точек коллокации; ее элементами явля-
ются коэффициенты при 𝑚𝑏 искомых коэффициентах в представлении реше-
ния (7). Заметим, что матрицу Acol можно представить в виде Acol = Acol ·D,
где D = diag(𝜉, . . . , 𝜉) — диагональная матрица порядка 𝑚𝑏, а матрица Acol
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получается из СЛАУ (6) при 𝜉 = 1. То есть матрицу D можно рассматри-
вать как правый диагональный однопараметрический предобуславливатель
матрицы Acol.

Давление входит в уравнение количества движения (6) только в виде
производных 𝜕𝑞/𝜕𝑦1 и 𝜕𝑞/𝜕𝑦2, поэтому 10-й столбец матрицы Acol нулевой.
Вследствие этого матрица Acol неполного ранга, в матрице A⊤

colAcol при любом
𝑁c > 1 десятый столбец также состоит только из нулей и для этой матрицы
не существует обратной.

Чтобы с помощью матрицы Acol потенциально можно было определить ре-
шение, необходимо включить в нее строку, соответствующую уравнению (12).
Эта строка при 𝑚𝑏 = 15 имеет следующий вид: 𝐿2𝑁c+1 = {0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,
ℎ, 0, 0, ℎ/3, 0, ℎ/3}. Пусть

̃︀Acol =

(︂
Acol

𝐿2𝑁c+1

)︂
.

В этой матрице десятый столбец ненулевой, и ̃︀𝐴col становится при 𝑁c > 7
матрицей полного ранга. При заданном численном значении полушага ℎ эле-
менты матрицы A зависят от 𝜉 и 𝜂.

Характеристические уравнения, отвечающие методам КНК12 и КНК15, —
алгебраические уравнения, соответственно, 12-й и 15-й степени. Поэтому не-
возможно получить в замкнутом аналитическом виде выражения для соб-
ственных чисел соответствующих матриц A1. Тем не менее мы показываем
ниже, что можно получить информацию о некоторых свойствах матрицы
A1 и, следовательно, о свойствах рассматриваемого двухпараметрического
предобуславливателя, исследуя аналитические выражения для ее элементов.
Выпишем в аналитическом виде эти выражения для случая внутренней ячей-
ки (𝑖, 𝑗). Так как матрица A1 симметричная, достаточно привести выражения
для элементов, входящих в верхнюю треугольную часть этой матрицы. По-
рядок матрицы A1 равен 𝑚𝑏, где 𝑚𝑏 = 15 для рассматриваемого здесь метода
КНК15. Размер верхней треугольной части матрицы A1 равен 𝑚𝑏 · (𝑚𝑏+1)/2,
так что при𝑚𝑏 = 15 в этой части матрицы A1 содержатся 120 элементов. Обо-
значим через 𝛽𝑖,𝑗 элементы этой матрицы, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑏. Предполагается,
что число точек коллокаций в ячейке 𝑁c = 8, поэтому общее число урав-
нений коллокаций 2𝑁c = 16. Кроме того, в матрицу A включены 4 строки,
соответствующие четырем условиям согласования для давления (по одному
в середине каждой стороны ячейки), и 16 строк, соответствующих условиям
согласования для составляющих вектора скорости (в двух точках на каждой
из четырех сторон). И, наконец, одна строка учитывает интегральное условие
для давления (12).

Сначала приведем выражения для тех элементов 𝛽𝑖,𝑗 , в которые входит
параметр 𝜂 и/или полушаг сетки ℎ:

𝛽𝜇,𝜈 = 𝜉2
(︂∑︁6

𝑘=0
𝑎10+𝑘,𝜇𝑎11+𝑘,𝜈 +

∑︁9

𝑘=1
𝑎𝑘,𝜇𝑎𝑘,𝜈

)︂
+ 𝑃 (𝜂, ℎ, 𝜇, 𝜈), (15)

где

(𝜇, 𝜈) = (1, 1), (1, 2), (1, 4), (1, 6), (2, 2), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (2, 7), (2, 9), (3, 3),
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(3, 5), (4, 4), (4, 6), (4, 8), (5, 5), (5, 7), (5, 9), (6, 6), (7, 7), (7, 9), (8, 8), (9, 9),

(11, 11), (12, 12), (13, 13), (15, 15);

𝑃 (𝜂, ℎ, 𝜇, 𝜈) = 𝛿1𝜇𝛿
2
𝜈 · 4𝜂 + 𝛿1𝜇𝛿

4
𝜈 · (1 + 4𝜂2) + 𝛿1𝜇𝛿

6
𝜈 · (12 + 𝜂2) + 𝛿2𝜇𝛿

2
𝜈×

× (10 + 8𝜂2) + 𝛿2𝜇𝛿
4
𝜈 · 12𝜂 − 𝛿2𝜇𝛿

5
𝜈 · 12𝜂 + 𝛿2𝜇𝛿

6
𝜈 · 𝜂 − 𝛿2𝜇𝛿

7
𝜈 · 4𝜂 − 𝛿2𝜇𝛿

9
𝜈 · 𝜂+

+ 𝛿3𝜇𝛿
3
𝜈 · (16 + 𝜂2)− 𝛿3𝜇𝛿

5
𝜈 · 2𝜂 + 𝛿4𝜇𝛿

4
𝜈 ·

(︁145
4

+ 8𝜂2
)︁
+ 𝛿4𝜇𝛿

6
𝜈 · (3 + 𝜂2)−

− 𝛿4𝜇𝛿
8
𝜈 · 2𝜂 + 𝛿5𝜇𝛿

5
𝜈 ·

(︁145
4

+ 8𝜂2
)︁
+ 𝛿6𝜇𝛿

6
𝜈 ·

(︁𝜂2
4

+ 36
)︁
+ 𝛿7𝜇𝛿

7
𝜈 · (4 + 4𝜂2)𝛿7𝜇𝛿

9
𝜈×

× (12 + 𝜂2) + 𝛿8𝜇𝛿
8
𝜈 · (16 + 𝜂2) + 𝛿9𝜇𝛿

9
𝜈 ·

(︁
36 +

𝜂2

4

)︁
+

+ 2𝛿11𝜇 𝛿
11
𝜈 + 4𝛿12𝜇 𝛿

12
𝜈 + 𝛿13𝜇 𝛿

13
𝜈

(︁ℎ2
9

+ 2
)︁
+ 𝛿15𝜇 𝛿

15
𝜈

(︁ℎ2
9

+ 4
)︁
.

Здесь 𝛿𝑗𝑖 — символ Кронекера. Остальные элементы матрицы A1 можно запи-
сать в виде

𝛽𝑖,𝑗 = 𝜉2
∑︁2𝑁c

𝑚=1

2𝑁c∑︁
𝑝=1

𝑎𝑚,𝑖 𝑎𝑝,𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, . . . ,𝑚𝑏. (16)

Величины 𝑎𝑚,𝑙, 𝑚 = 1, . . . , 2𝑁c, 𝑙 = 1, . . . ,𝑚𝑏, входящие в (15), (16), являются
коэффициентами уравнений коллокаций, получаемых из уравнения (6) при
подстановке в него разложений (7), значения 𝜉 = 1 и локальных координат
𝑦1, 𝑦2 точек коллокаций. Согласно (6), эти коэффициенты зависят от решения
на предыдущей итерации и от числа Рейнольдса. Анализ выражений (15),
(16) приводит к следующим выводам.

1. Параметр 𝜉 входит в величины 𝛽𝑖,𝑗 только как множитель вида 𝜉2. От-
сюда следует, что поверхность 𝜅2 = 𝜅2(𝜉, 𝜂) симметрична относительно
оси 𝜂. Это позволяет ограничиться поиском оптимального значения па-
раметра 𝜉 только в полуплоскости 𝜉 > 0.

2. Выражения, содержащие параметр 𝜂, входят в элементы 𝛽𝑖,𝑗 как адди-
тивные слагаемые, при этом имеются как первая, так и вторая степени
этого параметра. Поэтому ясно, что поверхность 𝜅2 = 𝜅2(𝜉, 𝜂) не явля-
ется ни четной, ни нечетной функцией параметра 𝜂.

3. Полушаг ℎ входит в формулы для 𝛽𝑖,𝑗 только аддитивно и только во вто-
рой степени. Во многих задачах динамики жидкостей размеры расчет-
ной области в плоскости обезразмеренных пространственных координат
обычно являются величинами порядка 𝑂(1). Кроме того, для обеспече-
ния приемлемой точности в рассматриваемом методе КНК нужно при-
менять, как правило, сетку, в которой не менее 10 ячеек в каждом про-
странственном направлении. Поэтому полушаг ℎ < 1, и тогда ℎ2 ≪ 1.
В то же время остальные выражения, входящие в 𝛽𝑖,𝑗 , являются величи-
нами порядка 𝑂(1). Отсюда следует, что число обусловленности слабо
зависит от величины полушага ℎ при ℎ < 1. Подчеркнем, что этот вы-
вод является общим и не зависит от специфики конкретной прикладной
задачи. Это обстоятельство можно эффективно использовать при поис-
ке оптимальных значений параметров 𝜉, 𝜂, обеспечивающих минимум
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числа обусловленности матрицы A1: достаточно найти эти оптималь-
ные значения с использованием численного решения, найденного мето-
дом КНК на сравнительно грубой сетке. Затем оптимальные 𝜉, 𝜂 можно
будет использовать в расчетах на сетках, имеющих намного меньшие
шаги.

Так как элементы матрицы ̃︀Acol зависят от решения на предыдущей ите-
рации, дальнейшее исследование свойств обусловленности необходимо осу-
ществлять на заданной сетке при решении конкретной задачи. Соответству-
ющие вычислительные эксперименты описываются ниже в п. 5.

В [13] для нахождения оптимальных значений 𝜉opt, 𝜂opt в любой ячейке
пространственной сетки из требования минимизации числа обусловленности
𝜅2(𝜉, 𝜂) применялся метод равномерного поиска с переменным шагом. Поиск
минимума функции 𝜅2(𝜉opt, 𝜂opt) был осуществлен в [13] для случая метода
КНК12. Оказалось, что в точке минимума число 𝜅2(𝜉opt, 𝜂opt) удовлетворяет
неравенствам 3 < 𝜅2(𝜉opt, 𝜂opt) < 10. Кроме того, было установлено, что опти-
мальные значения 𝜉opt, 𝜂opt слабо зависят от положения конкретной ячейки
в расчетной сетке, по меньшей мере, в случаях тех тестовых и эталонных
задач, которые рассматривались в [13].

3. Вариант алгоритма Крылова с редукцией базиса подпростран-
ства. Для ускорения сходимости итераций во всех новых вариантах метода
КНК, описываемых в настоящей работе, здесь применялся новый вариант
известного метода [17], основанный на подпространствах Крылова и подроб-
но изложенный ранее в [15, 22]. Важным отличием от [18] варианта мето-
да Крылова, предложенного в [22], является автоматизация редукции базиса
подпространства Крылова в области малых невязок, что позволяет избежать
возможные АВОСТы программы в области малых невязок исходного СЛАУ
при стремлении получить ее решение с достаточной точностью.

4. Ускорение сходимости итераций с помощью многосеточного
алгоритма. Основная идея многосеточных алгоритмов состоит в селектив-
ном демпфировании гармоник погрешности решения задачи [16,25]. В методе
КНК, как и в других методах, количество итераций, необходимых для до-
стижения заданной точности приближения к предельному решению, зависит
от начального приближения. В работе применялась операция продолжения
вдоль восходящей ветви V-цикла — расчеты на последовательности измель-
чающихся сеток — в качестве способа получения хорошего начального при-
ближения для итераций на самой мелкой сетке среди сеток, используемых в
многосеточном комплексе. Переход от грубой сетки к более мелкой делается
с помощью операторов продолжения. Проиллюстрируем алгоритм операции
продолжения на примере составляющей скорости 𝑢1(𝑦1, 𝑦2, 𝑏1, . . ., 𝑏15). Пусть
ℎ1 = ℎ, где ℎ — полушаг грубой сетки, и пусть ℎ2 = ℎ1/2 — полушаг мелкой
сетки, на которой нужно найти разложение функции 𝑢1 по базису.
Шаг 1. Пусть 𝑋1, 𝑋2 — глобальные координаты центра ячейки грубой сет-

ки. Сделаем в полиномиальное выражение для 𝑢1 следующие подста-
новки: 𝑦𝑙 = (𝑥𝑙 −𝑋𝑙)/ℎ1, 𝑙 = 1, 2. В результате получаем многочлен

𝑈1(𝑥1, 𝑥2, 𝑏1, . . . , 𝑏15) = 𝑢1

(︁𝑥1 −𝑋1

ℎ1
,
𝑥2 −𝑋2

ℎ1
, 𝑏1, . . . , 𝑏15

)︁
. (17)
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Шаг 2. Пусть ( ̃︀𝑋1, ̃︀𝑋2)— глобальные координаты центра любой из четырех
ячеек мелкой сетки, содержащихся в ячейке грубой сетки. Сделаем
в (17) замену 𝑥𝑙 = ̃︀𝑋𝑙 + ̃︀𝑦𝑙 · ℎ2, 𝑙 = 1, 2. В результате получим мно-
гочлен второй степени ̃︀𝑈1 = 𝑃 (̃︀𝑦1, ̃︀𝑦2,̃︀𝑏1, . . . ,̃︀𝑏15) от переменных ̃︀𝑦1, ̃︀𝑦2
с коэффициентами ̃︀𝑏1, . . . ,̃︀𝑏15.

Приведем выражения для коэффициентов ̃︀𝑏𝑗 (𝑗 = 1, . . . , 15) представле-
ния решения в ячейке мелкой сетки с полушагом ℎ2 в терминах коэффици-
ентов 𝑏1, . . . , 𝑏15 представления решения в ячейке с полушагом ℎ1 = 2ℎ2:̃︀𝑏1 = 𝑏1 − 𝛿𝑥1(𝑏2 − 𝑏4𝛿𝑥1)− 𝛿𝑥2(𝑏3 + 2𝑏5𝛿𝑥1 − 𝑏6𝛿𝑥2), ̃︀𝑏2 = 𝜎1(𝑇1 + 𝑏5𝛿𝑥2),̃︀𝑏3 = 𝜎1[𝑏3 + 2(𝑏5𝛿𝑥1 − 𝑏6𝛿𝑥2)], ̃︀𝑏4 = 𝜎2𝑏4, ̃︀𝑏5 = 𝜎2𝑏5, ̃︀𝑏6 = 𝜎2𝑏6,̃︀𝑏7 = 𝑏7 − 𝛿𝑥1(𝑏8 − 𝑏9𝛿𝑥1) + 𝛿𝑥2𝑇1, ̃︀𝑏8 = 𝜎1(𝑏8 − 2𝑏9𝛿𝑥1 + 2𝑏4𝛿𝑥2),̃︀𝑏9 = 𝜎2𝑏9, ̃︀𝑏10 = 𝑏10 − 𝛿𝑥1𝑇2 − 𝛿𝑥2(𝑏12 − 𝑏15𝛿𝑥2), ̃︀𝑏11 = 𝜎1(𝑇2 − 𝑏13𝛿𝑥1),̃︀𝑏12 = 𝜎1(𝑏12 − 𝑏14𝛿𝑥1 − 2𝑏15𝛿𝑥2), ̃︀𝑏13 = 𝜎2𝑏13, ̃︀𝑏14 = 𝜎2𝑏14, ̃︀𝑏15 = 𝜎2𝑏15,

где 𝛿𝑥𝑙 = −( ̃︀𝑋𝑙 − 𝑋𝑙)/ℎ1, 𝜎1 = ℎ2/ℎ1, 𝜎2 = 𝜎21, 𝑇1 = 𝑏2 − 2𝑏4𝛿𝑥1 + 𝑏5𝛿𝑥2,
𝑇2 = 𝑏11 − 𝑏13𝛿𝑥1 − 𝑏14𝛿𝑥2. Заметим, что приведенные выше выражения для̃︀𝑏1, . . . ,̃︀𝑏9 совпадают с выражениями, представленными в [13, 15] для случая,
когда 𝑚𝑏 = 12 в (7).

5. Результаты численных экспериментов. Тестирование. Рассмот-
рим следующее точное решение уравнений Навье—Стокса (1) [26]:

𝑢1 =
−2(1 + 𝑥2)

(1 + 𝑥1)2 + (1 + 𝑥2)2
, 𝑢2 =

2(1 + 𝑥1)

(1 + 𝑥1)2 + (1 + 𝑥2)2
,

𝑝 = − 2

(1 + 𝑥1)2 + (1 + 𝑥2)2
, 0 6 𝑥1, 𝑥2 6 1.

(18)

Заметим, что функции 𝑢1(𝑥1, 𝑥2) и 𝑢2(𝑥1, 𝑥2) описывают поле скорости с ну-
левой дивергенцией. Далее,∫︁ 1

0

∫︁ 1

0
𝑝 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 = 4𝐺− 𝜋 ln 2− 2𝑖

[︁
Li2

(︁
− 𝑖

2

)︁
− Li2

(︁ 𝑖
2

)︁]︁
≈

≈ −0.462 613 146 772 815 498 72,

где 𝑖 =
√
−1, 𝐺— постоянная Каталана, 𝐺 ≈ 0.915 965 594 177 219 015 05,

Li2(𝑧)— полилогарифмическая функция. Чтобы обеспечить выполнение ра-
венства (3) с погрешностью, не превышающей погрешность машинных вычис-
лений, давление 𝑝 в (3) заменялось на величину 𝑝 = 𝑝+0.462 613 146 772 815 5.

Для вычисления среднеквадратичных величин погрешности решения ис-
пользовались следующие формулы:

Err(u(ℎ)) =

[︂
1

2𝐼𝐽

𝐼∑︁
𝑖=1

𝐽∑︁
𝑗=1

2∑︁
𝜈=1

(︀
𝑢𝜈,𝑖,𝑗 − 𝑢ex𝜈,𝑖,𝑗

)︀2]︂ 1
2

,

Err(𝑝(ℎ)) =

[︂
1

𝐼𝐽

𝐼∑︁
𝑖=1

𝐽∑︁
𝑗=1

(︀
𝑝𝑖,𝑗 − 𝑝ex𝑖,𝑗

)︀2]︂ 1
2

, (19)
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где uex
𝑖,𝑗 и 𝑝ex𝑖,𝑗 — вектор скорости и давление, вычисленные из точного решения

(18). Величины u𝑖,𝑗 и 𝑝𝑖,𝑗 обозначают численное решение, вычисленное в цен-
тре ячейки Ω𝑖𝑗 по описанному выше методу КНК. Величины 𝜈𝑢 и 𝜈𝑝 — поряд-
ки сходимости погрешностей u𝑖,𝑗 и 𝑝𝑖,𝑗 соответственно, которые вычислялись
по известным формулам [12, 27]. Пусть 𝑏𝑠𝑖,𝑗,𝑙, 𝑠 = 0, 1, . . .— значения коэф-
фициентов 𝑏𝑖,𝑗,𝑙 в (7)) на 𝑠-ой итерации. Использовалось следующее условие
окончания итераций:

𝛿𝑏𝑛+1 < 𝜀, (20)

где 𝛿𝑏𝑛+1 = max
𝑖,𝑗

(︀
max

16𝑙6𝑚𝑏

|𝑏𝑛+1
𝑖,𝑗,𝑙 − 𝑏𝑛𝑖,𝑗,𝑙|

)︀
, а 𝜀 < ℎ2 — малая положительная ве-

личина. В дальнейшем будем называть величину 𝛿𝑏𝑛+1 псевдопогрешностью
приближенного решения. Наряду с условием (20) для окончания итераций по
нелинейности также применялся следующий критерий:

𝛿u𝑛+1 =‖ u𝑛+1 − u𝑛 ‖< 𝜀2, (21)

где ‖ · ‖— евклидова норма вектора, 𝜀2 — заданная малая положительная ве-
личина.

Была проведена серия расчетов с целью изучения влияния конкретного
вида предобуславливателя на сходимость итераций по методу КНК15. В этой
серии расчетов критерием останова расчета было выполнение неравенства
𝛿𝑏𝑠 < 10−9. Использовалась восходящая ветвь многосеточного алгоритма с пе-
реходами от грубой сетки из 5× 5 ячеек к сеткам из 10× 10, 20× 20, 40× 40
и 80×80 ячеек. Результаты представлены на рис. 1. Крестиком на оси 𝑛 пока-
зан тот номер итерации, начиная с которого расчет в рамках многосеточного
алгоритма осуществляется на сетке из 80 × 80 ячеек. Видно, что отсутству-
ет рост погрешности Err(u𝑛) на всех рассмотренных сетках с увеличением
числа итераций также при отсутствии предобуславливателя, то есть когда
𝜉 = 𝜂 = 1. Наоборот, в случае метода КНК12 указанная погрешность начина-
ет расти после перехода к расчету на сетке из 80 × 80 ячеек, см. [15, Fig. 2].
Диагональный предобуславливатель имеет удобство в использовании, так как
он не содержит регулируемых параметров и обеспечивает устойчивость счета
по методу КНК15.

Изучалось также влияние включения условия (12) в локальную СЛАУ
на скорость сходимости метода КНК15 на сетке из 40 × 40 ячеек при числе
Рейнольдса Re = 1000, 𝐿 = 𝐻 = 1 в (4), 𝑁c = 8. Критерием останова счета
было выполнение неравенства 𝛿𝑏𝑛 < 10−12. Для сравнения был проведен рас-
чет, когда условие (12) не использовалось, а вместо него задавалось значение

Рис. 1. Погрешность Err(u𝑛), получен-
ная при расчете по методу КНК15 при ис-
пользовании различных предобуславли-
вателей: ( ) 𝜉 = 𝜉opt = 0.05, 𝜂 = 𝜂opt =
= 1.75; (− − −) 𝜉 = 𝜂 = 1; (· · · · · · ) — диа-

гональный предобуславливатель
[Figure 1. Error Err(u𝑛) obtained at the
computation by the method CLS15 at
the use of different preconditioners: ( )
𝜉 = 𝜉opt, 𝜂 = 𝜂opt; (− − −) 𝜉 = 𝜂 = 1;

(· · · · · · ) — the diagonal preconditioner]
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давления в точке с координатами 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 0. В процессе итераций по
методу КНК15 абсолютная величина интеграла (3) падала со значения по-
рядка 10−3 до величины порядка 10−13–10−14, то есть до величины порядка
машинных ошибок округления, накопленных в процессе решения задачи при
расчетах по Фортран-программе с двойной точностью. Это может служить
одним из критериев правильности программной реализации представленного
выше метода КНК15. Число невязок в алгоритме подпространств Крылова
равно 10. Оказалось, что использование условия (12) вместо задания дав-
ления в одной точке позволяет уменьшить количество итераций по методу
КНК15 в 12 раз.

На рис. 2, 3 приводятся результаты численных экспериментов, в кото-
рых при решении уравнений Навье—Стокса по методу КНК тестовой задачи
с точным решением (18) использовались только два из описанных в преды-
дущих разделах трех способов ускорения сходимости: двухпараметрический
предобуславливатель и метод подпространств Крылова. Число Рейнольдса
Re = 1000, 𝐿 = 𝐻 = 1 в (4), 𝑁c = 8. Расчеты, результаты которых представ-
лены на рис. 2 и 3, были выполнены на сетке из 40 × 40 ячеек. Критерием
останова счета было выполнение неравенства 𝛿𝑏𝑛 < 10−12.

Расчету без применения алгоритма Крылова соответствует на рис. 2 слу-
чай 𝑘 = 0. В этой серии расчетов в переопределенной СЛАУ (13) исполь-
зовалось условие (12). На рис. 2 видно, что с увеличением числа невязок 𝑘,
используемых в методе Крылова, скорость сходимости численного решения
по методу КНК15 растет. Количество итераций 𝑁it, необходимых для обес-
печения выполнения неравенства 𝛿𝑏𝑛 < 10−12, составляло 56392, 7753, 5784
и 4936 соответственно при 𝑘 = 0, 2, 10 и 15. Таким образом, применение ал-
горитма Крылова при Re = 1000 с 𝑘 = 15 позволило уменьшить количество
итераций, требуемых для сходимости приближенного решения, в 11.4 раза
по сравнению со случаем 𝑘 = 0. При дальнейшем увеличении числа невязок

Рис. 2. Расчеты по методу КНК15. Влия-
ние числа невязок 𝑘, используемых в ал-
горитме Крылова, на скорость сходимо-
сти величины log10 Err(u

𝑛), где 𝑛— число
итераций

[Figure 2. Computations by the CLS15

method. The influence of the number
of residuals 𝑘 employed in the Krylov’s
algorithm on the convergence rate of the
quantity log10 Err(u

𝑛), where 𝑛 is the
number of iterations]

Рис. 3. Сравнение профилей приближен-
ного и точного решений при 𝑥2 = 1/2.

Сетка 40× 40 ячеек
[Figure 3. Comparison of the profiles of the
approximate and exact solutions at 𝑥2=1/2.

The 40× 40 grid]
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𝑘, используемых в алгоритме Крылова, увеличивается пропорционально 𝑘3

машинное время, требуемое для решения ортогональным методом переопре-
деленной системы для поправочных коэффициентов при невязках. Это при-
водит к увеличению суммарного машинного времени, требуемого для числен-
ного решения задачи. Поэтому для каждого конкретного случая применения
алгоритма Крылова для ускорения итерационного процесса решения задачи
методом КНК существует свое оптимальное значение количества невязок 𝑘
в алгоритме Крылова.

Также был проведен расчет без использования предобуславливателя, то
есть когда 𝜉 = 𝜂 = 1; кроме того, алгоритм на основе подпространств Кры-
лова не применялся, см. штрихпунктирную линию на рис. 2. Псевдопогреш-
ность 𝛿𝑏𝑛 в процессе итераций уменьшалась до заданной величины 𝜀 = 10−12,
но, несмотря на это, не было сходимости численного решения для скорости.
Этот же эффект наблюдался и в случае метода КНК12 [15].

На рис. 3 дано сравнение профилей компонент точного решения и реше-
ния, полученного методом КНК15. Компоненты 𝑣1, 𝑣2 и 𝑝 приближенного ре-
шения изображены символами △ , ∘ и ∇ , те же компоненты точного решения —
сплошными, штриховыми и штрих-пунктирными линиями соответственно.
Здесь видно хорошее согласие между численными результатами и аналити-
ческим решением.

В [15] были представлены результаты серии тестовых расчетов по мето-
ду КНК12 с целью определения порядков сходимости 𝜈𝑢, 𝜈𝑝 при Re = 1000.
Аналогичные расчеты были проведены также в случае метода КНК15. Ока-
залось, что порядок сходимости 𝜈𝑢 численного решения по этому методу на-
много выше, чем в случае метода КНК12, и превышает значение 2.15. Кроме
того, увеличение количества базисных вектор-функций с 12 до 15 уменьша-
ет погрешность скорости на три десятичных порядка и давления — на два
десятичных порядка по сравнению с методом КНК12.

Были проведены расчеты с применением восходящей ветви V-цикла с це-
лью выяснения, как влияет применение только многосеточного алгоритма на
ускорение сходимости метода КНК15. Были также проведены расчеты, в ко-
торых движение по восходящей ветви многосеточного V-цикла применялось
совместно с алгоритмом ускорения, основанным на подпространствах Кры-
лова. В этой серии расчетов, выполненных при Re = 1000, применялись либо
все сетки из последовательности 5 · 2𝑚 × 5 · 2𝑚 (𝑚 = 0, . . . , 4), либо только
сетка из 80 × 80 ячеек. Пусть 𝐾mgr — количество последовательно использу-
емых сеток в многосеточном комплексе. Если 𝐾mgr = 1, то это означает, что
в расчете используется только одна сетка, и это самая мелкая сетка с чис-
лом ячеек 80× 80. Расчету без применения ускорения сходимости с помощью
подпространств Крылова соответствует случай 𝑘 = 0, где 𝑘— число невя-
зок, используемых в поправке по Крылову. Фактор ускорения итерационного
процесса AF в результате применения того или иного способа его ускорения
вычисляется как отношение времени счета при 𝐾mgr = 1, 𝑘 = 0, ко времени
счета при применении последовательности из нескольких сеток (𝐾mgr > 1,
𝑘 = 0) или же последовательности сеток в сочетании с применением алго-
ритма Крылова на каждой сетке (𝐾mgr > 1, 𝑘 > 1). Во всех расчетах этой
серии использовались оптимальные значения 𝜉opt = 0.02, 𝜂opt = 1.08 в двухпа-
раметрическом предобуславливателе; кроме того, в локальные матрицы 𝐴𝑖𝑗
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в (13) включалась аппроксимация (12) интегрального условия для давления.
Критерием сходимости было выполнение неравенства 𝛿𝑏𝑛 < 0.5 · 10−9. Бы-
ли рассмотрены следующие комбинации величин (𝐾mgr, 𝑘): (1,0), (5,0), (1,5),
(1,15), (5,5), (5,10), (5,15), (5,20). Оказалось, что величина AF достигает наи-
большего значения AF = 362.38 при 𝐾mgr = 5, 𝑘 = 10.

Общий вывод из данной серии расчетов следующий: наиболее существен-
ный вклад в ускорение итерационного процесса решения уравнений Навье—
Стокса по методу КНК12 дает совместное применение всех трех способов
ускорения сходимости итераций.

Течение Пуазейля. Эта задача является примером течения в канале
с открытой границей свободного истечения жидкости. Как отмечалось во
введении, неправильная формулировка граничных условий на такой границе
может привести к развитию неустойчивости расчета или к большим ошибкам
решения внутри расчетной области. Те формы граничных условий, которые
использовались различными авторами, носят искусственный характер, и для
уменьшения ошибок, вызываемых применением таких условий, приходится
брать очень большую длину канала, в котором рассматривается течение [21].

Ниже описывается алгоритм расчета методом КНК течения в канале с от-
крытой выходной границей, который моделирует свободное истечение жидко-
сти через нее и не требует задания на ней никаких искусственных граничных
условий. Это позволяет существенно уменьшить размер пространственной
расчетной области вдоль стенок канала и использовать такой размер, кото-
рый достаточен для моделирования всех интересующих особенностей тече-
ния. Вместо искусственных условий в этой задаче естественно потребовать
выполнения в каждом поперечном сечении канала закона сохранения массы:∫︁ 𝐻

0
𝑣1(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2 =

∫︁ 𝐻

0
𝑣1(0, 𝑥2)𝑑𝑥2 = const, 0 6 𝑥1 6 𝐿. (22)

Расчет течения Пуазейля будем осуществлять в прямоугольной области
(4). Следуя [28], введем безразмерные переменные 𝑥1, 𝑥2, 𝑣1, 𝑣2, 𝑝 в (1), (2) по
следующим формулам:

𝑥1 =
𝑥1
𝐻
, 𝑥2 =

𝑥2
𝐻
, 𝑣1 =

𝑣1
𝑈cp

, 𝑣2 =
𝑣2
𝑈cp

, 𝑝 =
𝑝

𝜌𝑈2
cp

. (23)

Здесь 𝜌— заданная плотность жидкости, 𝜌 = const > 0, 𝑈cp — средняя вели-
чина составляющей скорости 𝑣1(0, 𝑥2) на входе в канал. Зададим функцию
𝑣1(0, 𝑥2) в виде параболы: 𝑣1(0, 𝑥2) = 4𝑈𝐻−2𝑥(𝐻 − 𝑥), где 𝑈 — максимальное
значение составляющей скорости 𝑣1(0, 𝑥2). Тогда размерный объемный расход

жидкости 𝑄 в сечении 𝑥1 = 0 выражается формулой 𝑄 =

∫︁ 𝐻

0
𝑣1(0, 𝑥2)𝑑𝑥2 =

= 2𝑈𝐻/3. Отсюда следует, что 𝑈cp = 2𝑈/3. Поэтому максимальная безраз-
мерная скорость 𝑈 во входном сечении 𝑥1 = 0 равна 𝑈 = 𝑈/(23𝑈) = 1.5.
Пусть 𝑄— безразмерный объемный расход в сечении 𝑥1 = 0. Тогда 𝑄 =
= 𝑄/(𝑈cp𝐻) = 1. Число Рейнольдса вводится по формуле [28] Re = 𝑈cp𝐻/𝜈,
где 𝜈 — кинематическая вязкость жидкости, 𝜈 = 𝜇/𝜌. С учетом (23) легко
найти, что 𝑣1(0, 𝑥2) = 6𝑥2(1 − 𝑥2). Ниже черточки в обозначениях безраз-
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мерных величин опущены для краткости. Осуществляя обезразмеривание
в формуле (22), легко получить равенство∫︁ 1

0
𝑣1(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2 =

∫︁ 1

0
𝑣1(0, 𝑥2)𝑑𝑥2 = 𝑄 = 1, 0 6 𝑥1 6 𝐿/𝐻. (24)

Начальное приближение для составляющей скорости 𝑣1(𝑥1, 𝑥2) задавалось
при 𝑥1 > 0 из требования выполнения равенства (24): 𝑣1 = 4(12 − |𝑥2 − 1

2 |).
Из этой формулы следует, что max

06𝑥261
𝑣1 = 2. Заметим, что начальное при-

ближение 𝑣1(𝑥1, 𝑥2) = 6𝑥2(1 − 𝑥2) при 𝑥1 = 0 и 𝑣1(𝑥1, 𝑥2) = 2 − |4𝑥2 − 2| при
0 < 𝑥1 6 𝐿/𝐻 является разрывным в сечении 𝑥1 = 0. Это, однако, не вызы-
вало каких-либо проблем при расчетах течения Пуазейля по методу КНК.

При численных расчетах рассматриваемой задачи уравнение (24) вклю-
чалось в переопределенную систему (13) наряду с условием для давления
(12). При этом оно включалось на грани 𝑦1 = 1 в каждой ячейке и имело
следующий вид:

2ℎ
[︀
𝑏𝑖,𝑗,1 + 𝑏𝑖,𝑗,2 + 𝑏𝑖,𝑗,4 + (1/3)𝑏𝑖,𝑗,6

]︀
= 𝑓𝑖,𝑗 ,

где 𝑏𝑖,𝑗,𝑚, 𝑚 = 1, 2, 4, 6— искомые коэффициенты разложения решения по

базису (см. (7)), 𝑓𝑖,𝑗 = 1.0−𝑄*
𝑖 +𝑄*

𝑖𝑗 , 𝑄
*
𝑖 =

∫︁ 1

0
𝑣1
(︀
𝑥1,𝑖,𝑗 +ℎ, 𝑥2

)︀
𝑑𝑥2 — интеграл

по всему сечению 0 6 𝑥2 6 1, вычисленный как сумма интегралов по каждой
ячейке с использованием решения, полученного на предыдущей итерации.
Здесь

𝑄*
𝑖,𝑗 =

∫︁ 𝑥2,𝑖,𝑗+ℎ

𝑥2,𝑖,𝑗−ℎ
𝑣1
(︀
𝑥1,𝑖,𝑗 + ℎ, 𝑥2

)︀
𝑑𝑥2 = 2ℎ

(︁
𝑎𝑖,𝑗,1 + 𝑎𝑖,𝑗,2 + 𝑎𝑖,𝑗,4 +

𝑎𝑖,𝑗,6
3

)︁
,

𝑎𝑖,𝑗,𝑚, 𝑚 = 1, 2, 4, 6— известные коэффициенты разложения решения по ба-
зису, полученные на предыдущей итерации.

Точное решение рассматриваемой тестовой задачи имеет следующий вид:

𝑣1(𝑥1, 𝑥2) = 6𝑥2(1− 𝑥2), 𝑣2(𝑥1, 𝑥2) = 0,

𝜕𝑝

𝜕𝑥1
= − 12

Re
, 0 6 𝑥1 6 𝐿/𝐻, 0 6 𝑥2 6 1.

(25)

Величина 𝜕𝑝/𝜕𝑥1 постоянна внутри канала в соответствии с точным реше-
нием. Для давления задавалось нулевое начальное приближение во всей рас-
четной области, за исключением точки с координатами 𝑥1 = 𝑥2 = 0: в этой
точке задавалось значение 𝑝 = 1. Ненулевой постоянный градиент давления
формировался в расчетной области в процессе итераций по методу КНК.

В вертикальном слое ячеек, примыкающем к выходному сечению, задава-
лись условия согласования (9)–(11) в точках стыка правых сторон соседних
ячеек, расположенных вдоль линии 𝑥1 = 𝐿/𝐻. Эти условия отражают лишь
факт непрерывности решения уравнений Навье–Стокса и могут применять-
ся, наряду с условием постоянства расхода, при численном решении любых
стационарных и нестационарных задач, в которых есть открытая граница
истечения жидкости.

558



Бездивергентный метод коллокаций и наименьших квадратов

В табл. 1 приводятся результаты расчетов течения Пуазейля по методу
КНК, в которых применялись два из описанных выше трех способов уско-
рения сходимости: двухпараметрический предобуславливатель и метод под-
пространств Крылова. Число Рейнольдса Re = 500, 𝐿/𝐻 = 3, число то-
чек коллокации 𝑁c = 8. Во всех расчетах, результаты которых приведе-
ны в табл. 1, в предобуславливателе использовались значения параметров
𝜉 = 0.04, 𝜂 = 1.0. Критерием останова счета было выполнение неравенства
(20) с 𝜀 = 10−15. Число невязок в алгоритме подпространств Крылова рав-
но 12.

Вместо погрешности для давления (19) в этой серии расчетов использо-
валась погрешность вычисления производной 𝜕𝑝𝑛/𝜕𝑥1:

Err
(︁𝜕𝑝𝑛
𝜕𝑥1

)︁
=

[︂
1

𝐼𝐽

𝐼∑︁
𝑖=1

𝐽∑︁
𝑗=1

(︁𝑏𝑖,𝑗,11
ℎ

+
12

Re

)︁2
]︂ 1

2

.

Аппроксимация интеграла от давления, входящего в (3), подсчитывалась по
формуле

Int(𝑞𝑛) =
𝐼∑︁
𝑖=1

𝐽∑︁
𝑗=1

x

Ω𝑖𝑗

𝑞𝑛(𝑦1, 𝑦2)𝑑𝑦1𝑑𝑦2.

Если итерационный процесс по предлагаемому методу КНК сходится, то дол-
жно иметь место следующее свойство: Int(𝑞𝑛) → 0 при 𝑛 → ∞. Подсчиты-
валась также абсолютная погрешность вычисления объемного расхода 𝛿𝑄𝑛

в выходном сечении: 𝛿𝑄𝑛 = |𝑄𝑛 − 1|. Наконец, 𝑁it — количество итераций по
методу КНК, требуемое для выполнения неравенства (20). В третьем столбце
в скобках приводятся значения 𝑁it, полученные без использования в расчете
условий согласования (9)–(11) в выходном сечении.

Оказалось, что применение этих условий в выходном сечении канала поз-
воляет существенно снизить требуемое количество итераций в тех случаях,
когда для достижения сходимости требуется задавать в (20) весьма малое
значение величины 𝜀. Например, при 𝜀 = 10−15 для сходимости на простран-
ственной сетке из 30× 10 ячеек понадобилось 7774 итераций при включении
условий (9)–(11) в переопределенную систему, а без их применения потребова-
лось 13359 итераций. Таким образом, счет ускорился в 1.65 раза. При этом по-
грешность Err(u(ℎ)) = 4.466 ·10−13, абсолютная погрешность в безразмерном
расходе жидкости, который равен 1 согласно (24), была меньше, чем 10−13.
Как видно из табл. 1, эффект от применения условий согласования в выход-
ном сечении канала усиливается при увеличении числа ячеек пространствен-

Таблица 1
Погрешности Err(u𝑛), Err

(︀
𝜕𝑝𝑛

𝜕𝑥1

)︀
, 𝛿𝑄𝑛, Int(𝑞𝑛) на последовательности сеток

[The errors Err(u𝑛), Err
(︀
𝜕𝑝𝑛

𝜕𝑥1

)︀
, 𝛿𝑄𝑛, Int(𝑞𝑛) on a sequence of grids]

𝐼 𝐽 𝑁it Err(u𝑛) Err
(︀
𝜕𝑝𝑛

𝜕𝑥1

)︀
𝛿𝑄𝑛 Int(𝑞𝑛)

15 5 1231(1866) 1.234 · 10−13 4.884 · 10−14 1.177 · 10−14 1.911 · 10−16

30 10 7774(13359) 4.466 · 10−13 1.561 · 10−13 7.105 · 10−15 1.002 · 10−17

60 20 36038(141607) 1.013 · 10−12 1.016 · 10−12 1.665 · 10−14 2.196 · 10−17
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ной сетки. Например, за счет этого при счете на сетке из 60×20 ячеек удается
уменьшить требуемое количество итераций в 141607/36038 ≈ 3.9 раза.

Проводились также расчеты течения Пуазейля по методу КНК без приме-
нения алгоритма подпространств Крылова; на сетке из 30×10 ячеек это при-
водило к увеличению требуемого количества итераций в 34680/7774 ≈ 4.5 ра-
за.

Необходимо отметить, что сетка из 30× 10 квадратных ячеек достаточно
грубая, шаг сетки равен 0.1. Поэтому при использовании численного метода
второго порядка точности разумно ожидать на такой сетке абсолютную по-
грешность порядка 𝑂(10−2). Но реальный расчет по методу КНК (см. табл. 1)
обеспечивал в норме пространства 𝐿2 погрешность 𝑂(10−13), которая на 11
десятичных порядков меньше ожидаемой погрешности. Этот эффект можно
объяснить тем, что полиномиальная функция

𝑢1 = 𝑏1 + 𝑏2𝑦1 + 𝑏3𝑦2 + 𝑏4𝑦
2
1 − 2𝑏5𝑦1𝑦2 + 𝑏6𝑦

2
2, (26)

представляющая приближенное решение для 𝑢1 в методе КНК, является соб-
ственной функцией решаемой задачи, и она способна обеспечить с компью-
терной точностью совпадение численного решения по методу КНК с точным
аналитическим решением (25).

Точное решение для 𝑣1 зависит только от координаты 𝑥2. Поэтому в ло-
кальных координатах 𝑦1, 𝑦2 точное решение должно зависеть только от ко-
ординаты 𝑦2. Это можно использовать для проверки правильности работы
компьютерной программы, реализующей метод КНК. Действительно, если
в программе нет ошибок, то значения коэффициентов 𝑏2, 𝑏4, 𝑏5 в (26) долж-
ны быть либо равны нулю, либо иметь очень малые абсолютные значения.
Для проверки рассмотрим ячейку Ω𝑖𝑗 с индексами 𝑖 = 30 и 𝑗 = 5 (расчет
течения Пуазейля проводился на сетке из 30× 10 ячеек). В локальных коор-
динатах мы получили, что 𝑢1 = 1.485 + 0.03𝑦2 − 0.015𝑦22. Подставляя в это
выражение формулу для 𝑦2: 𝑦2 = (𝑥2 − 𝑥2𝑐)/ℎ = (𝑥2 − 0.45)/0.05, получим
𝑣1 = 6.0000000000000000𝑥2 − 6.0000000000000000𝑥22, то есть совпадение с точ-
ным решением (25).

На рис. 4 представлены результаты расчета течения Пуазейля по методу
КНК15 на сетке из 30× 10 ячеек. Видно, что при всех 𝑥1 ∈ [0, 𝐿/𝐻] сохраня-

Рис. 4. Поверхности решения, полученные по методу КНК15: слева — поверхность
𝑣1 = 𝑣1(𝑥1, 𝑥2); справа — поверхность 𝑝 = 𝑝(𝑥1, 𝑥2)

[Figure 4. Solution surfaces obtained by the CLS15 method: on the left is the surface
𝑣1 = 𝑣1(𝑥1, 𝑥2); on the right is the surface 𝑝 = 𝑝(𝑥1, 𝑥2)]
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ется одинаковая параболическая форма профиля составляющей скорости 𝑣1.
Далее из рис. 4 (справа) видно, что профили давления имеют одинаковый
наклон во всех сечениях 𝑥2 = const ∈ [0, 1], что согласуется с точным реше-
нием.

Обтекание ступеньки. Эта задача при Re = 800 часто применяется
для тестирования численных алгоритмов решения уравнений Навье—Стокса.
Рассматривается стационарное ламинарное течение вязкой несжимаемой жи-
дкости в канале длиной 𝐿 и высотой 𝐻. На входе в канал расположена прямо-
угольная ступенька с высотой𝐻/2 и длиной 𝐿st (см. рис. 5). Поэтому область,
в которой рассчитывается течение жидкости, в отличие от течения Пуазей-
ля является не прямоугольником (4), а объединением двух прямоугольников:
Ω = Ω1

⋃︀
Ω2, где

Ω1 = {(𝑥1, 𝑥2) | 0 6 𝑥1 6 𝐿st, 𝐻/2 6 𝑥2 6 𝐻},
Ω2 = {(𝑥1, 𝑥2) | 𝐿st 6 𝑥1 6 𝐿, 0 6 𝑥2 6 𝐻}.

(27)

Краевые условия для составляющих вектора скорости на входе в канал
имеют следующий размерный вид:

𝑣1(0, 𝑥2) =
16

𝐻2
𝑈
(︁
𝑥2 −

𝐻

2

)︁
(𝐻 − 𝑥2), 𝑣2(0, 𝑥2) = 0,

где 𝑈 > 0— заданное максимальное значение составляющей скорости 𝑣1 в
сечении 𝑥1 = 0. Размерный объемный расход жидкости в поперечном сечении
𝑥1 = 0 дается формулой

𝑄0 =

∫︁ 𝐻

𝐻/2
𝑣1(0, 𝑥2)𝑑𝑥2 =

2

3
𝑈 · 𝐻

2
. (28)

Отсюда следует, что средняя величина составляющей скорости 𝑣1(0, 𝑥2) в ин-
тервале [𝐻/2, 𝐻] есть 𝑈cp = 2𝑈/3. В результате обезразмеривания по форму-
лам (23) краевое условие для безразмерной составляющей скорости 𝑣1(0, 𝑥2)
и безразмерный расход 𝑄0 принимают следующий вид:

𝑣1(0, 𝑥2) = 24(𝑥2 − 0.5)(1− 𝑥2), 𝑄0 = 0.5.

Аналогично случаю течения Пуазейля легко показать, что в каждом се-
чении 𝑥1 = const, 0 6 𝑥1 6 𝐿/𝐻, должно иметь место равенство∫︁ 1

𝑥2𝑏

𝑣1(𝑥1, 𝑥2)𝑑𝑥2 = 𝑄0 = 0.5, (29)

где 𝑥2𝑏 = 1/2 при 0 6 𝑥1 6 𝐿st/𝐻 и 𝑥2𝑏 = 0 при 𝐿st/𝐻 < 𝑥1 6 𝐿/𝐻.

6

-
𝑥1

𝑥2

𝐿st/𝐻 𝐿/𝐻𝑋1

𝑋2

𝑋3

-

-

-

Рис. 5. Вид расчетной области в задаче об обтекании ступеньки
[Figure 5. Form of the computational region in the backward-facing step problem]
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Начальное приближение для составляющей скорости 𝑣1(𝑥1, 𝑥2) задавалось
аналогично случаю течения Пуазейля с применением треугольных профилей:

𝑣1(𝑥1, 𝑥2) =

⎧⎨⎩
24(𝑥2 − 0.5)(1− 𝑥2), 𝑥1 = 0, 1/2 6 𝑥2 6 1,

2 (1− 4 |𝑥2 − 0.75|) , 0 < 𝑥1 6 𝐿st/𝐻, 1/2 6 𝑥2 6 1,

2 (0.5− |𝑥2 − 0.5|) , 𝑥1 > 𝐿st/𝐻, 0 6 𝑥2 6 1.

(30)

Легко проверить, что функция (30) удовлетворяет соотношению (29).
Невязки, входящие в поправку по Крылову, сохранялись в числовых мас-

сивах отдельно для каждой из двух подобластей (27). При этом в алгоритме
Крылова использовалось 8 невязок. Численное решение переопределенной
системы (14) находилось в каждой ячейке с помощью метода отражений Ха-
усхолдера [29]. Этот метод обеспечивал ускорение счета по сравнению с ме-
тодом вращений Гивенса [29] примерно в 1.5 раза. В двухпараметрической
матрице A использовались следующие значения параметров 𝜉, 𝜂: 𝜉 = 0.04,
𝜂 = 1. В качестве примера были выполнены расчеты обтекания ступеньки
при Re = 800, 𝐿 = 14, 𝐿st = 2.5. Расчеты проводились на равномерной сетке
из 560 × 40 квадратных ячеек. В качестве критерия окончания итераций по
нелинейности использовалось выполнение неравенства (21) с 𝜀2 = 5 · 10−8.

В случае применения алгоритма Крылова для сходимости потребовалось
109500 итераций, а без его применения — 857000 итераций. Таким образом,
применение алгоритма Крылова позволило уменьшить потребное для сходи-
мости число итераций (следовательно, и машинное время) в 7.83 раза.

При отсутствии алгоритма Крылова в методе КНК были получены сле-
дующие значения величин 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3: 𝑋1 = 6.10, 𝑋2 = 4.91, 𝑋3 = 10.32.

При вышеуказанном значении числа Рейнольдса образуются два вихря —
непосредственно за ступенькой и на верхней стенке канала (см. рис. 6). Коор-
дината 𝑥1 = 𝑋1 точки повторного присоединения потока на нижней стенке,
координата 𝑥1 = 𝑋2 точки отрыва потока от верхней стенки и координата
𝑥1 = 𝑋3 точки повторного присоединения потока к верхней стенке вычисля-
лись по алгоритму, описанному в [33]: эти точки находились как точки, в ко-
торых вязкое касательное напряжение обращается в ноль на стенке. То есть
в этих точках выполняется равенство 𝜕𝑣1/𝜕𝑥2 = 0. Из этого равенства и из
определения локальной координаты 𝑦2 следует равенство 𝜕𝑢1/𝜕𝑦2 = 0. Так
как в каждой ячейке Ω𝑖𝑗 функция 𝑢1(𝑦1, 𝑦2) имеет аналитическое представле-
ние (см. табл. 1), производная 𝜕𝑢1/𝜕𝑦2 вычислялась в ячейке Ω𝑖𝑗 по формуле
𝜕𝑢1/𝜕𝑦2 = 𝑏𝑖,𝑗,3−2(𝑏𝑖,𝑗,5𝑦1−𝑏𝑖,𝑗,6𝑦2). Уравнение 𝜕𝑢1/𝜕𝑦2 = 0 решалось методом
половинного деления с заданной погрешностью 𝛿 = 10−15. Для этого сначала
задавался интервал для поиска корня уравнения.

В табл. 2 результаты вычисления величин 𝑋1, 𝑋2, 𝑋3 по методу КНК
сравниваются с ранее опубликованными данными других авторов. При этом

Рис. 6. Изолинии функции тока при обтекании ступеньки (Re = 800)
[Figure 6. Streamlines in the backward-facing step problem (Re = 800)]
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мы ограничились в основном работами, опубликованными в 2008 году и в
последующие годы. Данные из работы Гартлинга [28] приведены потому, что
именно с результатами этой работы авторы более поздних работ часто срав-
нивали свои результаты. Видно, что имеет место совпадение значения 𝑋1

с данными Гартлинга [28], которые на сегодняшний день считаются эталон-
ными. Что касается данных для величин 𝑋2 и 𝑋3, то имеются некоторые
расхождения с данными других авторов. Однако данные по 𝑋2 и 𝑋3, полу-
ченные методом КНК, находятся внутри интервалов разброса этих данных
в работах других авторов. При этом величина 𝑋2 отличается от значения,
приведенного в [28], на 4 %.

На рис. 7 графики кривых 𝑣1(𝑥1, 𝑥2) и 𝑣2(𝑥1, 𝑥2) в сечении 𝑥1 = 𝐿st/𝐻 +7
сравниваются с результатами [33]. Данное сечение пересекает верхнюю вих-
ревую зону почти в ее середине, см. рис. 6. Сплошные линии — результат
работы [33], темные кружки — расчет по методу КНК15 настоящей работы.
Видно хорошее соответствие с результатами [33].

Необходимо отметить, что в приведенных расчетах по методу КНК15 ис-
пользовалась довольно грубая сетка из 560×40 ячеек. Для сравнения: в рабо-

Таблица 2
Сравнение результатов моделирования при обтекании сту-
пеньки; Re = 800 [Comparison of modelling results obtained

in the problem of the backward-facing step flow]

Scientific researches 𝑋1 𝑋3 −𝑋2 𝑋2 𝑋3

by Gartling [28] 6.10 5.63 4.85 10.48
by Erturk [21] 5.92 5.54 4.74 10.28

by Martynenko [30] 6.10 5.63 4.84 10.47
by Rouizi et al. [31] 5.88 5.57 4.71 10.28
by Parsani et al. [32] 5.84 5.73 4.61 10.34
by Roberts et al. [33] 6.10 5.63 4.85 10.48

by Bustamante et al. [34] 5.99 5.17 4.82 10.00
Current research 6.10 5.40 4.91 10.31

Рис. 7. Профили составляющих скорости 𝑣1, 𝑣2 в сечении
𝑥1 = 𝐿st/𝐻 + 7 при Re = 800

[Figure 7. The profiles of velocity components 𝑣1 and 𝑣2 in
the cross section 𝑥1 = 𝐿st/𝐻 + 7 at Re = 800]
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те [30] использовалась сетка из 1400× 100 ячеек. Важно также отметить, что
в полученном численном решении закон сохранения массы (28) выполнялся
с абсолютной погрешностью, меньшей, чем 5 · 10−6.

Течение вязкой жидкости в каверне с движущейся крышкой.
На высокоточных решениях этой эталонной задачи проверяются возможно-
сти известных или вновь создаваемых численных методов.

В рассматриваемой задаче расчетная область — каверна — квадрат (4) со
стороной 𝐿 = 1, начало координат находится в ее левом нижнем углу. Верх-
няя крышка каверны движется в безразмерных величинах с единичной ско-
ростью в положительном направлении оси 𝑂𝑥1. Остальные стороны каверны
(4) покоятся. На всех сторонах заданы условия прилипания: 𝑣1 = 1, 𝑣2 = 0
при 𝑥2 = 1 и 𝑣𝑚 = 0, 𝑚 = 1, 2 на остальных сторонах.

Течение в каверне с движущейся крышкой имеет сингулярности в верх-
них углах области. Их влияние на точность численного решения усиливается
с увеличением числа Рейнольдса. Поэтому при больших числах Рейнольд-
са для получения более точного решения необходимо применять адаптивные
сетки с более мелкими ячейками в окрестности сингулярностей [10,35]. Здесь
использованы только равномерные сетки, размер которых не превосходил
256× 256 ячеек.

Были проведены расчеты рассматриваемой задачи по методу КНК15 при
числах Рейнольдса Re = 100, 500, 1000, 1500, 2000, 2500. Перед каждым из
этих расчетов находились оптимальные значения 𝜉opt, 𝜂opt параметров 𝜉, 𝜂
предобуславливателя, описанного в п. 2, методом равномерного поиска с пере-
менным шагом. Оказалось, что при всех рассмотренных числах Рейнольдса
поверхность 𝜅2 = 𝜅2(𝜉, 𝜂) симметрична относительно 𝜂, что подтверждает
результаты аналитического исследования, приведенного в п. 2.

С целью уменьшения расхода машинного времени при переходе к расчету
течения при более высоких значениях числа Рейнольдса численное решение
по методу КНК15, полученное при меньшем числе Рейнольдса, использова-
лось в качестве начального приближения для решения с более высоким чис-
лом Рейнольдса. Это позволяло уменьшить потребное машинное время не
менее чем в два раза. Указанный прием применялся ранее в [38].

По аналогии с тестовыми расчетами по методу КНК15, где численное ре-
шение сравнивалось с точным решением (18), были проведены расчеты рас-
сматриваемой задачи при Re = 100 с целью получения данных об эффектив-
ности совместного применения двухпараметрического предобуславливателя
и алгоритмов Крылова и Федоренко. В этой серии расчетов применялись ли-
бо все сетки из последовательности 5 · 2𝑚 × 5 · 2𝑚 (𝑚 = 0, . . . , 3), либо только
сетка из 40×40 ячеек. В критерии сходимости по псевдопогрешности (20) ис-
пользовалось значение 𝜀 = 10−9. Во всех этих расчетах полагали 𝜉opt = 0.17,
𝜂opt = 1.75 в двухпараметрическом предобуславливателе. Кроме того, в ло-
кальные матрицы 𝐴𝑖𝑗 в (13) включалась аппроксимация (12) интегрального
условия для давления (3). Были рассмотрены следующие комбинации вели-
чин (𝐾mgr, 𝑘): (1,0), (4,0), (1,9), (4,8), (4,9), (4,10). Оказалось, что величина
AF достигает наибольшего значения AF = 26.86 при 𝐾mgr = 4, 𝑘 = 9.

В работе [15] описана аналогичная серия расчетов по методу КНК12 с те-
ми же шестью комбинациями величин (𝐾mgr, 𝑘). При этом не применялась
аппроксимация (12) интегрального условия для давления, а задавалось дав-

564



Бездивергентный метод коллокаций и наименьших квадратов

ление 𝑝 = 1 в точке с координатами 𝑥1 = 0, 𝑥2 = 0. Были также проведены
расчеты при том же числе Рейнольдса с включением уравнения (12) в ло-
кальные СЛАУ, в результате машинное время счета каждого варианта умень-
шилось примерно в 3.6 раза. Наибольшее ускорение сходимости AF = 162.28
было получено при 𝐾mgr = 4, 𝑘 = 9. Из описанных двух серий расчетов рас-
сматриваемой задачи гидродинамики по методам КНК15 и КНК12 следует,
что наилучшим для ускорения сходимости итерационного процесса при уме-
ренных числах Рейнольдса является число невязок 𝑘 = 9 в описанном выше
варианте алгоритма Крылова.

Для случая Re = 100 было проведено сравнение точности методов КНК12

и КНК15 путем вычисления величины

𝛿𝑣1,𝑚𝑏
= max

𝑚

⃒⃒
𝑣1,KHK𝑚𝑏

(0.5, 𝑥2𝑚)− 𝑣1,Ghia(0.5, 𝑥2𝑚)
⃒⃒
,

где 𝑣1,Ghia(0.5, 𝑥2𝑚)— значения 𝑣1, полученные в [36], а 𝑣1,KHK𝑚𝑏
(0.5, 𝑥2𝑚)—

значения 𝑣1, полученные методом КНК𝑚𝑏
при 𝑚𝑏 = 12 или 15. Было по-

лучено, что 𝛿𝑣1,12 = 0.01722, 𝛿𝑣1,15 = 0.01402. То есть применение метода
КНК15 позволило уменьшить ошибку 𝛿𝑣1,𝑚𝑏

на 18.58 % по сравнению с мето-
дом КНК12.

Как отмечалось в [40], в литературе имеется много очень близких друг
к другу численных результатов в случае Re 6 1000, но численные реше-
ния начинают заметно отличаться друг от друга при Re > 1000. Ниже мы
приводим пример расчета эталонной задачи по методу КНК при числе Рей-
нольдса Re = 2500. Перед выполнением этого расчета были найдены опти-
мальные значения 𝜉opt = 0.08 и 𝜂opt = 1.75 для двухпараметричекого пре-
добуславливателя. На рис. 8 представлены некоторые результаты численных
расчетов течения вязкой несжимаемой жидкости в квадратной каверне для
рассматриваемого числа Рейнольдса. Расчеты выполнены на равномерной
сетке 256× 256 ячеек. Сплошная линия на рис. 8 (справа) — результат расче-

Рис. 8. Решение эталонной задачи по методу КНК15 при Re = 2500: слева — картина ли-
ний тока, справа — профиль составляющей скорости 𝑣1 вдоль линии 𝑥1 = 0.5 (значки “×”

и малые серые точки — результаты работ, соответственно, [38] и [39])
[Figure 8. The benchmark problem solution by the CLS15 method at Re = 2500: on the left is
the streamline pattern; on the right is the profile of the velocity component 𝑣1 along the line
𝑥1 = 0.5 (the symbols “×” and small grey circles are the results of the works [38] and [39],

respectively)]
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та по вышеописанному методу КНК15. Полученные результаты сравнивались
с результатами работы [38] и более поздней работы [39]. Отметим, что в [38]
отсутствуют табличные данные о 𝑣1(0.5, 𝑥2) в интервалах 0.2 < 𝑥2 < 0.5
и 0.5 < 𝑥2 < 0.9. Из рис. 8 (справа) видно, что результат расчета по мето-
ду КНК15 хорошо согласуется с результатами работ [38, 39]. При Re = 1000
вблизи левого верхнего угла каверны вихрь весьма слабый и плохо выявляет-
ся в расчетах [15, 33, 37, 38, 40], а при Re = 2500 он существенно интенсивнее,
чем при Re = 1000, и хорошо передан в расчетах, приведенных на рис. 8
(слева) и в работах [35,40].

Заключение. В данной работе были скомбинированы в методе КНК три
способа ускорения сходимости итераций при решении СЛАУ. Каждый спо-
соб, входящий в комбинацию, дает свой вклад в суммарную характеристику
ускорения сходимости итераций. Одним из позитивных факторов, вносящих
вклад в быструю сходимость итераций при использовании многосеточного
комплекса в методе КНК, является возможность перехода с одной сетки на
другую без применения таких процедур, как, например, интерполяция или
осреднение, которые вносят собственную ошибку в промежуточное численное
решение. Исследовано влияние на итерационный процесс всех трех способов
его ускорения: каждого по отдельности, а также при их комбинированном
применении. При этом наибольший вклад в ускорение дает применение ал-
горитма, использующего подпространства Крылова.

Показано, что использование предобуславливателя при решении переопре-
деленной СЛАУ для нахождения приближенного решения уравнений с част-
ными производными по методу КНК позволяет значительно улучшить обу-
словленность приближенной задачи, к которой сводится решение исходной
дифференциальной задачи, по сравнению с обусловленностью приближенной
задачи в методе коллокаций. Это обстоятельство также оказывает положи-
тельное влияние на скорость сходимости итераций в методе КНК.

Сравнение результатов по ускорению итераций при использовании одно-
временно всех трех способов со случаем, когда применялся только один из
них — предобуславливатель, привело к ускорению до 362 раз. Кроме того, ми-
нимизация функционала невязки в методе КНК на каждой итерации подав-
ляет различные ошибки гармоник возмущения решения, которые возникают
в промежуточных итерациях. По-видимому, этот благоприятный фактор до-
полнительно усиливает эффективность применения на его фоне других спо-
собов ускорения итерационных процессов и позволяет добиться их ускорения
в десятки и сотни раз. Оказалось, что для значительного ускорения сходимо-
сти итераций при использовании метода Федоренко в методе КНК достаточно
ограничиваться только операцией продолжения решения на многосеточном
комплексе.

Эффективность совместного применения методов Крылова и Федоренко
в сочетании с предложенным предобуславливателем позволила выполнить
на персональных компьютерах за ограниченное время достаточно много вы-
числительных экспериментов, включая решение уравнений Навье—Стокса.
Часть результатов представлена в этой статье.

Такая комбинация способов ускорения итерационных процессов может
быть реализована и при применении других численных итерационных ме-
тодов решения УЧП.
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Предложенный выше способ расчета параметров течения в выходном се-
чении канала показал свою высокую эффективность при его применении
в рамках метода КНК. Поэтому представляет значительный интерес раз-
работка аналогичных алгоритмов для их применения в конечно-разностных
методах и методах конечного объема.

В работе показана эффективность применения метода КНК, скомбиниро-
ванного с современными численными алгоритмами решения уравнений На-
вье—Стокса при больших числах Рейнольдса.
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Abstract

The problem of the acceleration of the iterative process of numerical so-
lution by the collocation and least squares (CLS) method of boundary value
problems for partial differential equations is considered. For its solution, it
is proposed to apply simultaneously three ways to accelerate the iterative
process: preconditioner, multigrid algorithm, and Krylov method. A method
for finding the optimal values of the parameters of the two-parameter pre-
conditioner is proposed. The use of the found preconditioner significantly
accelerates the iterative process. The influence on the iterative process of
all three ways of its acceleration is investigated: each separately, and also at
their combined application. The application of the algorithm using Krylov
subspaces gives the greatest contribution. The combined use of all three ways
to speed up the iteration process of solving boundary value problems for two-
dimensional Navier-Stokes equations has reduced the CPU time up to 362
times as compared with the case when only one of them, the preconditioner,
was applied.
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