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Аннотация

Работа посвящена исследованию разрешимости нелокальных задач
с интегральным по переменной 𝑡 условием для уравнений

𝑢𝑡𝑡 +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
Δ𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡)

(𝛼, 𝛽 — действительные постоянные, Δ— оператор Лапласа по простран-
ственным переменным). Для изучаемых задач доказываются теоремы
существования и единственности регулярных решений (имеющих все
обобщенные по С. Л. Соболеву производные, входящие в уравнение).
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Введение. Пусть Ω есть ограниченная область из пространства R𝑛 пере-
менных 𝑥1, 𝑥2, . . ., 𝑥𝑛 с гладкой (для простоты — бесконечно-дифференцируе-
мой) границей Γ; 𝑄— цилиндр Ω× (0, 𝑇 ) конечной высоты 𝑇 ; 𝑆 = Γ× (0, 𝑇 )—
его боковая граница.

Хорошо известно [1–8], что для дифференциальных уравнений

𝑢𝑡𝑡 +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
Δ𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (*)

(𝛼, 𝛽 — действительные постоянные, Δ— оператор Лапласа по переменным
𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛; 𝑓(𝑥, 𝑡)— заданная функция) в цилиндре 𝑄 корректными мо-
гут быть как гиперболическая смешанная задача с данными Коши на одном
из оснований (при 𝑡 = 0, если 𝛼 < 0, и при 𝑡 = 𝑇 , если 𝛼 > 0), так и эллипти-
ческие задачи с данными на всей границе 𝑄.

В настоящей работе будет исследована разрешимость нелокальных задач
для уравнения (*) с заданием одного локального условия по переменной 𝑡
и одного нелокального условия интегрального вида. Подобные задачи для
уравнения (*) ранее не изучались.

Целью настоящей работы является доказательство существования и един-
ственности регулярных1 решений изучаемых задач.

При исследовании разрешимости тех или иных нелокальных задач часто
используется прием, основанный на применении к уравнению оператора, за-
дающего нелокальное условие. Этот прием в случае нелокальных условий ин-
тегрального вида позволяет после использования интегрирования по частям
свести исходную задачу к задаче с «полуинтегральными» условиями («полу-
интегральными» условиями мы называем условия, связывающие граничные
значения с некоторыми интегралами от решения, в отличие от чисто инте-
гральных условий, в которых изначально граничные значения не участвуют;
как правило, задачи с «полуиньегральными» условиями легче поддаются ис-
следованию, чем задачи с чисто интегральными условиями). В настоящей
работе этот прием применяться не будет, техника исследований будет соот-
ветствовать технике работы [9].

Все построения и рассуждения в настоящей работе ведутся с использова-
нием пространств Лебега 𝐿𝑝, Соболева 𝑊 𝑙

𝑝, а также пространств 𝐿𝑝(0, 𝑇 ;𝑋).
Необходимые сведения об этих пространствах можно найти в [10–12].

1. Разрешимость нелокальных задач I и II. В настоящем пункте вы-
полняется исследование разрешимости нелокальных задач для уравнений (*)
при задании одного нелокального условия интегрального вида.

Итак, пусть 𝛼 и 𝛽 есть заданные действительные числа, причем 𝛼 ̸= 0,
𝑓(𝑥, 𝑡) и 𝑁(𝑡) есть заданные действительнозначные функции, определенные
при 𝑥 ∈ Ω, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

Нелокальная задача I. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в цилинд-
ре 𝑄 решением уравнения

𝑢𝑡𝑡 +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
Δ𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (1)

1Регулярными решениями называем решения, имеющие все обобщенные по С. Л. Собо-
леву производные, входящие в уравнение.
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и такую, что для нее выполняются условия

𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑆 = 0, (2)
𝑢(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω, (3)∫︁ 𝑇

0
𝑁(𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡 = 0, 𝑥 ∈ Ω. (4)

Нелокальная задача II. Найти функцию 𝑢(𝑥, 𝑡), являющуюся в цилинд-
ре 𝑄 решением уравнения (1) и такую, что для нее выполняются условия (2)
и (4), а также условие

𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω. (5)

В нелокальных задачах I и II условия (3) и (5) представляют собой обыч-
ные локальные (точечные) условия по переменной 𝑡, условие же (4) пред-
ставляет собой интегральное условие. Как уже отмечалось выше, подобные
задачи для уравнений (1) ранее не изучались.

Пусть {𝑤𝑘}∞𝑘=1 и {𝜆𝑘}∞𝑘=1 есть соответственно ортонормированная в 𝐿2(Ω)
система собственных функций и система собственных чисел задачи

Δ𝑤 = 𝜆𝑤 в Ω, 𝑤|Γ = 0,

причем собственные числа 𝜆𝑘 представлены в виде монотонно убывающей по-
следовательности. Существование указанных систем собственных функций и
собственных чисел известно — см. [12, с. 492], [13, с. 287]; более того, известно,
что функции 𝑤𝑘(𝑥), 𝑘 = 1, 2 . . ., образуют базис в пространстве 𝐿2(Ω), а все
собственные числа 𝜆𝑘 отрицательны, последовательность {𝜆𝑘}∞𝑘=1 не имеет
конечных предельных точек.

Определим необходимое ниже пространство 𝐻:

𝐻 = {𝑣(𝑥, 𝑡) : 𝑣(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑊
2
2 (Ω) ∩

∘
𝑊

1
2(Ω)),

Δ𝑣𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑣𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄)}.

Будем считать, что 𝐻 есть нормированное пространство с нормой

‖𝑣‖𝐻 =
(︀
‖𝑣‖2𝑊 2

2 (𝑄) + ‖Δ𝑣𝑡‖2𝐿2(𝑄)

)︀1/2
.

Уточним, что регулярным решением нелокальных задач I и II будем на-
зывать решение, принадлежащее этому пространству.

Обсудим вопрос о единственности решений нелокальных задач I и II.
Положим для 𝑗 = 1, 2, . . .

𝑗,1 =
−𝛼𝜆𝑗 +

√︁
𝛼2𝜆2𝑗 − 4𝛽𝜆𝑗

2
, 𝑧𝑗,2 =

−𝛼𝜆𝑗 −
√︁
𝛼2𝜆2𝑗 − 4𝛽𝜆𝑗

2
,

𝐴
(1)
𝑗 =

∫︁ 𝑇

0
𝑁(𝑡)

(︀
𝑒𝑧𝑗,1𝑡 − 𝑒𝑧𝑗,2𝑡

)︀
𝑑𝑡,

𝐴
(2)
𝑗 =

∫︁ 𝑇

0
𝑁(𝑡)

(︀
𝑧𝑗,2𝑒

𝑧𝑗,1𝑡 − 𝑧𝑗,1𝑒
𝑧𝑗,2𝑡

)︀
𝑑𝑡,
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𝐵
(1)
𝑗 =

∫︁ 𝑇

0
𝑡𝑁(𝑡)𝑒−

𝛼𝜆𝑗𝑡

2 𝑑𝑡, 𝐵
(2)
𝑗 =

∫︁ 𝑇

0
𝑁(𝑡)

(︁
1 +

𝛼𝜆𝑗𝑡

2

)︁
𝑒−

𝛼𝜆𝑗𝑡

2 𝑑𝑡.

Теорема 1. Пусть выполняется условие

𝑁(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]) (6)

и одно из условий

𝛽 ̸= 𝛼2𝜆𝑗
4

, 𝐴
(1)
𝑗 ̸= 0 при 𝑗 ∈ N; (7)

∃𝑗0 ∈ N : 𝛽 =
𝛼2𝜆𝑗0
4

; 𝐴
(1)
𝑗 ̸= 0 при 𝑗 ∈ N ∖ {𝑗0}, 𝐵

(1)
𝑗0

̸= 0. (8)

Тогда нелокальная задача I не может иметь в пространстве 𝐻 более одного
решения.

Теорема 2. Пусть выполняются условие (6) и одно из условий

𝛽 ̸= 𝛼2𝜆𝑗
4

, 𝐴
(2)
𝑗 ̸= 0 при 𝑗 ∈ N; (9)

𝛽 =
𝛼2𝜆𝑗0
4

, 𝐴
(2)
𝑗 ̸= 0 при 𝑗 ∈ N ∖ {𝑗0}, 𝐵

(2)
𝑗0

̸= 0. (10)

Тогда нелокальная задача II не может иметь в пространстве 𝐻 более од-
ного решения.

До к а з ат е л ь ств о этих теорем основано на представлении решения
𝑢(𝑥, 𝑡) нелокальных задач I и II в виде ряда Фурье

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑗=1

𝑐𝑗(𝑡)𝑤𝑗(𝑥)

и на том факте, что функции 𝑐𝑗(𝑡) в случае 𝑓(𝑥, 𝑡) ≡ 0 являются решениями
обыкновенного дифференциального уравнения

𝑐′′𝑗 (𝑡) + 𝛼𝜆𝑗𝑐
′
𝑗(𝑡) + 𝛽𝑐𝑗(𝑡) = 0.

Учитывая вид решений этого уравнения (определяющегося корнями 𝑧𝑗,1 и 𝑧𝑗,2
характеристического многочлена), используя далее порожденные соответст-
вующей задачей I или II нелокальные условия, получим, что при выполнении
соотношений (7) или (8), (9) или (10) функции 𝑐𝑗(𝑡) будут тождественно ну-
левыми на отрезке [0, 𝑇 ] функциями. А это и означает, что каждая из задач I
и II не может иметь в пространстве 𝐻 более одного решения.

Сделаем два замечания к установленным теоремам единственности.
Прежде всего заметим, что если в условиях (7) или (8), (9) или (10) 𝑚 чи-

сел 𝐴(1)
𝑗 , 𝐵(1)

𝑗0
, или 𝐴(2)

𝑗 , 𝐵(2)
𝑗0

равны нулю, то нетрудно показать, что соответ-
ствующие однородные нелокальные задачи I или II будут иметь семейство
решений, определяющееся 𝑚 произвольными постоянными.
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И второе замечание. Нетрудно привести простые достаточные критерии
для выполнения условий теорем 1 и 2. Например, условия теоремы 1 выпол-
няются, если непрерывная на отрезке [0, 𝑇 ] функция 𝑁(𝑡) отлична от тожде-
ственно нулевой функции и неотрицательна.

Перейдем к обсуждению разрешимости нелокальных задач I и II.
Нам понадобятся некоторые вспомогательные утверждения о корректно-

сти локальных краевых задач для уравнения (1).
Утверждение 1. Пусть выполняется условие

𝛼 > 0, 𝛼+
𝛽𝑇

2
> 0. (11)

Тогда для любой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) из пространства 𝐿2(𝑄) краевая задача

𝑣𝑡𝑡 +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
Δ𝑣 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, (12)

𝑣(𝑥, 𝑡)|𝑆 = 0, (13)
𝑣(𝑥, 0) = 0, 𝑣𝑡(𝑥, 𝑇 ) = 0, 𝑥 ∈ Ω, (14)

имеет решение 𝑣(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству 𝐻.

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим семейство задач с параметром 𝜇 из
отрезка [0, 1]: найти функцию 𝑣(𝑥, 𝑡), являющуюся в цилиндре 𝑄 решением
уравнения

𝑣𝑡𝑡 +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝜇𝛽

)︁
Δ𝑣 = 𝑓(𝑥, 𝑡) (12𝜇)

и такую, что для нее выполняются условия (13) и (14). Имеет место следу-
ющее:

1) краевая задача (120), (13), (14) разрешима в пространстве 𝐻;
2) для всевозможных решений 𝑣(𝑥, 𝑡) краевых задач (12𝜇), (13), (14) вы-

полняется равномерная по 𝜇 оценка

‖𝑣‖𝐻 6 𝑅0.

Выполнение пункта 1) очевидно, выполнение же пункта 2) показывается
стандартным образом с применением неравенства

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
Ω
𝑤2
𝑥𝑖
(𝑥, 𝑇 ) 𝑑𝑥 6 𝑇

𝑛∑︁
𝑖=1

∫︁
𝑄
𝑤2
𝑥𝑖𝑡(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑥 𝑑𝑡,

справедливого для любой функции 𝑤(𝑥, 𝑡) из пространства 𝐻, удовлетворя-
ющей условию 𝑤(𝑥, 0) = 0 при 𝑥 ∈ Ω).

Из этих фактов и из теоремы о методе продолжения по параметру
[14, гл. III, § 14, с. 146] следует, что краевая задача (12𝜇), (13), (14) раз-
решима в пространстве 𝐻 для любого числа 𝜇 из отрезка [0, 1]. А это и дает
(при 𝜇 = 1) требуемое. �

Утверждение 2. Пусть выполняется условие

𝛼 < 0. (15)

Тогда для любой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) из пространства 𝐿2(𝑄) краевая задача
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𝑣𝑡𝑡 +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
Δ𝑣 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, (16)

𝑣(𝑥, 𝑡)|𝑆 = 0, 𝑣(𝑥, 0) = 0, 𝑣𝑡(𝑥, 0) = 0, 𝑥 ∈ Ω, (17)

имеет решение 𝑣(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству 𝐻.
До к а з ат е л ь ств о этого утверждения имеется в работе [5, c. 29].
Утверждение 3. Пусть выполняется условие

𝛼 < 0, 𝛼+
𝛽𝑇

2
< 0. (18)

Тогда для любой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) из пространства 𝐿2(𝑄) краевая задача

𝑣𝑡𝑡 +

(︂
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︂
Δ𝑣 = 𝑓(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ 𝑄, (19)

𝑣(𝑥, 𝑡)|𝑆 = 0, 𝑣𝑡(𝑥, 0) = 0, 𝑣(𝑥, 𝑇 ) = 0, 𝑥 ∈ Ω, (20)

имеет решение 𝑣(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству 𝐻.
Доказательство утверждения 3 проводится полностью аналогично дока-

зательству утверждения 1.
Заметим, что решения задач (12)–(14); (16), (17); (19), (20) нетрудно по-

строить с помощью классического метода Фурье [16, с. 59].
Перейдем непосредственно к исследованию разрешимости нелокальных

задач I и II.
Будем считать, что выполняется одно из условий (11), (15) или (18).

Обозначим через 𝑣𝑘(𝑥, 𝑡), 𝑘 = 1, 2, 3, решение соответствующих краевых за-
дач (12)–(14); (16), (17) или (19), (20). Как уже отмечалось выше, функции
𝑣𝑘(𝑥, 𝑡) можно представить в виде ряда Фурье:

𝑣𝑘(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑗=1

𝑣𝑘,𝑗(𝑡)𝑤𝑗(𝑥), 𝑣𝑘,𝑗(𝑡) =

∫︁
Ω
𝑣𝑘(𝑥, 𝑡)𝑤𝑗(𝑥) 𝑑𝑥.

Далее определим числа 𝑎𝑘,𝑗 соотношениями

𝑎𝑘,𝑗 =

∫︁ 𝑇

0
𝑁(𝑡)𝑣𝑘,𝑗(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑘 = 1, 2, 3, 𝑗 = 1, 2, . . . .

Теорема 3. Пусть выполняются условия

𝑁(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑇 ]), 𝑁(𝑡) > 𝑁0 > 0 при 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]; (6′)

𝛼 > 0, 𝛽 > 0. (11′)

Тогда для любой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) из пространства 𝐿2

(︀
0, 𝑇 ;𝑊 2𝑝

2 (Ω)∩
∘
𝑊

2𝑝−1
2 (Ω)

)︀
при 𝑝 ∈ N, 𝑝 > (𝑛+ 6)/4 (где 𝑛— размерность области Ω) нелокальная зада-
ча I имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее пространству 𝐻.

До к а з ат е л ь ств о. Прежде всего заметим, что вследствие условий (6′)
и (11′) функция 𝑣1(𝑥, 𝑡) и числа 𝑎1,𝑗 будут корректно определены, числа 𝑧𝑗,1
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и 𝑧𝑗,2 будут действительными и для них будут выполняться неравенства 𝑧𝑗,2 <
0 < 𝑧𝑗,1, все числа 𝐴(1)

𝑗 будут отличны от нуля. Положим

𝜙𝑗(𝑡) =
𝑒𝑧𝑗,1𝑡 − 𝑒𝑧𝑗,2𝑡

𝐴
(1)
𝑗

, 𝐷𝑗 = 𝛼2𝜆2𝑗 − 4𝛽𝜆𝑗 , 𝑢1(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑗=1

𝑎1,𝑗𝜙𝑗(𝑡)𝑤𝑗(𝑥).

Имеет место очевидное неравенство∫︁ 𝑇

0
𝜙2
𝑗 (𝑡) 𝑑𝑡 6

𝑒2𝑧𝑗,1𝑇

𝑧𝑗,1[𝐴
(1)
𝑗 ]2

. (21)

Далее

𝐴
(1)
𝑗 =

∫︁ 𝑇

0
𝑁(𝑡)

(︀
𝑒𝑧𝑗,1𝑡 − 𝑒𝑧𝑗,2𝑡

)︀
𝑑𝑡 > 𝑁0

∫︁ 𝑇

0

(︀
𝑒𝑧𝑗,1𝑡 − 𝑒𝑧𝑗,2𝑡

)︀
𝑑𝑡 =

= 𝑁0

(︁𝑒𝑧𝑗,1𝑇
𝑧𝑗,1

− 𝑒𝑧𝑗,2𝑇

𝑧𝑗,2
+

√︀
𝐷𝑗

𝑧𝑗,1𝑧𝑗,2

)︁
>
𝑁0

𝑧𝑗,1

(︁
𝑒𝑧𝑗,1𝑇 +

√︀
𝐷𝑗

𝑧𝑗,2

)︁
.

Поскольку числа 𝜆𝑗 отрицательны и в совокупности образуют монотон-
но убывающую последовательность, существует положительное число 𝛾, для
которого выполняется неравенство√︀

𝐷𝑗

|𝑧𝑗,2|
6 𝛾𝑧𝑗,1.

Для таких чисел2 𝛾 выполняется неравенство

𝐴
(1)
𝑗 >

𝑁0

𝑧𝑗,1

(︀
𝑒𝑧𝑗,1𝑇 − 𝛾𝑧𝑗,1

)︀
,

и поскольку экспоненциальная функция растет быстрее любой степенной
функции, найдется натуральное число 𝑗0 такое, что при 𝑗 > 𝑗0 будет вы-
полняться

𝐴
(1)
𝑗 >

𝑁0𝑒
𝑧𝑗,1𝑇

2𝑧𝑗,1
. (22)

Очевидно, что из оценок (21) и (22) вытекает неравенство∫︁ 𝑇

0
𝜙2
𝑗 (𝑡) 𝑑𝑡 6 𝑁1|𝜆𝑗 |,

в котором 𝑗 > 𝑗0, число 𝑁1 не зависит от 𝑗.
Действуя в целом аналогично, нетрудно показать, что существует нату-

ральное число 𝑗1 такое, что при 𝑗 > 𝑗1 имеет место оценка∫︁ 𝑇

0
𝜙′
𝑗
2
(𝑡) 𝑑𝑡 6 𝑁2|𝜆𝑗 |3

с постоянной 𝑁2, не зависящей от 𝑗.

2В качестве искомого числа 𝛾 можно взять любое число такое, что 𝛾𝛽 >
(︁ 4𝛽

|𝜆1|
+ 𝛼2

)︁ 1
2
.
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Вследствие неравенства Бесселя [14, c. 57], [15, c. 68] для функции 𝑢1(𝑥, 𝑡)
выполняются оценки∫︁

𝑄
(Δ𝑢1)

2 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6
∞∑︁
𝑗=1

𝜆2𝑗𝑎
2
1,𝑗

∫︁ 𝑇

0
𝜙2
𝑗 (𝑡) 𝑑𝑡, (23)

∫︁
𝑄
(Δ𝑢1𝑡)

2 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6
∞∑︁
𝑗=1

𝜆2𝑗𝑎
2
1,𝑗

∫︁ 𝑇

0
𝜙′
𝑗
2
(𝑡) 𝑑𝑡. (24)

Если 𝑓(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2

(︀
0, 𝑇 ;𝑊 2𝑝

2 (Ω) ∩
∘
𝑊

2𝑝−1
2 (Ω)

)︀
, то для функции 𝑣1(𝑥, 𝑡) бу-

дет выполняться включение Δ𝑝+1𝑣1(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐿2(𝑄). Этот факт нетрудно дока-
зать с помощью последовательного применения к уравнению (12) операторов
Δ,Δ2, . . . ,Δ𝑝, умножения полученных равенств на функции Δ2𝑣1, . . . ,Δ

𝑝+1𝑣1
соответственно и интегрирования по частям. Следовательно, справедливо ра-
венство

𝑣1,𝑗(𝑡) =
1

𝜆𝑝+1
𝑗

∫︁
Ω
Δ𝑝+1𝑣1(𝑥, 𝑡)𝑤𝑗(𝑥) 𝑑𝑥,

из которого вытекают следующие оценки:∫︁ 𝑇

0
𝑣21,𝑗(𝑡) 𝑑𝑡 6

𝐶1

|𝜆𝑗 |2(𝑝+1)
, 𝑎21,𝑗 6

𝐶2

|𝜆𝑗 |2(𝑝+1)
.

В свою очередь, из этих оценок и неравенств (23) и (24) вытекают неравенства∫︁
𝑄
(Δ𝑢1)

2 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6 𝐶3

∞∑︁
𝑗=1

1

|𝜆𝑗 |2𝑝−1
, (25)

∫︁
𝑄
(Δ𝑢1𝑡)

2 𝑑𝑥 𝑑𝑡 6 𝐶4

∞∑︁
𝑗=1

1

|𝜆𝑗 |2𝑝−3
. (26)

Для чисел 𝜆𝑗 имеет место свойство |𝜆𝑗 | ∼ 𝑗
2
𝑛 (см., например, [12, c. 493]). Из

этого свойства и из условия (4𝑝− 6)/𝑛 > 1 (вытекающего из условия теоремы
на число 𝑝) следует, что ряды в правых частях неравенств (25) и (26) сходятся.

Из доказанного следует, что функции Δ𝑢1(𝑥, 𝑡) и Δ𝑢1𝑡(𝑥, 𝑡) принадлежат
пространству 𝐿2(𝑄). Далее, имеет место равенство

𝑢1𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) = −
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
Δ𝑢1(𝑥, 𝑡).

Поскольку правая часть в этом равенстве принадлежит пространству 𝐿2(𝑄),
то и левая часть будет элементом этого же пространства. Но тогда в целом
функция 𝑢1(𝑥, 𝑡) будет принадлежать пространству 𝐻.

Определим функцию 𝑢(𝑥, 𝑡):

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣1(𝑥, 𝑡)− 𝑢1(𝑥, 𝑡).
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Эта функция будет принадлежать пространству 𝐻, для нее будут выпол-
няться уравнение (1), краевые условия (2) и (3), а также интегральное усло-
вие (4). Следовательно, эта функция будет представлять собой искомое ре-
шение нелокальной задачи I. �

Теорема 4. Пусть выполняются условия (6′) и (15). Тогда для любой
функции 𝑓(𝑥, 𝑡) из пространства 𝐿2

(︀
0, 𝑇 ;𝑊 2𝑝

2 (Ω) ∩
∘
𝑊

2𝑝−1
2 (Ω)

)︀
при 𝑝 ∈ N,

𝑝 > (𝑛+ 2)/4, нелокальная задача I имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее
пространству 𝐻.

До к а з ат е л ь ств о. При выполнении условия (15) числа 𝑧𝑗,1 и 𝑧𝑗,2 мо-
гут совпадать, могут быть комплексными и могут быть действительными.
Определим функции 𝜙𝑗(𝑡) следующим образом:

𝜙𝑗(𝑡) =
1

𝐴
(1)
𝑗

𝑒−𝛼𝜆𝑗𝑡 sin
(︁√︁

4𝛽𝜆𝑗 − 𝛼2𝜆2𝑗 𝑡
)︁
, если 𝛼2𝜆2𝑗 − 4𝛽𝜆𝑗 < 0,

𝜙𝑗(𝑡) =
1

𝐵
(1)
𝑗

𝑡𝑒−𝛼𝜆𝑗𝑡, если 𝛼2𝜆2𝑗 − 4𝛽𝜆𝑗 = 0,

𝜙𝑗(𝑡) =
1

𝐴
(1)
𝑗

(︀
𝑒𝑧𝑗,1𝑡 − 𝑒𝑧𝑗,2𝑡

)︀
, если 𝛼2𝜆2𝑗 − 4𝛽𝜆𝑗 > 0.

Далее введем функцию

𝑢2(𝑥, 𝑡) =
∞∑︁
𝑗=1

𝑎2,𝑗𝜙𝑗(𝑡)𝑤𝑗(𝑥).

Рассмотрим сначала случай, когда число 𝛽 неположительно. Тогда существу-
ют натуральное число 𝑗*1 и положительные числа 𝛾1 и 𝛾2 такие, что при 𝑗 > 𝑗*1
числа 𝑧𝑗,1 и 𝑧𝑗,2 будут действительными и различными и для них будут вы-
полняться неравенства:

𝑧𝑗,2 + 𝛾1 6 𝑧𝑗,1 6 0, 𝑧𝑗,1 > −𝛾1. (27)

Из данных свойств чисел 𝑧𝑗,1 и 𝑧𝑗,2 следует, что при 𝑗 > 𝑗*1 будут выполняться
неравенства ∫︁ 𝑇

0

(︀
𝑒𝑧𝑗,1𝑡 − 𝑒𝑧𝑗,2𝑡

)︀2
𝑑𝑡 6 4𝑇,

𝐴
(1)
𝑗 > 𝑁0

∫︁ 𝑇

0

(︀
𝑒𝑧𝑗,1𝑡 − 𝑒𝑧𝑗,2𝑡

)︀
𝑑𝑡 >

> 𝑁0

∫︁ 𝑇

0
𝑒𝑧𝑗,1𝑡

(︀
1− 𝑒−𝛾1𝑡

)︀
𝑑𝑡 > 𝑁0

∫︁ 𝑇

0
𝑒−𝛾2𝑡

(︀
1− 𝑒−𝛾1𝑡

)︀
𝑑𝑡 = 𝑁*

0 .

В свою очередь, эти неравенства означают, что при 𝑗 > 𝑗*1 выполняется оцен-
ка ∫︁ 𝑇

0
𝜙2
𝑗 (𝑡) 𝑑𝑡 6 𝑁3 (28)

615



Кожан о в А. И., Дюже в а А. В.

с постоянной 𝑁3, не зависящей от 𝑗. Далее, вновь используя неравенство (27)
и учитывая, что отношение |𝑧2,𝑗 |

|𝜆𝑗 | ограничено, нетрудно показать, что выпол-
няется вторая оценка ∫︁ 𝑇

0
𝜙′
𝑗
2
(𝑡) 𝑑𝑡 6 𝑁4|𝜆𝑗 |, (29)

в которой 𝑗 > 𝑗*1 , 𝑁4 не зависит от 𝑗.
Пусть теперь 𝛽 > 0. В этом случае будут выполняться неравенства 𝑧𝑗,2 <

< 0 < 𝑧𝑗,1, последовательность {𝑧𝑗,1}∞𝑗=1 будет ограниченной отделенной от
нуля последовательностью. Из этих свойств чисел 𝑧𝑗,1 и 𝑧𝑗,2 следует, что
для функций 𝜙𝑗(𝑡) будут выполняться как неравенства (28), так и неравен-
ства (29).

Оценки (28) и (29), равенство

𝑢2𝑡𝑡(𝑥, 𝑡) = −
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
Δ𝑢2,

а также условие 𝑝 > (𝑛+ 2)/4 означают, что функция 𝑢2(𝑥, 𝑡) принадлежит
пространству 𝐻 (см. окончание доказательства теоремы 3). Положим

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣2(𝑥, 𝑡)− 𝑢2(𝑥, 𝑡).

Эта функция и есть искомое решение нелокальной задачи I. �

Теорема 5. Пусть выполняются условие (6′) и (15). Тогда для любой
функции 𝑓(𝑥, 𝑡) из пространства 𝐿2

(︀
0, 𝑇 ;𝑊 2𝑝

2 (Ω) ∩
∘
𝑊

2𝑝−1
2 (Ω)

)︀
при 𝑝 ∈ N,

𝑝 > 𝑛/4, нелокальная задача II имеет решение 𝑢(𝑥, 𝑡), принадлежащее про-
странству 𝐻.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть 𝛽 > 0. Положим

𝜙𝑗(𝑡) =
𝑧𝑗,1𝑒

𝑧𝑗,2𝑡 − 𝑧𝑗,2𝑒
𝑧𝑗,1𝑡

𝐴
(2)
𝑗

, 𝑢2(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑗=1

𝑎2,𝑗𝜙𝑗(𝑡)𝑤𝑗(𝑥).

Используя свойства чисел 𝑧𝑗,1 и 𝑧𝑗,2 (см. доказательство теоремы 4), нетрудно
показать, что при достаточно больших 𝑗 выполняется неравенство∫︁ 𝑇

0
𝜙2
𝑗 (𝑡) 𝑑𝑡+

∫︁ 𝑇

0
𝜙′
𝑗
2
(𝑡) 𝑑𝑡 6 𝑁5 (30)

с постоянной 𝑁5, не зависящей от 𝑗.
Неравенства (30) и условие 𝑝 > 𝑛/4 означают, что функция 𝑢2(𝑥, 𝑡) будет

принадлежать пространству 𝐻. Определим функцию

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑣2(𝑥, 𝑡)− 𝑢2(𝑥, 𝑡). (31)

Эта функция и будет искомым решением нелокальной задачи II из простран-
ства 𝐻.

Если 𝛽 6 0, то функции 𝜙𝑗(𝑡) в случае 𝛼2𝜆2𝑗 − 4𝛽𝜆𝑗 > 0 определим так
же, как при 𝛽 > 0, если же 𝛼2𝜆2𝑗 − 4𝛽𝜆𝑗 6 0, то функции 𝜙𝑗(𝑡) необходи-
мо определить с учетом кратных или комплексных корней соответствующего
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характеристического уравнения. Используя свойства чисел 𝑧𝑗,1 и 𝑧𝑗,2, вновь
нетрудно будет установить что при больших 𝑗 для функций 𝜙𝑗(𝑡) выпол-
няются неравенства (30). Определим функцию 𝑢(𝑥, 𝑡) равенством (31). Эта
функция вновь даст искомое решение нелокальной задачи II. �

Комментарии и дополнения.
1. Утверждение 3 при доказательстве существования решений нелокаль-

ных задач I и II не использовалось. Из теорем 4 и 5 следует, что при
использовании утверждения 1 о разрешимости эллиптической задачи
для дифференциального уравнения (1) третьего порядка требуются бо-
лее сильные условия на функцию 𝑓(𝑥, 𝑡), нежели при использовании
утверждения 2 о разрешимости гиперболической задачи. Именно по-
этому авторы не обсуждали использование утверждения 3 для изучения
разрешимости нелокальной задачи II.

2. Теоремы 1 и 2 фактически дают условия, при выполнении которых чис-
ло 0 будет собственным числом для задач

𝑢𝑡𝑡 +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
Δ𝑢 = 𝜆𝑢,

𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑆 = 0, 𝑢(𝑥, 0) = 0,

∫︁ 𝑇

0
𝑁(𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡 = 0,

и

𝑢𝑡𝑡 +
(︁
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︁
Δ𝑢 = 𝜆𝑢,

𝑢(𝑥, 𝑡)|𝑆 = 0, 𝑢𝑡(𝑥, 0) = 0,

∫︁ 𝑇

0
𝑁(𝑡)𝑢(𝑥, 𝑡) 𝑑𝑡 = 0.

Нетрудно привести условия, при выполнении которых действительное
ненулевое число 𝜆 будет собственным числом нелокальных задач I или II
(уточним лишь, что случай 𝜆 ̸= 0 приводит к более громоздким усло-
виям и выкладкам).

3. Граничное условие (2) можно заменить граничным условием второй или
третьей краевых задач. Оператор Лапласа в уравнении (1) можно заме-
нить общим эллиптическим оператором порядка 2𝑚 в самосопряженной
форме (с естественным добавлением краевых условий, порождающих
полную систему собственных функций).
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Abstract

The paper is devoted to the study of the solvability of nonlocal problems
with an integral variable 𝑡 condition for the equations

𝑢𝑡𝑡 +

(︂
𝛼
𝜕

𝜕𝑡
+ 𝛽

)︂
Δ𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑡)

(𝛼, 𝛽 are valid constants, Δ is Laplace operator by spatial variables). The-
orems are proved for the studied problems existence and non-existence,
uniqueness and non-uniqueness solutions (having all derivatives generalized
by S. L. Sobolev included in the equation).
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