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Аннотация

Рассматривается вопрос существования решений задачи Дирихле для
нелинейных эллиптических уравнений второго порядка в неограничен-
ных областях. Ограничения на структуру квазилинейных уравнений
формулируются в терминах специального класса выпуклых функций —
обобщенных 𝑁 -функций. А именно, нелинейности определяются функ-
циями Музилака–Орлича такими, что дополнительные к ним функции
подчиняются Δ2-условию. Соответствующее пространство Музилака–
Орлича–Соболева не обязано быть рефлексивным. Именно этот факт
является существенной проблемой, поскольку теорема для псевдомоно-
тонных операторов здесь не применима.

Для рассматриваемого класса уравнений доказательство теоремы су-
ществования проводится на основе абстрактной теоремы для дополни-
тельных систем. Важным инструментом, который позволил обобщить
имеющиеся результаты существования решений рассматриваемых урав-
нений для ограниченных областей на неограниченные области, являет-
ся теорема вложения пространств Музилака–Орлича–Соболева. Таким
образом, в работе найдены условия на структуру квазилинейных урав-
нений в терминах функций Музилака–Орлича, достаточные для раз-
решимости задачи Дирихле в неограниченных областях. Кроме того,
приведены примеры уравнений, показывающие, что класс нелинейно-
стей, рассматриваемый в работе, шире, чем нестепенные и степенные
нелинейности.
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Введение. Пусть Ω — произвольная неограниченная область простран-
ства R𝑛 = {x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)}, 𝑛 > 2, Ω ̸= R𝑛. В работе рассматривается
задача Дирихле для квазилинейного эллиптического уравнения второго по-
рядка вида

−div a(x, 𝑢,∇𝑢) + 𝑎0(x, 𝑢,∇𝑢) = 𝐹 (x), x ∈ Ω, (1)

с однородным краевым условием

𝑢
⃒⃒
𝜕Ω

= 0. (2)

Ограничения на функции a(x, 𝑠0, s), 𝑎0(x, 𝑠0, s), входящие в уравнение (1),
формулируются в терминах специального класса выпуклых функций, назы-
ваемых обобщенными 𝑁 -функциями, они будут приведены ниже.

Общая краевая задача вариационного типа для квазилинейного эллипти-
ческого уравнения высокого порядка в дивергентной форме с нелинейностя-
ми полиномиального вида была рассмотрена Ф. Браудером [1] в произвольной
области без условий ограниченности или гладкости границы области. Cоот-
ветствующий оператор из рефлексивного банахова пространства в его двой-
ственное является псевдомонотонным, и из этого факта следует результат
существования решения рассматриваемой задачи.

Следуя работе [1] Л. М. Кожевниковой, А. Ш. Камалетдиновым [2] уста-
новлено существование слабого решения задачи Дирихле в произвольной об-
ласти Ω для анизотропного уравнения (1) с переменными показателями нели-
нейностей. Ранее Л. М. Кожевниковой, А. А. Хаджи в работе [3] доказано
существование слабого решения задачи Дирихле в произвольной неограни-
ченной области Ω для анизотропного эллиптического уравнения (1) с нели-
нейностями, определяемыми 𝑁 -функциями.

Для квазилинейных эллиптических уравнений в пространствах Музила-
ка—Орлича—Соболева известны следующие результаты существования сла-
бых решений. В работах [4, 5] доказано существование решений при неко-
торых предположениях, таких как Δ2-условие, а также равномерная вы-
пуклость обобщенной 𝑁–функции 𝑀 , которые гарантируют, что простран-
ство Музилака—Орлича—Соболева является рефлексивным. Исследованию
вопросов существования решений вариационных краевых задач для квази-
линейных эллиптических уравнений в нерефлексивных пространствах (при
условии, что дополнительная функция 𝑀 подчиняется Δ2-условию) посвя-
щены работы [6,7]. Существование слабых решений для дифференциальных
уравнений второго порядка с граничным условием Дирихле или Неймана ме-
тодом построения супер- и субрешений в рефлексивном и нерефлексивном
сепарабельных пространствах установлено в работах [8] и [9] соответственно.
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Содержательный обзор проблем, возникающих в вопросах существования ре-
шений нелинейных эллиптических и параболических уравнений в простран-
ствах Музилака—Орлича—Соболева, приведен в работе [10].

Следует отметить, что авторам неизвестны результаты исследований су-
ществования решений нелинейных уравнений в пространствах Музилака—
Орлича—Соболева для неограниченных областей. В настоящей работе до-
казана теорема существования решения задачи (1), (2) для произвольной
неограниченной области Ω в пространстве Музилака—Орлича—Соболева, ко-
торое может быть нерефлексивным.

1. Пространства Музилака—Орлича—Соболева. В этом параграфе
будут приведены необходимые сведения из теории обобщенных 𝑁 -функций
и пространств Музилака—Орлича [11–13].

Пусть функция𝑀(x, 𝑧) : Ω×R → R+ удовлетворяет следующим условиям:
1) 𝑀(x, · )—𝑁 -функция по 𝑧 ∈ R, то есть она является выпуклой вниз,

неубывающей, четной, непрерывной, 𝑀(x, 0) = 0 для п.в. x ∈ Ω и

inf
x∈Ω

𝑀(x, 𝑧) > 0 для всех 𝑧 ̸= 0,

lim
𝑧→0

sup
x∈Ω

𝑀(x, 𝑧)

𝑧
= 0,

lim
𝑧→∞

inf
x∈Ω

𝑀(x, 𝑧)

𝑧
= ∞;

2) 𝑀( · , 𝑧)— измеримая функция по x ∈ Ω для любых 𝑧 ∈ R.
Такая функция 𝑀(x, 𝑧) называется функцией Музилака—Орлича или обоб-
щенной 𝑁 -функцией.

Дополнительная функция 𝑀(x, · ) к функции Музилака—Орлича 𝑀(x, · )
в смысле Юнга для п.в. x ∈ Ω и любых 𝑧 > 0 определяется равенством

𝑀(x, 𝑧) = sup
𝑦>0

(︀
𝑦𝑧 −𝑀(x, 𝑦)

)︀
.

Отсюда следует неравенство Юнга:

|𝑧𝑦| 6𝑀(x, 𝑧) +𝑀(x, 𝑦), 𝑧, 𝑦 ∈ R, x ∈ Ω. (3)

Пусть 𝑃 (x, 𝑧) и 𝑀(x, 𝑧)— функции Музилака—Орлича. Если для каждой
положительной константы 𝑙 имеем

lim
𝑧→∞

sup
x∈Ω

𝑃 (x, 𝑙𝑧)

𝑀(x, 𝑧)
= 0, (4)

то это обозначается 𝑃 ≺≺𝑀 и говорят, что 𝑃 растет медленнее, чем𝑀 на ∞.
Функция Музилака—Орлича 𝑀 удовлетворяет Δ2-условию, если суще-

ствуют константы 𝑐 > 0, 𝑧0 > 0 и функция 𝐻 ∈ 𝐿1(Ω) такие, что для п.в.
x ∈ Ω и любых |𝑧| > 𝑧0 справедливо неравенство

𝑀(x, 2𝑧) 6 𝑐𝑀(x, 𝑧) +𝐻(x).
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Δ2-условие эквивалентно выполнению для п.в. x ∈ Ω и любых |𝑧| > 𝑧0 нера-
венства

𝑀(x, 𝑙𝑧) 6 𝑐(𝑙)𝑀(x, 𝑧) +𝐻𝑙(x), 𝐻𝑙 ∈ 𝐿1(Ω),

где 𝑙— любое число, большее единицы, 𝑐(𝑙) > 0.
В настоящей работе предполагается, что дополнительная 𝑁 -функция

𝑀(x, 𝑧) удовлетворяет Δ2-условию при всех значениях 𝑧 ∈ R (т.е. 𝑧0 = 0).
Таким образом, для любого 𝑙 > 0 имеет место неравенство

𝑀(x, 𝑙𝑧) 6 𝑐(𝑙)𝑀(x, 𝑧) +𝐻𝑙(x), 𝐻𝑙 ∈ 𝐿1(Ω), x ∈ Ω, 𝑧 ∈ R. (5)

Существуют три класса Музилака—Орлича:
— ℒ𝑀 (Ω) — обобщенный Музилака—Орлича класс измеримых функций
𝑣 : Ω → R таких, что

𝜚𝑀,Ω(𝑣) =

∫︁
Ω
𝑀(x, 𝑣(x))𝑑x <∞;

— 𝐿𝑀 (Ω) — обобщенное Музилака—Орлича пространство, являющееся наи-
меньшим линейным пространством, которое содержит класс ℒ𝑀 (Ω),
с нормой Люксембурга

‖𝑣‖𝑀,Ω = inf
{︁
𝜆 > 0

⃒⃒⃒
𝜚𝑀,Ω

(︁𝑣
𝜆

)︁
6 1

}︁
;

— 𝐸𝑀 (Ω)— замыкание по норме ‖ · ‖𝑀,Ω ограниченных измеримых функ-
ций с компактным носителем в Ω.

Справедливы вложения 𝐸𝑀 (Ω) ⊂ ℒ𝑀 (Ω) ⊂ 𝐿𝑀 (Ω). Ниже в обозначениях
‖ · ‖𝑀,𝑄, 𝜚𝑀,𝑄( · ) будем опускать индекс 𝑄 = Ω.

Функция Музилака—Орлича 𝑀(x, 𝑧) называется локально интегрируе-
мой, если

𝜚𝑀,𝑄(𝑧) =

∫︁
𝑄
𝑀(x, 𝑧)𝑑x <∞

для любого 𝑧 ∈ R и любого измеримого множества 𝑄 ⊂ Ω такого, что
meas𝑄 <∞. Если 𝑄 может совпадать c Ω, то 𝑀(x, 𝑧) называется интегриру-
емой в Ω.

Пусть 𝑀 и 𝑀 — локально интегрируемые дополнительные обобщенные
𝑁 -функции. Пространство 𝐸𝑀 (Ω) сепарабельное и (𝐸𝑀 (Ω))* = 𝐿𝑀 (Ω). Если
𝑀 удовлетворяет Δ2-условию, то 𝐸𝑀 (Ω) = ℒ𝑀 (Ω) = 𝐿𝑀 (Ω) и 𝐿𝑀 (Ω) сепа-
рабельное. Пространство 𝐿𝑀 (Ω) рефлексивное тогда и только тогда, когда
функции Музилака—Орлича 𝑀 и 𝑀 удовлетворяет Δ2-условию.

Для 𝑣 ∈ 𝐿𝑀 (Ω) справедливы неравенства:

‖𝑣‖𝑀 6 𝜚𝑀 (𝑣) + 1, (6)

если ‖𝑣‖𝑀 6 1, то
𝜚𝑀 (𝑣) 6 ‖𝑣‖𝑀 , (7)

если ‖𝑣‖𝑀 > 1, то
‖𝑣‖𝑀 6 𝜚𝑀 (𝑣).
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Последовательность функций {𝑣𝑗}𝑗∈N ∈ 𝐿𝑀 (Ω) модулярно сходится к
функции 𝑣 ∈ 𝐿𝑀 (Ω), если существует положительная константа 𝑘 > 0 такая,
что

lim
𝑗→∞

𝜚𝑀

(︁𝑣𝑗 − 𝑣

𝑘

)︁
= 0.

Если 𝑀 удовлетворяет Δ2-условию, то модулярная топология и топология
по норме совпадают.

Также для двух сопряженных функций Музилака—Орлича 𝑀 и 𝑀 , если
𝑢 ∈ 𝐿𝑀 (Ω) и 𝑣 ∈ 𝐿𝑀 (Ω), выполняется неравенство Гельдера:⃒⃒⃒⃒∫︁

Ω
𝑢(x)𝑣(x)𝑑x

⃒⃒⃒⃒
6 2‖𝑢‖𝑀‖𝑣‖𝑀 . (8)

Определим пространства Музилака—Орлича—Соболева:

𝑊 1𝐿𝑀 (Ω) =
{︀
𝑣 ∈ 𝐿𝑀 (Ω) | |∇𝑣| ∈ 𝐿𝑀 (Ω)

}︀
,

𝑊 1𝐸𝑀 (Ω) =
{︀
𝑣 ∈ 𝐸𝑀 (Ω) | |∇𝑣| ∈ 𝐸𝑀 (Ω)

}︀
с нормой

‖𝑣‖1𝑀 = ‖𝑣‖𝑀 + ‖|∇𝑣|‖𝑀 .

Пространство 𝑊 1𝐿𝑀 (Ω) отождествляется с подпространством произведения
(𝐿𝑀 (Ω))𝑛+1 и является замкнутым по топологии 𝜎

(︀
(𝐿𝑀 )𝑛+1, (𝐸𝑀 )𝑛+1

)︀
.

Пространство �̊� 1𝐿𝑀 (Ω) определим как замыкание 𝐶∞
0 (Ω) по топологии

𝜎
(︀
(𝐿𝑀 )𝑛+1, (𝐸𝑀 )𝑛+1

)︀
в 𝑊 1𝐿𝑀 (Ω). Наконец, пространство �̊� 1𝐸𝑀 (Ω) опреде-

лим как замыкание 𝐶∞
0 (Ω) по норме ‖ · ‖1𝑀 в 𝑊 1𝐿𝑀 (Ω).

Пространства �̊� 1𝐿𝑀 (Ω), �̊� 1𝐸𝑀 (Ω) банаховы (см. [12, Theorem 10.2]).
Определим также следующие банаховы пространства:

𝑊−1𝐿𝑀 (Ω) =
{︀
𝐹 = 𝑓0 − div f | 𝑓0 ∈ 𝐿𝑀 (Ω), f = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) ∈ (𝐿𝑀 (Ω))𝑛

}︀
,

𝑊−1𝐸𝑀 (Ω) =
{︀
𝐹 = 𝑓0 − div f | 𝑓0 ∈ 𝐸𝑀 (Ω), f = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑛) ∈ (𝐸𝑀 (Ω))𝑛

}︀
.

Справедлива следующая теорема вложения (см. [6, Theorem 4]).
Лемма 1. Пусть функция Музилака—Орлича 𝑀(x, 𝑧) удовлетворяет сле-

дующим условиям:∫︁ ∞

1

𝑀−1(x, 𝑧)

𝑧
𝑛+1
𝑛

𝑑𝑧 = ∞,

∫︁ 1

0

𝑀−1(x, 𝑧)

𝑧
𝑛+1
𝑛

𝑑𝑧 <∞ (9)

и

𝑀−1
* (x, 𝑧) =

∫︁ 𝑧

0

𝑀−1(x, 𝜏)

𝜏
𝑛+1
𝑛

𝑑𝜏, x ∈ Ω, 𝑧 > 0.

Тогда функция 𝑀*(x, 𝑧) является обобщенной 𝑁 -функцией и �̊� 1𝐿𝑀 (Ω) →˓
𝐿𝑀*(Ω). Более того, для любой ограниченной подобласти 𝑄 ⊂ Ω вложение
�̊� 1𝐿𝑀 (𝑄) →˓ 𝐿𝑃 (𝑄) существует и компактно для любой функции Музила-
ка—Орлича 𝑃 ≺≺𝑀* такой, что 𝑃 ( · , 𝑧) интегрируема на 𝑄.
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2. Формулировка результата. Предположим, что функции a(x, 𝑠0, s) =
= (𝑎1(x, 𝑠0, s), . . . , 𝑎𝑛(x, 𝑠0, s)), 𝑎0(x, 𝑠0, s) измеримы по x ∈ Ω для s = (𝑠0, s) =
= (𝑠0, 𝑠1, . . . , 𝑠𝑛) ∈ R𝑛+1, непрерывны по s ∈ R𝑛+1 для почти всех x ∈ Ω.

Условия M. Пусть для любого w = (𝑤0,w) ∈ R𝑛+1 существуют неот-
рицательные функции Ψ, Ψ0, 𝜑 ∈ 𝐿1(Ω) и положительные константы ̂︀𝐴,̂︀𝐴0, 𝑎, 𝑑, ̂︀𝑑 такие, что для п.в. x ∈ Ω и для любых 𝑠0 ∈ R, s, t ∈ R𝑛, s ̸= t
справедливы следующие неравенства:

a(x, 𝑠0, s) · (s− w) + 𝑎0(x, 𝑠0, s)(𝑠0 − 𝑤0) >

> 𝑎𝑀(x, 𝑑𝑠0) + 𝑎𝑀(x, 𝑑|s|)− 𝜑(x); (10)

𝑀(x, |a(x, 𝑠0, s)|) 6 Ψ(x) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑|s|) + ̂︀𝐴𝑃 (x, ̂︀𝑑𝑠0); (11)

𝑀(x, |𝑎0(x, 𝑠0, s)|) 6 Ψ0(x) + ̂︀𝐴0𝑃 (x, ̂︀𝑑|s|) + ̂︀𝐴0𝑀(x, ̂︀𝑑𝑠0); (12)
(a(x, 𝑠0, s)− a(x, 𝑠0, t)) · (s− t) > 0. (13)

Здесь 𝑀(x, 𝑧)— функция Музилака—Орлича, интегрируемая в Ω, дополни-
тельная к ней функция 𝑀 удовлетворяет Δ2-условию; 𝑃 (x, 𝑧)— функция
Музилака—Орлича, интегрируемая в Ω такая, что 𝑃 ≺≺𝑀, s·t =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑠𝑖𝑡𝑖,

|s| =
(︀∑︀𝑛

𝑖=1 𝑠
2
𝑖

)︀1/2
.

Условиям M удовлетворяют, например, функции

𝑎0(x, 𝑠0, s) =𝑀 ′(x, 𝑠0) + 𝑃 ′(x, |s|) + 𝑓0(x), 𝑓0 ∈ 𝐿𝑀 (Ω),

𝑎𝑖(x, s) =𝑀 ′(x, |s|) 𝑠𝑖
|s|

+ 𝑓𝑖(x), 𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑀 (Ω), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

c непрерывно дифференцируемыми по 𝑧 функциями Музилака—Орлича
𝑃 (x, 𝑧), 𝑀(x, 𝑧) (см. Приложение A).

Определим дифференциальный оператор A : �̊� 1𝐿𝑀 (Ω) → 𝑊−1𝐿𝑀 (Ω)
c областью определения

𝐷(A) =
{︀
𝑢 ∈ �̊� 1𝐿𝑀 (Ω) | 𝑎𝑖(x, 𝑢,∇𝑢) ∈ 𝐿𝑀 (Ω), 𝑖 = 0, 𝑛

}︀
равенством

⟨A(𝑢), 𝑣⟩ =
∫︁
Ω

(︀
a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇𝑣 + 𝑎0(x, 𝑢,∇𝑢)𝑣

)︀
𝑑x, 𝑣 ∈ �̊� 1𝐿𝑀 (Ω). (14)

Используя неравенство Гельдера (8), для функций 𝑢, 𝑣 ∈ �̊� 1𝐿𝑀 (Ω) выводим
неравенства

|⟨A(𝑢), 𝑣⟩| 6 2‖𝑎0‖𝑀‖𝑣‖𝑀 + 2‖|a|‖𝑀‖∇𝑣‖𝑀 6 2
(︀
‖𝑎0‖𝑀 + ‖|a|‖𝑀

)︀
‖𝑣‖1𝑀 ,

следовательно, интегралы в равенстве (14) конечны.
Будем считать, что 𝐹 = 𝑓0 − div f ∈𝑊−1𝐿𝑀 (Ω), тогда можно определить

функционал F:

⟨F, 𝑣⟩ =
∫︁
Ω
(f · ∇𝑣 + 𝑓0𝑣) 𝑑x, 𝑣 ∈ �̊� 1𝐿𝑀 (Ω).
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Определение. Обобщенным решением задачи (1), (2) c 𝐹 = 𝑓0 − div f ∈
𝑊−1𝐿𝑀 (Ω) назовем функцию 𝑢 ∈ �̊� 1𝐿𝑀 (Ω), удовлетворяющую интеграль-
ному тождеству

⟨A(𝑢), 𝑣⟩ = ⟨F, 𝑣⟩

для любой функции 𝑣 ∈ �̊� 1𝐿𝑀 (Ω).
В работе доказана следующая
Теорема. Пусть выполнены условия M и условия (9). Тогда для любого

𝐹 ∈𝑊−1𝐿𝑀 (Ω) существует хотя бы одно решение задачи (1), (2).

Замечание 1. Условие (9) накладывает ограничение на рост функции
𝑀(x, 𝑧) при 𝑧 → ∞. В качестве примера можно взять функцию 𝑀(x, 𝑧) =
= 𝑎(x)|𝑧| ln(1 + |𝑧|) + 𝑏(x)|𝑧|𝑝, 𝑝 ∈ [2, 𝑛], c интегрируемыми ограниченными
функциями 𝑎, 𝑏 : Ω → (0,∞).

Замечание 2. Следует отметить, что при условии̂︀𝑑 6 𝑑 (*)

или
функция 𝑀 удовлетворяет Δ2-условию (**)

выполнение неравенства (10) для фиксированного w и неравенств (11), (12)
влечет справедливость (10) для любого w ∈ R𝑛+1 (см. [16, Remark 8]).

3. Основные леммы и утверждения.
Лемма 2. Пусть {𝑣𝑗}𝑗∈N, 𝑣— такие функции из 𝐿𝑀 (Ω), что

‖𝑣𝑗‖𝑀 6 𝐶, 𝑗 ∈ N,
𝑣𝑗 → 𝑣 п.в. в Ω, 𝑗 → ∞.

Тогда 𝑣𝑗 ⇀ 𝑣 в топологии 𝜎(𝐿𝑀 , 𝐸𝑀 ) пространства 𝐿𝑀 (Ω).

Лемма 3. Пусть 0 < 𝜀 < 1 и 𝑀0 — функция Музилака—Орлича такая,
что ∫︁ 1

0

𝑀−1
0 (x, 𝑧)

𝑧1+𝜀
𝑑𝑧 <∞,

∫︁ ∞

1

𝑀−1
0 (x, 𝑧)

𝑧1+𝜀
𝑑𝑧 = ∞.

Тогда обобщенная 𝑁 -функция 𝑀𝜀, определяющаяся как

𝑀−1
𝜀 (x, 𝑧) =

∫︁ 𝑧

0

𝑀−1
0 (x, 𝜏)

𝜏1+𝜀
𝑑𝜏 <∞, x ∈ Ω,

такова, что 𝑀0 ≺≺𝑀𝜀.

До к а з ат е л ь ств о леммы 3 для 𝑁 -функции приведено в [14, Lem-
ma 4.14]. Для функции Музилака—Орлича оно проводится аналогично.

Ниже будет использоваться теорема Витали в следующей форме (см. [15,
гл. III, §6, теорема 15]).

Лемма 4. Пусть {𝑣𝑗}𝑗∈N, 𝑣— измеримые функции в ограниченной обла-
сти 𝑄 такие, что

𝑣𝑗 → 𝑣 п.в. в 𝑄, 𝑗 → ∞,
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и интегралы ∫︁
𝑄
|𝑣𝑗(x)|𝑑x, 𝑗 ∈ N,

равномерно абсолютно непрерывны. Тогда

𝑣𝑗 → 𝑣 сильно в 𝐿1(𝑄), 𝑗 → ∞.

Если 𝑃 ≺≺ 𝑀 и 𝑃 интегрируема в Ω, то по определению (4) найдется
ℎ𝑃 ∈ 𝐿1(Ω) такая, что для любых 𝑙𝑀 > 0, 𝜖 > 0 имеем

𝑃 (x, 𝑧) 6 ℎ𝑃 (x) + 𝜖𝑀(x, 𝑙𝑀𝑧), x ∈ Ω, 𝑧 ∈ R. (15)

Применяя (15), перепишем (11), (12) в виде

𝑀(x, |a(x, 𝑠0, s)|) 6 Φ(x) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑|s|) + 𝜖 ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑𝑙𝑀𝑠0), ( ̂︀11)
𝑀(x, |𝑎0(x, 𝑠0, s)|) 6 Φ0(x) + 𝜖 ̂︀𝐴0𝑀(x, ̂︀𝑑𝑙𝑀 |s|) + ̂︀𝐴0𝑀(x, ̂︀𝑑𝑠0), ( ̂︀12)

где Φ, Φ0 ∈ 𝐿1(Ω).

Утверждение. Пусть выполнены условия M, {𝑢𝑗}𝑗∈N, 𝑢 ∈ �̊� 1𝐿𝑀 (Ω) и

𝑢𝑗 → 𝑢 п.в. в Ω, 𝑗 → ∞. (16)

Предположим, что

𝑞𝑗(x) =
(︀
a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)− a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢)

)︀
· ∇(𝑢𝑗 − 𝑢) → 0 п.в. в Ω, 𝑗 → ∞. (17)

Тогда по некоторой подпоследовательности

∇𝑢𝑗 → ∇𝑢 п.в. в Ω, 𝑗 → ∞. (18)

До к а з ат е л ь ств о. Пользуясь неравенствами (3), (5) и (10), для 𝜀∈(0, 1)
получаем

𝑞𝑗(x) =
(︀
a(x, 𝑠𝑗0, s

𝑗)− a(x, 𝑠𝑗0, s)
)︀
· (s𝑗 − s) >

> a(x, 𝑠𝑗0, s
𝑗) · (s𝑗 − s) + 𝑎0(x, 𝑠

𝑗
0, s

𝑗)(s𝑗0 − s0)− 𝜀𝑀(x, 𝑑|s𝑗 |)−𝑀(x, |s|)−
−𝑀(x, (𝜀𝑑)−1|a(x, 𝑠𝑗0, s)|)−𝑀(x, |a(x, 𝑠𝑗0, s)|)−

− 2𝜀𝑀(x, |𝑎0(x, 𝑠𝑗0, s
𝑗)|)−𝑀(x, 𝜀−1𝑠𝑗0)−𝑀(x, 𝜀−1𝑠0) >

> 𝑎𝑀(x, 𝑑𝑠𝑗0) + (𝑎− 𝜀)𝑀(x, 𝑑|s𝑗 |)−𝑀(x, 𝜀−1𝑠𝑗0)−
− 𝐶1(𝜀)𝑀(x, |a(x, 𝑠𝑗0, s)|)− 2𝜀𝑀(x, |𝑎0(x, 𝑠𝑗0, s

𝑗)|)− 𝐶2(𝜀, x).

Применяя ( ̂︀11), ( ̂︀12) c 𝜖 = 1, 𝑙𝑀 < 𝑑/̂︀𝑑, выводим

𝑞𝑗(x) > (𝑎− 𝜀𝐶3)𝑀(x, 𝑑|s𝑗 |)− 𝐶4(𝜀)𝑀(x, 𝐶5(𝜀)𝑠
𝑗
0)− 𝐶6(𝜀, x).
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Выбирая 𝜀 < 𝑎/𝐶3, устанавливаем оценку

𝑞𝑗(x) > 𝐶7𝑀(x, 𝑑|s𝑗 |)− 𝐶4𝑀(x, 𝐶5|𝑠𝑗0|)− 𝐶6(x).

Обозначим через Ω′ ⊂ Ω подмножество точек полной меры, для кото-
рых имеют место сходимости (16), (17) и выполнено последнее неравенство.
Установим сходимость

∇𝑢𝑗 → ∇𝑢 всюду в Ω′, 𝑗 → ∞.

От противного, пусть в некоторой точке x* ∈ Ω′ нет сходимости. Положим
𝑠𝑗0 = 𝑢𝑗(x*), 𝑠0 = 𝑢(x*), s𝑗 = ∇𝑢𝑗(x*), s = ∇𝑢(x*). Тогда имеем

𝑞𝑗(x*) > 𝐶7𝑀(x*, 𝑑|s𝑗 |)− 𝐶4𝑀(x*, 𝐶5|𝑠𝑗0|)− 𝐶6.

Предположим, что последовательность {𝑀(x*, 𝑑|s𝑗 |)}𝑗∈N не ограничена.
Ввиду предположения из последнего неравенства получаем, что {𝑞𝑗(x*)}𝑗∈N
не ограничена, что противоречит (17). Следовательно, последовательность
{s𝑗}𝑗∈N ограничена.

Пусть s* = (𝑠*1, 𝑠
*
2, . . . , 𝑠

*
𝑛)— один из частичных пределов s𝑗 = (𝑠𝑗1, . . . , 𝑠

𝑗
𝑛)

при 𝑗 → ∞, тогда, с учетом (16), имеем

𝑠𝑗0 → 𝑠0, s𝑗 → s*, 𝑗 → ∞. (19)

Поэтому из (17), (19) и непрерывности a(x*, 𝑠0, s) по s = (𝑠0, s) вытекает, что(︀
a(x*, 𝑠0, s

*)− a(x*, 𝑠0, s)
)︀
· (s* − s) = 0,

следовательно, согласно (13), s = s*. Это противоречит тому, что в точке x*

нет сходимости. Таким образом, сходимость (18) установлена. �

Замечание 3. Заметим, что только в утверждении неравенство (10) при-
меняется для любого w ∈ R𝑛+1. В доказательстве теоремы неравенство (10)
используется для фиксированного w ∈ R𝑛+1. Для простоты полагаем w = 0:

a(x, 𝑠0, s) · s + 𝑎0(x, 𝑠0, s)𝑠0 > 𝑎𝑀(x, 𝑑𝑠0) + 𝑎𝑀(x, 𝑑|s|)− 𝜑(x). (100)

4. Абстрактный результат. Доказательство теоремы основано на утвер-
ждениях для дополнительных систем.

Система (𝑌, 𝑌0, 𝑍, 𝑍0) называется дополнительной, если выполняется сле-
дующее:

– 𝑌 , 𝑍 банаховы и находятся в двойственности относительно непрерыв-
ного спаривания ⟨ · , · ⟩;

– 𝑌0 ⊆ 𝑌 — подпространство в 𝑌 и 𝑍 можно отождествить с помощью
спаривания ⟨ · , · ⟩ с сопряженным пространством 𝑌 *

0 ;
– 𝑍0 ⊆ 𝑍 — подпространство в 𝑍 и 𝑌 можно отождествить с помощью

спаривания ⟨ · , · ⟩ с сопряженным пространством 𝑍*
0 .

Пусть (𝑌, 𝑌0, 𝑍, 𝑍0)— дополнительная система и 𝐴 : 𝑌 → 𝑍 — отображе-
ние с областью определения 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑌 , которые удовлетворяют следующим
условиям относительно некоторых элементов 𝑦0 ∈ 𝑌0 и 𝑧0 ∈ 𝑍0:

(i) (конечная непрерывность) 𝑌0 ⊂ 𝐷(𝐴) и 𝐴 непрерывно для всех конеч-
номерных подпространств в 𝑌0 по топологии 𝜎(𝑍, 𝑌0) в 𝑍;
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(ii) (последовательная псевдомонотонность) для любой последовательности
{𝑦𝑖} ⊂ 𝑌, 𝑦𝑖 ⇀ 𝑦 ∈ 𝑌 в топологии 𝜎(𝑌, 𝑍0), 𝐴(𝑦𝑖) ⇀ 𝑧 ∈ 𝑍 в топологии
𝜎(𝑍, 𝑌0) и lim

𝑖→∞
sup ⟨𝐴(𝑦𝑖), 𝑦𝑖⟩ 6 ⟨𝑧, 𝑦⟩ следует, что 𝐴(𝑦) = 𝑧 и ⟨𝐴(𝑦𝑖), 𝑦𝑖⟩ →

⟨𝑧, 𝑦⟩;
(iii) 𝐴(𝑦) остается ограниченным в 𝑍 всегда, когда 𝑦 ∈ 𝐷(𝐴) остается огра-

ниченным в 𝑌 и ⟨𝑦 − 𝑦0, 𝐴(𝑦)⟩ остается ограниченным сверху;
(iv) ⟨𝑦 − 𝑦0, 𝐴(𝑦)− 𝑧0⟩ > 0, когда 𝑦 ∈ 𝐷(𝐴) имеет достаточно большую нор-

му в 𝑌 .
Важно отметить, что условие (iii) слабее, чем условие того, что 𝐴 пере-

водит каждое ограниченное множество в 𝑌 в ограниченное множество в 𝑍,
а также условие (iv) слабее, чем предположение о коэрцитивности, потому
что отображение 𝐴, как правило, не преобразует ограниченное множество в
ограниченное множество.

Предложение. Пусть (𝑌, 𝑌0, 𝑍, 𝑍0) — дополнительная система, 𝑌0, 𝑍0

сепарабельные и отображение 𝐴 : 𝐷(𝐴) ⊂ 𝑌 → 𝑍 удовлетворяет условиям
(i)–(iv). Тогда 𝑍0 содержится в 𝑅(𝐴) [16, Proposition 1].

5. Доказательство существования решения.
Лемма 5. Пусть выполнены условия (11), (12), тогда отображение

A : s = (𝑠0, s) → a(x, s) =
(︀
𝑎0(x, 𝑠0, s), a(x, 𝑠0, s)

)︀
переводит (𝐸𝑀 (Ω))𝑛+1 в (𝐿𝑀 (Ω))𝑛+1 и является конечнонепрерывным на
(𝐸𝑀 (Ω))𝑛+1 по топологии 𝜎((𝐿𝑀 )𝑛+1, (𝐸𝑀 )𝑛+1) в (𝐿𝑀 (Ω))𝑛+1.

До к а з ат е л ь ств о. Пусть s = (𝑠0, s) ∈ (𝐸𝑀 (Ω))𝑛+1, запишем ( ̂︀11) с 𝜖 =
= 𝑙𝑀 = 1, получим

𝑀(x, |a(x, 𝑠0, s)|) 6 Φ(x) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑|s|) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑𝑠0). (20)

Отсюда следует, что
a(x, 𝑠0, s) ∈ (𝐿𝑀 (Ω))𝑛.

Аналогично устанавливается, что 𝑎0(x, 𝑠0, s) ∈ 𝐿𝑀 (Ω).
Пусть

∑︀
= {s1, s2, . . . , s𝑟} симплекс в (𝐸𝑀 (Ω))𝑛+1, тогда

s =
𝑟∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗s𝑗 ∈
∑︀
,

где 𝜆𝑗 > 0,
∑︀𝑟

𝑗=1 𝜆
𝑗 = 1. Покажем, что отображение A непрерывно для каж-

дого симплекса
∑︀

. Применяя (20), для (𝑠0, s) ∈
∑︀

выводим

𝑀(x, |a(x, 𝑠0, s)|) 6 Φ(x) + ̂︀𝐴𝑀(︂
x, ̂︀𝑑⃒⃒⃒ 𝑟∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗s𝑗
⃒⃒⃒)︂

+ ̂︀𝐴𝑀(︂
x, ̂︀𝑑 𝑟∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗s𝑗0

)︂
6

6 Φ(x) +
𝑟∑︁

𝑗=1

𝜆𝑗𝑀(x, ̂︀𝑑|s𝑗 |) + 𝑟∑︁
𝑗=1

𝜆𝑗𝑀(x, ̂︀𝑑|𝑠𝑗0|).
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Поскольку 𝑀(x, ̂︀𝑑|s𝑗 |),𝑀(x, ̂︀𝑑|𝑠𝑗0|), 𝑗 = 1, . . . , 𝑟, принадлежат пространству
𝐿1(Ω), функция 𝑀(x, |a(x, s)|) ограничена в 𝐿1(Ω) для s ∈

∑︀
. Отсюда бла-

годаря неравенству (6) a(x, s) ограничена в (𝐿𝑀 (Ω))𝑛 для s ∈
∑︀

. Аналогич-
но устанавливается, что 𝑎0(x, s) ограничена в 𝐿𝑀 (Ω) для s ∈

∑︀
. Применяя

лемму 2, устанавливаем непрерывность отображения A на симплексе
∑︀

по
топологии 𝜎

(︀
(𝐿𝑀 )𝑛+1, (𝐸𝑀 )𝑛+1

)︀
. �

Доказательство теоремы. Благодаря Δ2-свойству на функцию 𝑀 сис-
тема (︀

�̊� 1𝐿𝑀 (Ω), �̊� 1𝐸𝑀 (Ω), 𝑊−1𝐿𝑀 (Ω), 𝑊−1𝐸𝑀 (Ω)
)︀

(21)

является дополнительной [14, Lemma 1.2]. Спаривание между 𝑣 ∈ �̊� 1𝐿𝑀 (Ω)
и 𝐹 ∈𝑊−1𝐿𝑀 (Ω) задается формулой

⟨𝐹, 𝑣⟩ =
∫︁
Ω
(f · ∇𝑣 + 𝑓0𝑣)𝑑x.

Для системы (21) проверим условия (i)–(iv) предложения (𝑦0 = 0). Из
леммы 5 следует условие (i).

Далее проверим условия (ii). Пусть {𝑢𝑗} ⊂ �̊� 1𝐿𝑀 (Ω) и выполнено следу-
ющее:

1) 𝑢𝑗 ⇀ 𝑢 в топологии 𝜎
(︀
(𝐿𝑀 )𝑛+1, (𝐸𝑀 )𝑛+1

)︀
;

2) A(𝑢𝑗)⇀ G ∈𝑊−1𝐿𝑀 (Ω) в топологии 𝜎
(︀
(𝐿𝑀 )𝑛+1, (𝐸𝑀 )𝑛+1

)︀
;

3) lim
𝑗→∞

sup⟨A(𝑢𝑗), 𝑢𝑗⟩ 6 ⟨G, 𝑢⟩.

Докажем, что lim
𝑗→∞

⟨A(𝑢𝑗), 𝑢𝑗⟩ = ⟨G, 𝑢⟩, G = A(𝑢), 𝑢 ∈ 𝐷(A).

Разобьем доказательство условия (ii) на несколько этапов.
1. Докажем ограниченность {a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)}𝑗∈N в (𝐿𝑀 (Ω))𝑛+1. Из 1) по тео-

реме Банаха—Штейнгауза следует, что {𝑢𝑗}𝑗∈N ограничена:

‖𝑢𝑗‖1𝑀 = ‖𝑢𝑗‖𝑀 + ‖|∇𝑢𝑗 |‖𝑀 6 𝐶1, 𝑗 ∈ N. (22)

Отсюда следует ‖ 1
𝐶1
𝑢𝑗‖𝑀 + ‖ 1

𝐶1
|∇𝑢𝑗‖|𝑀 6 1, а значит, согласно (7), имеем

𝜚𝑀

(︁ 1

𝐶1
𝑢𝑗
)︁
+ 𝜚𝑀

(︁ 1

𝐶1
|∇𝑢𝑗 |

)︁
6 1, 𝑗 ∈ N. (23)

Кроме этого, применяя лемму 1, устанавливаем ‖𝑢𝑗‖𝑀* 6 𝐶2‖𝑢𝑗‖1𝑀 6 𝐶2𝐶1 =
= 𝐶3. Отсюда благодаря (7) получим

𝜚𝑀*

(︁ 1

𝐶3
𝑢𝑗
)︁
6 1, 𝑗 ∈ N. (24)

Поскольку 𝑀 ≺≺𝑀*, для любого 𝑙*𝑀 > 0 имеем неравенство (см. (15))

𝑀(x, 𝑧) 6 ℎ*𝑀 (x) +𝑀*(x, 𝑙
*
𝑀𝑧), 𝑧 ∈ R, x ∈ Ω, ℎ*𝑀 ∈ 𝐿1(Ω). (25)

Применяя ( ̂︀12) c 𝜖 = 1 и (25), выводим неравенство

𝜚𝑀 (|𝑎0(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)|) 6 ‖Φ0 + ̂︀𝐴0ℎ
*
𝑀‖1 + ̂︀𝐴0𝜚𝑀 (̂︀𝑑𝑙𝑀 |∇𝑢𝑗 |) + ̂︀𝐴0𝜚𝑀*(

̂︀𝑑𝑙*𝑀 |𝑢𝑗 |).
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Отсюда ввиду (6) получаем

‖𝑎0(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)‖𝑀 6 𝐶4 + ̂︀𝐴0𝜚𝑀 (̂︀𝑑𝑙𝑀 |∇𝑢𝑗 |) + ̂︀𝐴0𝜚𝑀*(
̂︀𝑑𝑙*𝑀 |𝑢𝑗 |).

Выбирая 𝑙𝑀 и 𝑙*𝑀 так, чтобы выполнялись неравенства ̂︀𝑑𝑙𝑀 < 𝐶−1
1 и ̂︀𝑑𝑙*𝑀 < 𝐶−1

3 ,
и применяя (23), (24), выводим

‖𝑎0(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)‖𝑀 6 𝐶4 + ̂︀𝐴0𝜚𝑀

(︁ |∇𝑢𝑗 |
𝐶1

)︁
+ ̂︀𝐴0𝜚𝑀*

(︁ 𝑢𝑗
𝐶3

)︁
6 𝐶5. (26)

Ограниченность {𝑎0(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)}𝑗∈N в 𝐿𝑀 (Ω) установлена. Докажем ограни-
ченность {a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)}𝑗∈N в (𝐿𝑀 (Ω))𝑛.

По свойству (13) для 𝑤 ∈ �̊� 1𝐸𝑀 (Ω) имеем(︀
a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)− a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑤)

)︀
· ∇(𝑢𝑗 − 𝑤) > 0.

Отсюда выводим∫︁
Ω
a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗) · ∇𝑤𝑑x 6

∫︁
Ω
a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗) · ∇𝑢𝑗𝑑x +

∫︁
Ω
𝑎0(x, 𝑢

𝑗 ,∇𝑢𝑗)𝑢𝑗𝑑x−

−
∫︁
Ω
𝑎0(x, 𝑢

𝑗 ,∇𝑢𝑗)𝑢𝑗𝑑x−
∫︁
Ω
a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑤) · ∇(𝑢𝑗 − 𝑤)𝑑x =

= ⟨A(𝑢𝑗), 𝑢𝑗⟩ −
∫︁
Ω
𝑎0(x, 𝑢

𝑗 ,∇𝑢𝑗)𝑢𝑗𝑑x−
∫︁
Ω
a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑤) · ∇(𝑢𝑗 − 𝑤)𝑑x. (27)

Оценим второе и третье слагаемые правой части (27). Применяя неравен-
ство Гельдера и учитывая (22), (26), выводим⃒⃒⃒⃒∫︁

Ω
𝑎0(x, 𝑢

𝑗 ,∇𝑢𝑗)𝑢𝑗𝑑x
⃒⃒⃒⃒
6 2‖𝑎0(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)‖𝑀‖𝑢𝑗‖𝑀 6 𝐶6, (28)

⃒⃒⃒⃒∫︁
Ω
a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑤) · ∇(𝑢𝑗 − 𝑤)𝑑x

⃒⃒⃒⃒
6 2‖a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑤)‖𝑀‖∇𝑢𝑗 −∇𝑤‖𝑀 6

6 2‖a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑤)‖𝑀𝐶7. (29)

Используя ( ̂︀11) (𝜖 = 1, 𝑙𝑀 < (̂︀𝑑𝐶1)
−1), (6) и (23), имеем

‖a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑤)‖𝑀 6 ‖Φ‖1 + 1 + ̂︀𝐴𝜚𝑀 (̂︀𝑑|∇𝑤|) + ̂︀𝐴𝜚𝑀 (𝐶−1
1 𝑢𝑗) 6 𝐶8. (30)

Соединяя (27), (28), (29), (30) и учитывая 3), устанавливаем, что после-
довательность {a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)}𝑗∈N ограничена по топологии 𝜎

(︀
(𝐿𝑀 )𝑛, (𝐸𝑀 )𝑛

)︀
в (𝐿𝑀 (Ω))𝑛. Отсюда из принципа равномерной ограниченности следует, что
{a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)}𝑗∈N ограничена по норме пространства (𝐿𝑀 (Ω))𝑛.

2. Поскольку {𝑎𝑖(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)}𝑗∈N, 𝑖 = 0, 𝑛, ограничены в 𝐿𝑀 (Ω), то

𝑎𝑖(x, 𝑢
𝑗 ,∇𝑢𝑗)⇀ 𝑔𝑖 в топологии 𝜎(𝐿𝑀 , 𝐸𝑀 ), 𝑔𝑖 ∈ 𝐿𝑀 (Ω), 𝑖 = 0, 𝑛. (31)

632



Существование решений квазилинейных эллиптических уравнений. . .

Следовательно, линейный функционал G ∈𝑊−1𝐿𝑀 (Ω) можно отождествить
с g = (𝑔0, g) ∈ (𝐿𝑀 (Ω))𝑛+1 = (𝐸𝑀 (Ω))𝑛+1, то есть

⟨G, 𝑣⟩ =
∫︁
Ω
(g · ∇𝑣 + 𝑔0𝑣)𝑑x, 𝑣 ∈ �̊� 1𝐿𝑀 (Ω). (32)

3. Покажем, что 𝑢𝑗 → 𝑢, ∇𝑢𝑗 → ∇𝑢 п.в в Ω. Зафиксируем произволь-
ное 𝑘 > 0, обозначим Ω(𝑘) = {x ∈ Ω | |x| < 𝑘}. Согласно лемме 1, про-
странство �̊� 1𝐿𝑀 (Ω(𝑘 + 1)) компактно вложено в 𝐿𝑃 (Ω(𝑘 + 1)) для любой
функции Музилака—Орлича 𝑃 (x, 𝑧) такой, что 𝑃 ≺≺𝑀*. Согласно лемме 3,
𝑀 ≺≺ 𝑀* и пространство �̊� 1𝐿𝑀 (Ω(𝑘 + 1)) компактно вложено в простран-
ство 𝐿𝑀 (Ω(𝑘 + 1)).

Пусть 𝜂𝑘(𝑟) = min
(︀
1,max(0, 𝑘+1− 𝑟)

)︀
. Пользуясь (22), выводим неравен-

ства

‖𝑢𝑗𝜂𝑘‖1𝑀 6 ‖𝑢𝑗∇𝜂𝑘‖𝑀 + ‖∇𝑢𝑗𝜂𝑘‖𝑀 + ‖𝑢𝑗𝜂𝑘‖𝑀 6
6 2‖𝑢𝑗‖𝑀 + ‖∇𝑢𝑗‖𝑀 6 𝐶9, 𝑗 = 1, 2, . . . .

Следовательно, последовательность функций {𝑢𝑗𝜂𝑘}∞𝑗=1 ограничена в про-
странстве �̊� 1𝐿𝑀 (Ω(𝑘 + 1)). Ввиду компактности вложения

�̊� 1𝐿𝑀 (Ω(𝑘 + 1)) ⊂ 𝐿𝑀 (Ω(𝑘 + 1))

имеют место выборочные сильные сходимости

𝑢𝑗𝜂𝑘 → 𝑢𝜂𝑘 в 𝐿𝑀 (Ω(𝑘 + 1)), 𝑗 → ∞,

из которых следуют сильные сходимости

𝑢𝑗 → 𝑢 в 𝐿𝑀 (Ω(𝑘)), 𝑗 → ∞, (33)

а также выборочная сходимость 𝑢𝑗 → 𝑢 почти всюду в Ω(𝑘). Диагональным
процессом устанавливается сходимость (16):

𝑢𝑗 → 𝑢 п.в. в Ω, 𝑗 → ∞.

Далее докажем справедливость (18):

∇𝑢𝑗 → ∇𝑢 п.в. в Ω, 𝑗 → ∞.

Для этого установим (17). Тогда, применяя утверждение, выводим (18). Вви-
ду условия (13) 𝑞𝑗(x) > 0, ∀x ∈ Ω, поэтому достаточно показать

lim
𝑗→∞

sup

∫︁
Ω𝑘

𝑞𝑗(x)𝑑x 6 𝜀𝑘, 𝜀𝑘 → 0, 𝑘 → ∞, (34)

Ω𝑘 =
{︀
x ∈ Ω(𝑘) | |𝑢| 6 𝑘, |∇𝑢| 6 𝑘

}︀
.

Представим 𝑞𝑗(x) = 𝑝𝑗(x) + 𝑟𝑗(x) + 𝑠𝑗(x), где

𝑝𝑗(x) = 𝑎0(x, 𝑢
𝑗 ,∇𝑢𝑗)(𝑢𝑗 − 𝑢) + a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)∇(𝑢𝑗 − 𝑢);
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𝑟𝑗(x) = a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢) · ∇(𝑢− 𝑢𝑗); 𝑠𝑗(x) = 𝑎0(x, 𝑢
𝑗 ,∇𝑢𝑗)(𝑢− 𝑢𝑗).

Утверждение (34) будет доказано, если установим следующее:

lim
𝑗→∞

sup

∫︁
Ω𝑘

𝑝𝑗(x)𝑑x 6 𝜀𝑘; (35)

lim
𝑗→∞

∫︁
Ω𝑘

𝑟𝑗(x)𝑑x = 0; (36)

lim
𝑗→∞

∫︁
Ω𝑘

𝑠𝑗(x)𝑑x = 0. (37)

4. Докажем (35), для этого запишем∫︁
Ω𝑘

𝑝𝑗(x)𝑑x =

∫︁
Ω

(︀
𝑎0(x, 𝑢

𝑗 ,∇𝑢𝑗)𝑢𝑗 + a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗) · ∇𝑢𝑗
)︀
𝑑x−

−
∫︁
Ω∖Ω𝑘

(︀
𝑎0(x, 𝑢

𝑗 ,∇𝑢𝑗)𝑢𝑗 + a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗) · ∇𝑢𝑗
)︀
𝑑x−

−
∫︁
Ω𝑘

(︀
𝑎0(x, 𝑢

𝑗 ,∇𝑢𝑗)𝑢+ a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗) · ∇𝑢
)︀
𝑑x =

= 𝐻1(𝑗) +𝐻2(𝑗, 𝑘) +𝐻3(𝑗, 𝑘). (38)

По предположению 3) и (32) имеем

lim sup
𝑗
𝐻1(𝑗) 6 ⟨G, 𝑢⟩ =

∫︁
Ω
(𝑔0𝑢+ g · ∇𝑢)𝑑x. (39)

По условию (100) имеем

𝐻2(𝑗, 𝑘) 6 −𝑎
∫︁
Ω∖Ω𝑘

(︀
𝑀(x, 𝑑𝑢𝑗) +𝑀(x, 𝑑|∇𝑢𝑗 |)

)︀
𝑑x +

+

∫︁
Ω∖Ω𝑘

𝜑(x)𝑑x 6
∫︁
Ω∖Ω𝑘

𝜑(x)𝑑x. (40)

Кроме этого, можно записать

𝐻3(𝑗, 𝑘) = −
∫︁
Ω
𝜒𝑘

(︀
𝑎0(x, 𝑢

𝑗 ,∇𝑢𝑗)𝑢+ a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗) · ∇𝑢
)︀
𝑑x,

где 𝜒𝑘 — характеристическая функция множества Ω𝑘.
Поскольку функция 𝑀(x, 𝑧) интегрируема по x ∈ Ω, ∀𝑧 ∈ R, то ∀𝜆 > 0∫︁

Ω
𝑀(x, 𝜆𝜒𝑘𝑢)𝑑x 6

∫︁
Ω
𝑀(x, 𝜆𝑘)𝑑x <∞,

следовательно, 𝜒𝑘𝑢 ∈ 𝐸𝑀 (Ω).
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Аналогично устанавливается, что 𝜒𝑘∇𝑢 ∈ (𝐸𝑀 (Ω))𝑛. Тогда ввиду слабой
сходимости (31) имеем

lim
𝑗→∞

𝐻3(𝑗, 𝑘) = −
∫︁
Ω𝑘

(𝑔0𝑢+ g · ∇𝑢)𝑑x. (41)

Соединяя (38), (39), (40), (41), выводим

lim
𝑗

sup

∫︁
Ω𝑘

𝑝𝑗(x)𝑑x 6
∫︁
Ω∖Ω𝑘

(𝑔0𝑢+ g · ∇𝑢)𝑑x +
∫︁
Ω∖Ω𝑘

𝜑(x)𝑑x,

где 𝑔0𝑢+g ·∇𝑢 ∈ 𝐿1(Ω). Ввиду абсолютной непрерывности интегралов в пра-
вой части последнего неравенства имеем (35).

5. Докажем (36), для этого достаточно показать, что

𝜒𝑘a(x, 𝑢
𝑗 ,∇𝑢) → 𝜒𝑘a(x, 𝑢,∇𝑢) в 𝐸𝑀 (Ω), 𝑗 → ∞. (42)

Воспользуемся (20):

𝑀(x, |a(x, 𝑢,∇𝑢)|𝜒𝑘) 6 Φ(x) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑|∇𝑢|𝜒𝑘) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑𝑢𝜒𝑘) 6

6 Φ(x) + 2 ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑𝑘).
Отсюда следует, что a(x, 𝑢,∇𝑢)𝜒𝑘 ∈ (𝐿𝑀 (Ω))𝑛, но 𝑀 удовлетворяет Δ2-усло-
вию, значит

a(x, 𝑢,∇𝑢)𝜒𝑘 ∈ (𝐸𝑀 (Ω))𝑛. (43)

Далее, применяя ( ̂︀11), получим

𝑀(x, a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢)𝜒𝑘) 6 Φ(x) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑|∇𝑢)|𝜒𝑘) + 𝜖 ̂︀𝐴𝑀(x, 𝑙𝑀 ̂︀𝑑|𝑢𝑗 |).
Учитывая (23) и выбирая 𝑙𝑀 ̂︀𝑑 < 𝐶−1

1 , для любого измеримого подмножества
𝐸 ⊂ Ω получим∫︁

𝐸
𝑀(x, a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢)𝜒𝑘)𝑑x 6

∫︁
𝐸∩{Ω:|x|<𝑘}

(︀
Φ(x) + ̂︀𝐴𝑀(x, ̂︀𝑑𝑘))︀𝑑x +

+ 𝜖 ̂︀𝐴∫︁
𝐸
𝑀

(︁
x,
𝑢𝑗

𝐶1

)︁
𝑑x 6

∫︁
𝐸∩{Ω:|x|<𝑘}

ℎ1(x)𝑑x + 𝜖𝐶10,

где ℎ1 ∈ 𝐿1(Ω). Отсюда следует, что a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢)𝜒𝑘 ∈ (𝐸𝑀 (Ω))𝑛 и равномерная
абсолютная непрерывность интегралов

∫︀
Ω𝑀(x, a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢)𝜒𝑘)𝑑x. Кроме того,

ввиду непрерывности a(x, 𝑠0, s) по 𝑠0 и сходимости (16) имеем a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢) →
a(x, 𝑢,∇𝑢), 𝑗 → ∞, п.в. в Ω.

Применяя теорему Витали (лемма 4) для ограниченной области Ω𝑘, уста-
навливаем модулярную сходимость, из которой следует сходимость (42).
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Далее имеем∫︁
Ω𝑘

𝑟𝑗(x)𝑑x =

∫︁
Ω𝑘

𝑎(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢) · ∇(𝑢− 𝑢𝑗)𝑑x =

=

∫︁
Ω
𝜒𝑘

(︀
a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢)− a(x, 𝑢,∇𝑢)

)︀
· ∇(𝑢− 𝑢𝑗)𝑑x+

+

∫︁
Ω
𝜒𝑘a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇(𝑢− 𝑢𝑗)𝑑x 6

6 2‖a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢)𝜒𝑘 − a(x, 𝑢,∇𝑢)𝜒𝑘‖𝑀‖∇(𝑢− 𝑢𝑗)‖𝑀+

+

⃒⃒⃒⃒∫︁
Ω
𝜒𝑘a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇(𝑢− 𝑢𝑗)𝑑x

⃒⃒⃒⃒
.

Первое слагаемое стремится к 0 при 𝑗 → ∞ благодаря (42) и (22). Второе
слагаемое стремится к 0 при 𝑗 → ∞ ввиду (43) и слабой сходимости 1). Таким
образом, (36) доказано.

6. Докажем (37). Ввиду сходимости (33) имеем

𝑢𝑗𝜒𝑘 → 𝑢𝜒𝑘 в 𝐿𝑀 (Ω), 𝑗 → ∞. (44)

Применяя неравенство Гельдера, (26), выводим∫︁
Ω𝑘

𝑠𝑗(x)𝑑x 6 2‖𝜒𝑘𝑢− 𝑢𝑗𝜒𝑘‖𝑀‖𝑎0(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)‖𝑀 6 𝐶11‖𝜒𝑘𝑢− 𝑢𝑗𝜒𝑘‖𝑀 .

Отсюда, применяя (44), устанавливаем (37).
7. Благодаря сходимостям (16), (18) ввиду непрерывности 𝑎𝑖(x, 𝑠0, s),

𝑖 = 0, 𝑛, по (𝑠0, s), имеем

𝑎𝑖(x, 𝑢
𝑗 ,∇𝑢𝑗) → 𝑎𝑖(x, 𝑢,∇𝑢) п.в. в Ω, 𝑗 → ∞, 𝑖 = 0, . . . , 𝑛.

Поскольку {𝑎𝑖(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)}𝑗∈N, 𝑖 = 0, 𝑛, ограничены в 𝐿𝑀 (Ω), по лемме 2 име-
ем

𝑎𝑖(x, 𝑢
𝑗 ,∇𝑢𝑗)⇀𝑎𝑖(x, 𝑢,∇𝑢) в топологии 𝜎(𝐿𝑀 , 𝐸𝑀 ), 𝑗→∞, 𝑖=0, . . . , 𝑛. (45)

Сравнивая (45) с (31), устанавливаем

𝑎𝑖(x, 𝑢,∇𝑢) = 𝑔𝑖 ∈ 𝐿𝑀 (Ω), 𝑖 = 0, . . . , 𝑛.

Отсюда заключаем, что 𝑢 ∈ 𝐷(A) и A(𝑢) = G (см. (32)).
8. Докажем, что ⟨A(𝑢𝑗), 𝑢𝑗⟩ → ⟨G, 𝑢⟩ = ⟨A(𝑢), 𝑢⟩. Ввиду условия 3) имеем

lim
𝑗→∞

sup⟨A(𝑢𝑗), 𝑢𝑗⟩ 6 ⟨A(𝑢), 𝑢⟩,

потому достаточно показать, что

lim
𝑗→∞

inf⟨A(𝑢𝑗), 𝑢𝑗⟩ > ⟨A(𝑢), 𝑢⟩. (46)
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Тогда

⟨A(𝑢), 𝑢⟩ 6 lim
𝑗→∞

inf⟨A(𝑢𝑗), 𝑢𝑗⟩ 6 lim
𝑗→∞

sup⟨A(𝑢𝑗), 𝑢𝑗⟩ 6 ⟨A(𝑢), 𝑢⟩.

Из условия (13) имеем

a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗) · ∇𝑢𝑗 > a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢) · ∇(𝑢𝑗 − 𝑢) + a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗) · ∇𝑢. (47)

Далее выводим

⟨A(𝑢𝑗), 𝑢𝑗⟩ =
∫︁
Ω
(a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗) · ∇𝑢𝑗 + 𝑎0(x, 𝑢

𝑗 ,∇𝑢𝑗)𝑢𝑗)𝑑x =

=

∫︁
Ω𝑘

a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗) · ∇𝑢𝑗𝑑x +
∫︁
Ω𝑘

𝑎0(x, 𝑢
𝑗 ,∇𝑢𝑗)𝑢𝑗𝑑x +

+

∫︁
Ω∖Ω𝑘

(︀
a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗) · ∇𝑢𝑗 + 𝑎0(x, 𝑢

𝑗 ,∇𝑢𝑗)𝑢𝑗
)︀
𝑑x.

Применяя (47), (100), получаем

⟨A(𝑢𝑗), 𝑢𝑗⟩ >
∫︁
Ω𝑘

a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢) · ∇(𝑢𝑗 − 𝑢)𝑑x +

+

∫︁
Ω𝑘

a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗) · ∇𝑢𝑑x +
∫︁
Ω𝑘

𝑎0(x, 𝑢
𝑗 ,∇𝑢𝑗)𝑢𝑗𝑑x−

∫︁
Ω∖Ω𝑘

𝜑(x)𝑑x =

= 𝐼1(𝑗) + 𝐼2(𝑗) + 𝐼3(𝑗)−
∫︁
Ω∖Ω𝑘

𝜑(x)𝑑x.

Ввиду сильной сходимости (42) и слабой сходимости 1) имеем

lim
𝑗→∞

𝐼1(𝑗) = 0.

Благодаря слабой сходимости (45) и принадлежности 𝜒𝑘∇𝑢 ∈ (𝐸𝑀 (Ω))𝑛 на-
ходим

lim
𝑗→∞

𝐼2(𝑗) =

∫︁
Ω𝑘

a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇𝑢𝑑x.

Применяя слабую сходимость (45) и сильную сходимость (33), устанавливаем

lim
𝑗→∞

𝐼3(𝑗) =

∫︁
Ω𝑘

𝑎0(x, 𝑢,∇𝑢)𝑢𝑑x.

Таким образом, имеем

lim
𝑗→∞

inf⟨A(𝑢𝑗), 𝑢𝑗⟩ >
∫︁
Ω𝑘

(︀
a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇𝑢+ 𝑎0(x, 𝑢,∇𝑢)𝑢

)︀
𝑑x−

∫︁
Ω∖Ω𝑘

𝜑(x)𝑑x >

> ⟨A(𝑢), 𝑢⟩ −
∫︁
Ω∖Ω𝑘

(︀
a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇𝑢+ 𝑎0(x, 𝑢,∇𝑢)𝑢+ 𝜑(x)

)︀
𝑑x.
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Ввиду того, что a(x, 𝑢,∇𝑢) · ∇𝑢 + 𝑎0(x, 𝑢,∇𝑢)𝑢 + 𝜑(x) ∈ 𝐿1(Ω) и интеграл
абсолютно непрерывен, устремляя 𝑘 → ∞, устанавливаем (46).

(iii) Покажем, что если 𝑢𝑗 ∈ 𝐷(A), ‖𝑢𝑗‖1𝑀 6 𝐶1, ⟨A(𝑢𝑗), 𝑢𝑗⟩ 6 𝐶12, то
A(𝑢𝑗) ограничено в 𝑊−1𝐿𝑀 (Ω).

Методом, аналогичным шагу 1 в (ii), заключаем, что последовательность
{𝑎0(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗), a(x, 𝑢𝑗 ,∇𝑢𝑗)}𝑗∈N ограничена в (𝐿𝑀 (Ω))𝑛+1. Отсюда следует,
что A(𝑢𝑗) ограничена в 𝑊−1𝐿𝑀 (Ω).

(iv) Осталось показать, что ⟨A(𝑣) − F, 𝑣⟩ > 0 для любого 𝑣 ∈ 𝐷(A) с до-
статочно большой нормой ‖𝑣‖1𝑀 и любого F ∈𝑊−1𝐸𝑀 (Ω).

Рассмотрим множество

𝑉 =
{︀
𝑣 ∈ 𝐷(A)

⃒⃒
⟨A(𝑣)− F, 𝑣⟩ 6 0

}︀
.

Покажем, что 𝑉 ограничено в �̊� 1𝐿𝑀 (Ω), тогда, если ‖𝑣‖1𝑀 достаточно боль-
шая, то 𝑣 /∈ 𝑉 , то есть ⟨A(𝑣)− F, 𝑣⟩ > 0.

Для 𝑣 ∈ 𝑉 имеем∫︁
Ω
((a(x, 𝑣,∇𝑣)− f) · ∇𝑣 + (𝑎0(x, 𝑣,∇𝑣)− 𝑓0)𝑣) 𝑑x 6 0. (48)

Применяя (100), выводим

a(x, 𝑣,∇𝑣) · ∇𝑣 + 𝑎0(x, 𝑣,∇𝑣)𝑣 > 𝑎𝑀(x, 𝑑𝑣) + 𝑎𝑀(x, 𝑑|∇𝑣|)− 𝜑(x).

Отсюда, учитывая (48) и применяя неравенство Юнга, находим∫︁
Ω

(︀
𝑎𝑀(x, 𝑑𝑣) + 𝑎𝑀(x, 𝑑|∇𝑣|)

)︀
𝑑x 6

6
∫︁
Ω

(︀
a(x, 𝑣,∇𝑣) · ∇𝑣 + 𝑎0(x, 𝑣,∇𝑣)𝑣 + 𝜑(x)

)︀
𝑑x 6

6
∫︁
Ω
(f · ∇𝑣 + 𝑓0𝑣 + 𝜑(x))𝑑x 6 𝜀

∫︁
Ω

(︂
𝑀

(︁
x,

|f|
𝜀2

)︁
+𝑀

(︁
x,
𝑓0
𝜀2

)︁)︂
𝑑x +

+ 𝜀

∫︁
Ω

(︀
𝑀(x, 𝜀|∇𝑣|) +𝑀(x, 𝜀𝑣)

)︀
𝑑x +

∫︁
Ω
𝜑(x)𝑑x.

Выберем 𝜀 < min(𝑑, 𝑎), получим∫︁
Ω
𝑀

(︀
(x, 𝑑𝑣) +𝑀(x, 𝑑|∇𝑣|)

)︀
𝑑x 6 𝐶16.

Отсюда следует, что ‖𝑣‖1𝑀 6 𝐶17. Ограниченность множества 𝑉 установлена.
Таким образом, для дополнительной системы (21) выполнены все условия

предложения, теорема доказана. �

Приложение A. Здесь покажем, что функции

𝑎0(x, 𝑠0, s) =𝑀 ′(x, 𝑠0) + 𝑃 ′(x, |s|) + 𝑓0(x), 𝑓0 ∈ 𝐿𝑀 (Ω),

𝑎𝑖(x, s) =𝑀 ′(x, |s|) 𝑠𝑖
|s|

+ 𝑓𝑖(x), 𝑓𝑖 ∈ 𝐿𝑀 (Ω), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,
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c непрерывно дифференцируемыми по 𝑧 функциями Музилака—Орлича
𝑃 (x, 𝑧), 𝑀(x, 𝑧)1 подчиняются условиям M.

Для функции Музилака—Орлича 𝑀(x, 𝑧) имеет место интегральное пред-
ставление

𝑀(x, 𝑧) =

∫︁ |𝑧|

0
𝑀 ′(x, 𝜃)𝑑𝜃, (49)

где 𝑀 ′(x, 𝜃) : Ω × R+ → R+, причем 𝑀 ′(x, · ) неубывающая, непрерывная,
𝑀 ′(x, 0) = 0 для п.в. x ∈ Ω и

inf
x∈Ω

𝑀 ′(x, 𝜃) > 0 для всех 𝜃 > 0,

lim
𝜃→∞

inf
x∈Ω

𝑀 ′(x, 𝜃) = ∞.

Из (49) для x ∈ Ω, 𝑧 ∈ R следуют простейшие неравенства:

𝑀(x, 𝑧) 6𝑀 ′(x, 𝑧)𝑧, (50)
𝑀 ′(x, 𝑧)𝑧 6𝑀(x, 2𝑧), (51)

𝑀(x,𝑀 ′(x, 𝑧)) 6𝑀 ′(x, 𝑧)𝑧. (52)

Кроме этого, из условия 𝑃 ≺≺𝑀 следует 𝑀 ≺≺ 𝑃 , поэтому найдется функ-
ция ℎ𝑀 ∈ 𝐿1(Ω) такая, что

𝑀(x, 𝑧) 6 ℎ𝑀 (x) + 𝑃 (x, 𝑧), x ∈ Ω, 𝑧 ∈ R. (53)

Соединяя (53), (52), (51), выводим

𝑀(x, 𝑃 ′(x, 𝑧)) 6 𝑃 (x, 2𝑧) + ℎ𝑀 (x). (54)

Применяя (15) и выбирая 𝑙𝑀 < 1/2, для любых 𝜖 > 0, x ∈ Ω, 𝑧 ∈ R получаем
неравенство

𝑀(x, 𝑃 ′(x, 𝑧)) 6 𝜖𝑀(x, 2𝑙𝑀𝑧) + ℎ𝑀 (x) + ℎ𝑃 (x) 6 𝜖𝑀(x, 𝑧) + ℎ(x) (55)

с функцией ℎ ∈ 𝐿1(Ω).
Благодаря (5), (54), (52), (51) выводим неравенства

𝑀(x, |𝑎0(x, 𝑠0, s)|) 6
6 𝐶1(𝑀(x,𝑀 ′(x, 𝑠0)) +𝑀(x, 𝑃 ′(x, |s|)) +𝑀(x, 𝑓0)) +𝐻3(x) 6

6 𝐶1𝑀(x, 2𝑠0) + 𝐶1𝑃 (x, 2|s|) + Ψ0(x),

𝑀(x, |a(x, 𝑠0, s)|) 6 𝐶2𝑀(x,𝑀 ′(x, |s|)) + 𝐶2𝑀(x, |f|) +𝐻2(x) 6

6 𝐶2𝑀(x, 2|s|) + Ψ(x),

Ψ0,Ψ ∈ 𝐿1(Ω). Таким образом, оценки (11), (12) установлены.
Далее проверим справедливость неравенства (10). Применяя неравенство

Юнга и (5), выводим

1Функции 𝑀 , 𝑀 , 𝑃 интегрируемы в Ω; 𝑀 удовлетворяет Δ2-условию; 𝑃 ≺≺ 𝑀 .
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𝑎0(x, 𝑠0, s)(𝑠0 − 𝑤0) + a(x, 𝑠0, s) · (s− w) >

>
(︀
𝑀 ′(x, 𝑠0) + 𝑃 ′(x, |s|) + 𝑓0(x)

)︀
(𝑠0 − 𝑤0) +

(︁
𝑀 ′(x, |s|) s

|s|
+ f(x)

)︁
· (s− w) >

>𝑀 ′(x, 𝑠0)𝑠0 + (𝑃 ′(x, |s|) + 𝑓0)𝑠0 −
(︀
𝑀 ′(x, 𝑠0) + 𝑃 ′(x, |s|) + 𝑓0

)︀
𝑤0 +

+𝑀 ′(x, |s|)|s| − |f||s| −𝑀 ′(x, |s|)|w| − |f||w| >
>𝑀 ′(x, 𝑠0)𝑠0 − 2𝜀𝑀(x, 𝑠0)− 𝐶1(𝜀)𝑀(x, 𝑃 ′(x, |s|))− 𝜀𝑀(x,𝑀 ′(x, 𝑠0)) +

+𝑀 ′(x, |s|)|s| − 𝜀𝑀(x, |s|)− 𝜀𝑀(x,𝑀 ′(x, |s|))−
− 𝐶2

(︀
𝜀)(𝑀(x, 𝑓0) +𝑀(x, |f|)

)︀
− 𝐶3

(︀
𝑀(x, 𝐶4(𝜀)𝑤0) +𝑀(x, 𝐶4(𝜀)|w|)

)︀
− 𝜑(x).

Используя неравенства (52), (55), (50), получаем

𝑎0(x, 𝑠0, s)(𝑠0 − 𝑤0) + a(x, 𝑠0, s) · (s− w) >

> (1− 3𝜀)𝑀(x, 𝑠0) + (1− 2𝜀− 𝜖𝐶1(𝜀))𝑀(x, |s|)−𝐻𝜀(x).

Выбирая 𝜀 < 1/3, 𝜖 < 1/(3𝐶1), устанавливаем неравенство (10) для любого
w ∈ R𝑛+1.

Кроме того, если 𝑀 ′(x, 𝑧) строго возрастающая, то условие (13) также
выполнено. Действительно, применяя неравенство Коши—Буняковского, вы-
водим

(︀
a(x, 𝑠0, s)− a(x, 𝑠0, t)

)︀
· (s− t) =

(︁
𝑀 ′(x, |s|) s

|s|
−𝑀 ′(x, |t|) t

|t|

)︁
· (s− t) >

>
(︀
𝑀 ′(x, |s|)−𝑀 ′(x, |t|)

)︀
(|s| − |t|).

Отметим, что последнее неравенство строгое для неколлинеарных векторов
s, t и ввиду монотонности 𝑀 ′(x, 𝑧) условие (13) выполнено. Для коллинеар-
ных векторов s ̸= t условие (13) также справедливо.
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Abstract
The paper considers the existence of solutions of the Dirichlet problem for

nonlinear elliptic equations of the second order in unbounded domains. Re-
strictions on the structure of quasilinear equations are formulated in terms
of a special class of convex functions (generalized 𝑁 -functions). Namely,
nonlinearities are determined by the Musilak–Orlicz functions such that
the complementaries functions obeys the condition Δ2. The corresponding
Musielak–Orlicz–Sobolev space does not have to be reflexive. This fact is a
significant problem, since the theorem for pseudomonotone operators is not
applicable here.

For the class of equations under consideration, the proof of the existence
theorem is based on an abstract theorem for additional systems. An impor-
tant tool which allowed to generalize available results on the existence of
solutions of the considered equations for bounded domains to the case of
unbounded domains is an embedding theorem for Musielak–Orlicz–Sobolev
spaces. Thus, in this paper, we find conditions on the structure of quasi-
linear equations in terms of the Musielak–Orlicz functions sufficient for the
solvability of the Dirichlet problem in unbounded domains. In addition, we
provide examples of equations which demonstrate that the class of nonlin-
earities considered in the paper is wider than non-power nonlinearities and
variable exponent nonlinearities.

Keywords: Musielak–Orlicz–Sobolev spaces, Dirichlet problem, existence
solution, non-reflective space, unbounded domain.
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