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Аннотация

Работа посвящена исследованию существования, а также анализу
качественных свойств решений для одного класса интегральных урав-
нений с монотонной нелинейностью на всей прямой. Указанный класс
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тивные теоремы существования ограниченных решений и изучены опре-
деленные качественные свойства построенных решений. В конце работы
приведены конкретные прикладные примеры указанных уравнений.
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О знакопеременных и ограниченных решениях одного класса интегральных уравнений. . .

1. Введение и постановка задачи
Рассмотрим следующий класс интегральных уравнений на всей прямой

𝑄(𝑓(𝑥)) =

∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡, −∞ < 𝑥 < +∞, (1)

с монотонной нелинейностью относительно искомой функции 𝑓(𝑥). В урав-
нении (1) ядро 𝐾 допускает следующее представление:

𝐾(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−𝛼(𝑥,𝑠)|𝑥−𝑡|𝑑𝜎(𝑠) (𝑥, 𝑡) ∈ R× R, (2)

где 𝜎(𝑠)— монотонно неубывающая функция на [𝑎, 𝑏), 0 < 𝑎 < 𝑏 6 +∞ и удо-
влетворяет условию: ∫︁ 𝑏

𝑎
𝑑𝜎(𝑠) =

1

2
. (3)

Функция 𝛼(𝑥, 𝑠) определена на множестве R× [𝑎, 𝑏) и обладает следующими
свойствами:
𝛼1) 𝛼 ∈ 𝐶(R× [𝑎, 𝑏));
𝛼2) существует число 𝜀 > 0 такое, что 𝛼(𝑥, 𝑠) > 𝜀 > 0, (𝑥, 𝑠) ∈ R× [𝑎, 𝑏);
𝛼3) 𝛼(𝑥, 𝑠) симметрична по первому аргументу:

𝛼(−𝑥, 𝑠) = 𝛼(𝑥, 𝑠), 𝑥 > 0, 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏);

𝛼4) имеет место неравенство:

𝛿 := sup
(𝑥,𝑠)∈R+×[𝑎,𝑏)

(︁
1− 𝜀

𝛼(𝑥, 𝑠)

)︁
< 1.

Нелинейность 𝑄 определена на множестве R и удовлетворяет следующим
условиям (см. рис. 1):
𝑞1) существует число 𝜂 > 0 такое, что на отрезке [−𝜂, 𝜂] функция 𝑄 явля-

ется непрерывной и нечетной;
𝑞2) 𝑄(𝜂) = 𝜂 и функция 𝑄 выпукла вниз на отрезке [0, 𝜂], причем число

𝜂 > 0 является первым положительным корнем уравнения 𝑄(𝑢) = 𝑢;
𝑞3) 𝑄 монотонно возрастает на отрезке [−𝜂, 𝜂];
𝑞4) уравнение 𝑄(𝑢) =

𝑢

2
имеет положительное решение 𝜉 < 𝜂.

Уравнение (1) имеет непосредственное применение в физической кине-
тике, а именно в кинетической теории газов (см. [1, 2]). Следует отметить,
что в линейном случае, когда 𝑄(𝑢) = 𝑢 и 𝐾(𝑥, 𝑡) = 0 при 𝑡 < 0, уравнение
(1) достаточно подробно изучалось в работе [3]. В том частном случае, ко-
гда 𝑄(𝑢) = 𝑢𝑝, 𝑝 > 2— нечетное число, а функция 𝛼 кроме условий 𝛼1)–𝛼4)
удовлетворяет также дополнительному условию sup

(𝑥,𝑠)∈R×[𝑎,𝑏)
𝛼(𝑥, 𝑠) < 2𝜀, в ра-

боте [4] были обсуждены вопросы существования ограниченных знакопере-
менных и нетривиальных решений для уравнения (1).

Небезынтересно также отметить, что соответствующее нелинейное урав-
нение на полуоси, при существенно иных ограничениях на нелинейность, ис-
следовалось в работе [5].
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В настоящей работе при более слабых и общих ограничениях на функ-
ции 𝑄 и 𝛼 мы докажем конструктивные теоремы существования ограничен-
ных нетривиальных непрерывных и знакопеременных решений, а также ис-
следуем некоторые качественные свойства построенных решений. В конце ра-
боты приведем несколько частных и прикладных примеров функций 𝑄 и 𝛼
для иллюстрации полученных результатов.

Решение уравнения (1) будем искать в следующем классе непрерывных
на R функций:

Π :=
{︀
𝜙 : 𝜙(−𝑥) = −𝜙(𝑥), 𝑥 > 0, 𝜙 ∈ 𝐶(R) ∩𝑀(R)

}︀
,

где 𝑀(R)— пространство ограниченных функций на множестве R.

2. Обозначения и вспомогательные факты
2.1. Сведение уравнения (1) к нелинейному

интегральному уравнению на полуоси
Проводя рассуждения, такие же, как в работе [4], решение уравнения (1)

можем свести к решению следующего нелинейного интегрального уравнения
на положительной полупрямой:

𝑄(𝐹 (𝑥)) =

∫︁ ∞

0
(𝐾(𝑥, 𝑡)−𝐾0(𝑥, 𝑡))𝐹 (𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 0, (4)

относительно искомой неотрицательной функции 𝐹 ∈ 𝐶(R+) ∩𝑀(R+), где
ядро 𝐾(𝑥, 𝑡) задается согласно формулы (2), а 𝐾0(𝑥, 𝑡) имеет следующий вид:

𝐾0(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑏

𝑎
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−𝛼(𝑥,𝑠)(𝑥+𝑡)𝑑𝜎(𝑠), (𝑥, 𝑡) ∈ R+ × R+.

При этом, если функция 𝐹 является неотрицательным нетривиальным непре-
рывным и ограниченным на R+ решением уравнения (4), то

𝑓(𝑥) =

{︂
𝐹 (𝑥), 𝑥 > 0,
−𝐹 (−𝑥), 𝑥 < 0,

будет решением уравнения (1), причем 𝑓 ∈ Π.

Рис. 1. [Figure 1]
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Более того, если 𝑓 ∈ Π является нетривиальным решением уравнения (1),
то 𝐹 (𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 > 0, будет решением уравнения (4).

Ниже займемся решением уравнения (4). С этой целью мы сначала про-
ведем исследование для специальных вспомогательных линейных уравнений
типа Вольтерра.

2.2. Неоднородное уравнение типа Вольтерра
с монотонно убывающим свободным членом

Рассмотрим следующее неоднородное интегральное уравнение с перемен-
ным нижним пределом

𝜓(𝑥) = 𝑔(𝑥) +

∫︁ ∞

𝑥
𝑣(𝑥, 𝑡)𝜓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+, (5)

относительно искомой неотрицательной функции 𝜓(𝑥), где

𝑔(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ R+, 𝑔(𝑥) ̸≡ 0, 𝑔 ∈ 𝐿1(R+) ∩𝑀(R+), (6)
𝑔(𝑥)монотонно убывает по 𝑥 на R+. (7)

Ядро 𝑣(𝑥, 𝑡) допускает следующее представление через функцию 𝛼(𝑥, 𝑠):

𝑣(𝑥, 𝑡) = 2𝐾(𝑥, 𝑡)𝜃(𝑡− 𝑥), (𝑥, 𝑡) ∈ R+ × R+, (8)

где 𝜃— известная функция Хевисайда.
Уравнение (5) перепишем в операторной форме:

(𝐼 − 𝑉 )𝜓 = 𝑔,

где 𝐼 — единичный оператор, а 𝑉 — интегральный оператор Вольтерра следу-
ющего вида:

(𝑉 𝑓)(𝑥) =

∫︁ ∞

𝑥
𝑣(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+.

Легко заметить, что оператор 𝑉 действует в пространстве 𝑀(R+). Это сразу
следует из свойств функций 𝛼 и 𝜎 (см. условия (3) и 𝛼1)–𝛼4) ). Рассмотрим
следующую задачу факторизации: для интегрального оператора 𝑉 найти та-
кой оператор Вольтерра 𝑊 , действующий из 𝑀(R+) в 𝑀(R+):

(𝑊𝑓)(𝑥) =

∫︁ ∞

𝑥
𝑊 (𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑓 ∈𝑀(R+),

чтобы имела место факторизация

𝐼 − 𝑉 = (𝐼 −𝑊 )(𝐼 − 𝑈), (9)

где

(𝑈𝑓)(𝑥) = 𝜀

∫︁ ∞

𝑥
𝑒−𝜀(𝑡−𝑥)𝑓(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+, 𝑓 ∈𝑀(R+).
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Факторизация (9) понимается как равенство операторов, действующих в про-
странстве 𝑀(R+). Из результатов работы [6] следует, что ядро оператора 𝑊
имеет следующий вид:

𝑊 (𝑥, 𝑡) = 2

∫︁ 𝑏

𝑎
(𝛼(𝑥, 𝑠)− 𝜀)𝑒−𝛼(𝑥,𝑠)(𝑡−𝑥)𝑑𝜎(𝑠)𝜃(𝑡− 𝑥), (𝑥, 𝑡) ∈ R+ × R+.

Из свойств 𝛼1)–𝛼4) легко следует, что

𝑊 ∈ 𝐶(R+ × R+), 𝑊 (𝑥, 𝑡) > 0, (𝑥, 𝑡) ∈ R+ × R+, (10)

𝜌 := sup
𝑥∈R+

∫︁ ∞

0
𝑊 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 6 2𝛿

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑑𝜎(𝑠) = 𝛿 < 1. (11)

Из (10) и (11) имеем, что оператор 𝑊 является сжимающим в пространстве
𝑀(R+). Используя факторизацию (9), уравнение (5) перепишем в следующем
виде:

(𝐼 −𝑊 )(𝐼 − 𝑈)𝜓 = 𝑔.

Обозначим через
Φ = (𝐼 − 𝑈)𝜓.

Тогда функция Φ будет удовлетворять следующему неоднородному уравне-
нию типа Вольтерра:

(𝐼 −𝑊 )Φ = 𝑔. (12)
Запишем уравнение (12) в развернутом виде:

Φ(𝑥) = 𝑔(𝑥) +

∫︁ ∞

𝑥
𝑊 (𝑥, 𝑡)Φ(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 0. (13)

Так как свободный член 𝑔 удовлетворяет условиям (6), (7), в силу того,
что оператор 𝑊 является сжимающим в пространстве 𝑀(R+), можем утвер-
ждать, что уравнение (13) обладает неотрицательным единственным реше-
нием в 𝑀(R+).

Рассмотрим следующие последовательные приближения:

Φ𝑛+1(𝑥) = 𝑔(𝑥) +

∫︁ ∞

𝑥
𝑊 (𝑥, 𝑡)Φ𝑛(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 0,

Φ0(𝑥) = 𝑔(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .
(14)

Применяя метод математической индукции, можно убедиться, что

Φ𝑛(𝑥) ↑ по 𝑛, Φ𝑛 ∈𝑀(R+), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (15)

Ниже докажем, что имеет место следующая оценка:

Φ𝑛(𝑥) 6
𝑔(𝑥)

1− 𝜌
, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+. (16)

При 𝑛 = 0 данное неравенство сразу следует из определения нулевого прибли-
жения в итерациях (14). Предположим, что (16) имеет место для некоторого
𝑛 ∈ N. Тогда в силу (7), (10) и (11) из (14) будем иметь
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Φ𝑛+1(𝑥) 6 𝑔(𝑥) +
∫︁ ∞

𝑥
𝑊 (𝑥, 𝑡)

𝑔(𝑡)

1− 𝜌
𝑑𝑡 6

6 𝑔(𝑥) +
𝑔(𝑥)

1− 𝜌

∫︁ ∞

𝑥
𝑊 (𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 6 𝑔(𝑥) +

𝑔(𝑥)𝜌

1− 𝜌
=

𝑔(𝑥)

1− 𝜌
.

Из (15) и (16) немедленно следует, что последовательность ограниченных
функций {Φ𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 имеет поточечный предел, когда 𝑛→ ∞:

lim
𝑛→∞

Φ𝑛(𝑥) = Φ(𝑥).

Согласно теореме Б. Леви [7], предельная функция Φ удовлетворяет уравне-
нию (13). Из (15), (16) в силу (6) и (7) заключаем, что

𝑔(𝑥) 6 Φ(𝑥) 6
𝑔(𝑥)

1− 𝜌
, 𝑥 ∈ R+,

Φ ∈ 𝐿1(R+) ∩𝑀(R+).

Таким образом, в силу единственности решения уравнения (13) в 𝑀(R+)
можем утверждать, что построенное при помощи итераций (14) решение яв-
ляется единственным. Решая уравнение (𝐼 − 𝑈)𝜓 = Φ, находим

𝜓(𝑥) = Φ(𝑥) + 𝜀

∫︁ ∞

𝑥
Φ(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+.

2.3. Построение нетривиального решения
для однородного уравнения типа Вольтерра

Рассмотрим следующее однородное линейное интегральное уравнение ти-
па Вольтерра относительно искомой функции ℒ (𝑥):

ℒ (𝑥) =

∫︁ ∞

𝑥
(𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝑡))ℒ (𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+, (17)

где

𝑣(𝑥, 𝑡) = 2

∫︁ 𝑏

𝑎
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−𝛼(𝑥,𝑠)(𝑥+𝑡)𝑑𝜎(𝑠), (𝑥, 𝑡) ∈ R+ × R+, (18)

а ядро 𝑣(𝑥, 𝑡) задается согласно (8).
Из следующего простого неравенства

|𝑥− 𝑡| 6 𝑥+ 𝑡, (𝑥, 𝑡) ∈ R+ × R+

с учетом условия 𝛼1) получаем

𝐾(𝑥, 𝑡) > 𝐾0(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ R+ × R+, (19)

откуда, в частности, следует

𝑣(𝑥, 𝑡) > 𝑣(𝑥, 𝑡), (𝑥, 𝑡) ∈ R+ × R+. (20)

Имеет место следующая основная лемма.
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Лемма 1. При условиях (3), 𝛼1)–𝛼4) уравнение (17) обладает неотрица-
тельным, нетривиальным, непрерывным и ограниченным на R+ решением
ℒ (𝑥), причем lim

𝑥→+∞
ℒ (𝑥) = 1 и 1− ℒ ∈ 𝐿1(R+), ℒ (𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R+.

До к а з ат е л ь ств о. Наряду с уравнением (17) рассмотрим следующие
неоднородные интегральные уравнения типа Вольтерра относительно иско-
мых функций 𝜓 и �̃�:

𝜓0(𝑥) = 𝑔0(𝑥) +

∫︁ ∞

𝑥
𝑣(𝑥, 𝑡)𝜓0(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+, (21)

�̃�(𝑥) = 𝑔1(𝑥) +

∫︁ ∞

𝑥
(𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝑡))�̃�(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+, (22)

где

𝑔0(𝑥) := 𝑒−2𝜀𝑥, 𝑥 ∈ R+,

𝑔1(𝑥) := 2

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑒−2𝛼(𝑥,𝑠)𝑥𝑑𝜎(𝑠), 𝑥 ∈ R+.

Очевидно, что функция 𝑔0 удовлетворяет условиям (6) и (7). Следователь-
но, в силу полученных в п. 2.1 результатов можно утверждать, что уравнение
(21) обладает неотрицательным и ограниченным решением вида

𝜓0(𝑥) = Φ0(𝑥) + 𝜀

∫︁ ∞

𝑥
Φ0(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+, (23)

где Φ0(𝑥) является решением уравнения (13) со свободным членом 𝑔(𝑥) = 𝑔0(𝑥)
и удовлетворяет следующему двойному неравенству:

𝑒−2𝜀𝑥 6 Φ0(𝑥) 6
𝑒−2𝜀𝑥

1− 𝜌
, 𝑥 ∈ R+. (24)

Так как 𝑔0 ∈ 𝐶(R+), 𝑣 ∈ 𝐶(R+ × R+), то из (23), (24) и (21) следует

𝜓0(𝑥) ∈ 𝐿1(R+) ∩ 𝐶(R+).

Таким образом, уравнение (21) обладает неотрицательным непрерывным
суммируемым и ограниченным решением 𝜓0(𝑥). Более того, из (23) и (24)
следует также, что функция 𝜓0(𝑥)𝑒

2𝜀𝑥 является ограниченной на R+.
Рассмотрим теперь следующие последовательные приближения для урав-

нения (22):

�̃�𝑛+1(𝑥) = 𝑔1(𝑥) +

∫︁ ∞

𝑥
(𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝑡))�̃�𝑛(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+,

�̃�0(𝑥) = 𝑔1(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .
(25)

Учитывая неравенство (20), индукцией по 𝑛 нетрудно убедиться, что

�̃�𝑛(𝑥) ↑ по 𝑛, 𝑥 ∈ R+. (26)
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В силу того, что 𝑔1 ∈ 𝐶(R+), 𝑣, 𝑣 ∈ 𝐶(R+ × R+), индукцией также можно
проверить, что

�̃�𝑛 ∈ 𝐶(R+), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . . (27)

Ниже докажем справедливость неравенства

�̃�𝑛(𝑥) 6 𝜓0(𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+, (28)

где 𝜓0 ∈ 𝐿1(R+) ∩ 𝐶(R+)— решение уравнения (21), обладающее свойства-
ми (23), (24). При 𝑛 = 0 неравенство (28) сразу вытекается из следующей
цепочки простых неравенств:

�̃�0(𝑥) = 𝑔1(𝑥) 6 2

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑒−2𝜀𝑥𝑑𝜎(𝑠) = 𝑒−2𝜀𝑥 = 𝑔0(𝑥) 6 𝜓0(𝑥), 𝑥 ∈ R+, (29)

ибо 𝛼(𝑥, 𝑠) > 𝜀 > 0, (𝑥, 𝑠) ∈ R+ × [𝑎, 𝑏) и
∫︁ 𝑏

𝑎
𝑑𝜎(𝑠) =

1

2
.

Предположим, что неравенство (28) выполняется при некоторых 𝑛 ∈ N.
Тогда, учитывая (20), (29), из (25) будем иметь

�̃�𝑛+1(𝑥) 6 𝑔0(𝑥) +
∫︁ ∞

𝑥
(𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝑡))𝜓0(𝑡)𝑑𝑡 6

6 𝑔0(𝑥) +
∫︁ ∞

𝑥
𝑣(𝑥, 𝑡)𝜓0(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜓0(𝑥), 𝑥 ∈ R+.

Таким образом, в силу (26), (27) и (28) можем утверждать, что после-
довательность непрерывных функций {�̃�𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 имеет поточечный предел,
когда 𝑛→ ∞: lim

𝑛→∞
�̃�𝑛(𝑥) = �̃�(𝑥), причем согласно теореме Б. Леви предель-

ная функция �̃�(𝑥) удовлетворяет уравнению (22). Из (26) и (28) следует

2

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑒−2𝛼(𝑥,𝑠)𝑥𝑑𝜎(𝑠) 6 �̃�(𝑥) 6 𝜓0(𝑥), 𝑥 ∈ R+. (30)

Так как 𝑔1 ∈ 𝐶(R+), 𝑣, 𝑣 ∈ 𝐶(R+ × R+), с учетом (30) можно утверждать,
что �̃� ∈ 𝐶(R+).

Итак, согласно теореме Дини получаем, что сходимость последовательно-
сти функций {�̃�𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 к �̃�(𝑥) в каждом компакте из R+ равномерна. Из
(30), (23) и (24) также следует

�̃� ∈ 𝐿1(R+) ∩𝑀(R+) (31)

и более того —
�̃�(𝑥)𝑒2𝜀𝑥 ∈𝑀(R+). (32)

Таким образом, уравнение (22) обладает неотрицательным, непрерывным,
ограниченным и суммируемым на R+ решением, более того, имеет место
включение (32).
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Теперь прямой проверкой убедимся, что �̃�тр(𝑥) ≡ 1 является решением
уравнения (22). Действительно, учитывая (3), (8), (18) и теорему Фубини [7],
имеем

𝑔1(𝑥) +

∫︁ ∞

𝑥
(𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝑡))𝑑𝑡 = 2

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑒−2𝛼(𝑥,𝑠)𝑥𝑑𝜎(𝑠)+

+ 2

∫︁ ∞

𝑥

∫︁ 𝑏

𝑎
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−𝛼(𝑥,𝑠)(𝑡−𝑥)𝑑𝜎(𝑠)𝑑𝑡− 2

∫︁ ∞

𝑥

∫︁ 𝑏

𝑎
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−𝛼(𝑥,𝑠)(𝑥+𝑡)𝑑𝜎(𝑠)𝑑𝑡 =

= 2

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑒−2𝛼(𝑥,𝑠)𝑥𝑑𝜎(𝑠) + 2

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝜎(𝑠)− 2

∫︁ 𝑏

𝑎
𝛼(𝑥, 𝑠)

∫︁ ∞

𝑥
𝑒−𝛼(𝑥,𝑠)(𝑥+𝑡)𝑑𝑡𝑑𝜎(𝑠) =

= 2

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑒−2𝛼(𝑥,𝑠)𝑥𝑑𝜎(𝑠) + 1− 2

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑒−2𝛼(𝑥,𝑠)𝑥𝑑𝜎(𝑠) = 1.

Индукцией по 𝑛 легко можно проверить справедливость неравенства

�̃�𝑛(𝑥) 6 1, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+.

Следовательно, �̃�(𝑥) 6 �̃�тр(𝑥), 𝑥 ∈ R+. Из свойств (31) и (32) следует

�̃�(𝑥) ̸≡ �̃�тр(𝑥).

В силу линейности уравнения (22) функция

ℒ (𝑥) = �̃�тр(𝑥)− �̃�(𝑥) = 1− �̃�(𝑥) > 0

будет удовлетворять однородному уравнению (17). Из свойств функции �̃�
(см. (31), (32)) приходим к завершению доказательства. �

3. Разрешимость уравнения (4)
Рассмотрим следующие последовательные приближения:

𝑄(𝐹𝑛+1(𝑥)) =

∫︁ ∞

0
(𝐾(𝑥, 𝑡)−𝐾0(𝑥, 𝑡))𝐹𝑛(𝑡)𝑑𝑡, 𝑥 > 0,

𝐹0(𝑥) = 𝜂, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . .

(33)

Индукцией по 𝑛 докажем, что

𝐹𝑛(𝑥) ↓ по 𝑛, (34)
𝐹𝑛(𝑥) > 𝜉ℒ (𝑥), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑥 ∈ R+, (35)

𝐹𝑛 ∈ 𝐶(R+), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (36)

где ℒ (𝑥)— решение уравнения (17) (см. лемму 1).
Сперва убедимся, что 0 6 𝐹1(𝑥) 6 𝐹0(𝑥), 𝑥 ∈ R+. Учитывая (19), (3), из

(33) будем иметь
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𝑄(𝐹1(𝑥)) 6 𝜂
∫︁ ∞

0
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝜂

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁ ∞

0
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−𝛼(𝑥,𝑠)|𝑥−𝑡|𝑑𝑡𝑑𝜎(𝑠) 6

6 𝜂
∫︁ 𝑏

𝑎
𝛼(𝑥, 𝑠)

∫︁ ∞

−∞
𝑒−𝛼(𝑥,𝑠)|𝑦|𝑑𝑦𝑑𝜎(𝑠) = 2𝜂

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑑𝜎(𝑠) = 𝜂 = 𝑄(𝜂), (37)

𝑄(𝐹1(𝑥)) > 0 = 𝑄(0), 𝑥 ∈ R+. (38)

Из (37) и (38) в силу монотонности функции 𝑄 следует справедливость нера-
венств

0 6 𝐹1(𝑥) 6 𝐹0(𝑥), 𝑥 ∈ R+.

Неравенство (35) для 𝑛 = 0 сразу следует из оценки

𝐹0(𝑥) = 𝜂 > 𝜉 > 𝜉ℒ (𝑥), 𝑥 ∈ R+.

Непрерывность нулевого приближения в итерациях (33) очевидна. Предпо-
ложим, что для некоторого натурального 𝑛 имеет место неравенство

0 6 𝐹𝑛(𝑥) 6 𝐹𝑛−1(𝑥), 𝑥 ∈ R+.

Тогда, вновь используя (19), из (33) получим

𝑄(𝐹𝑛+1(𝑥)) 6
∫︁ ∞

0
(𝐾(𝑥, 𝑡)−𝐾0(𝑥, 𝑡))𝐹𝑛−1(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑄(𝐹𝑛(𝑥)), 𝑥 ∈ R+, (39)

𝑄(𝐹𝑛+1(𝑥)) > 0 = 𝑄(0), 𝑥 ∈ R+. (40)

Снова используя монотонность функции 𝑄, из (39) и (40) будем иметь

0 6 𝐹𝑛+1(𝑥) 6 𝐹𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ R+.

Предположим теперь, что 𝐹𝑛(𝑥) > 𝜉ℒ (𝑥), 𝑥 ∈ R+, для некоторого 𝑛 ∈ N.
Тогда, учитывая (19) и условия 𝑞1)–𝑞4), из (33) получаем

𝑄(𝐹𝑛+1(𝑥)) > 𝜉
∫︁ ∞

0
(𝐾(𝑥, 𝑡)−𝐾0(𝑥, 𝑡))ℒ (𝑡)𝑑𝑡 >

> 𝜉
∫︁ ∞

𝑥
(𝐾(𝑥, 𝑡)−𝐾0(𝑥, 𝑡))ℒ (𝑡)𝑑𝑡 =

=
𝜉

2

∫︁ ∞

𝑥
(𝑣(𝑥, 𝑡)− 𝑣(𝑥, 𝑡))ℒ (𝑡)𝑑𝑡 =

𝜉ℒ (𝑥)

2
> 𝑄(𝜉ℒ (𝑥)), 𝑥 ∈ R+,

ибо 𝑄(𝑢) 6
𝑢

2
, 𝑢 ∈ [0, 𝜉] и 0 6 ℒ (𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R+.

Наконец, предположим, что 𝐹𝑛 ∈ 𝐶(R+) при некотором 𝑛 ∈ N. Тогда в си-
лу того, что 𝐾, 𝐾0 ∈ 𝐶(R+ ×R+), получаем, что 𝑄(𝐹𝑛+1(𝑥)) является непре-
рывной функцией на R+. Так как 0 6 𝐹𝑛+1(𝑥) 6 𝜂, 𝑥 ∈ R+ и 𝑄 ∈ 𝐶[−𝜂, 𝜂],
𝑄 ↑ на [−𝜂, 𝜂], из непрерывности функции 𝑄(𝐹𝑛+1(𝑥)) следует непрерывность
функции 𝐹𝑛+1(𝑥) на R+.
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Таким образом, утверждения (34)–(36) полностью доказаны. Следова-
тельно, последовательность непрерывных функций {𝐹𝑛(𝑥)}∞𝑛=0 имеет пото-
чечный предел, когда 𝑛 → ∞: lim

𝑛→∞
𝐹𝑛(𝑥) = 𝐹 (𝑥), причем предельная функ-

ция 𝐹 удовлетворяет уравнению (4) и имеет место следующая двойная оценка:

𝜉ℒ (𝑥) 6 𝐹 (𝑥) 6 𝜂, 𝑥 ∈ R+, (41)

и в силу непрерывности ядер 𝐾,𝐾0 и нелинейности 𝑄 функция 𝐹 ∈ 𝐶(R+).

Итак, на основе вышеизложенного приходим к следующему результату.
Лемма 2. При условиях (3), 𝛼1)–𝛼4) и 𝑞1)–𝑞4) уравнение (4) обладает не-

отрицательным, нетривиальным, непрерывным и ограниченным на R+ ре-
шением. Более того, имеет место двойная оценка (41).

4. Асимптотическое поведение решения
при дополнительных ограничениях на 𝛼(𝑥, 𝑠) и 𝑄(𝑢)

4.1. Ключевая лемма
Ниже при дополнительных ограничениях на функции 𝛼(𝑥, 𝑠) и 𝑄(𝑢) мы

докажем справедливость следующих соотношений:
1) lim

𝑥→+∞
𝐹 (𝑥) = 𝜂,

2) 𝜂 − 𝐹 ∈ 𝐿1(R+).
Кроме условий 𝛼1)–𝛼4) и 𝑞1)–𝑞4), здесь мы предполагаем, что

𝛼0 := sup
(𝑥,𝑠)∈R×[𝑎,𝑏)

𝛼(𝑥, 𝑠) 6 2𝜀, (42)

𝜂 <
3

2
𝜉. (43)

Имеет место следующая лемма.
Лемма 3. При условиях (3), 𝛼1)–𝛼4), 𝑞1)–𝑞4) и (42), (43) любое реше-

ние уравнения (4), удовлетворяющее неравенством (41), обладает свойства-
ми 1) и 2).

До к а з ат е л ь ств о. Сперва заметим, что уравнение (4) можно пред-
ставить в следующем виде:

𝜂 −𝑄(𝐹 (𝑥)) = 𝜂

∫︁ ∞

0
𝐾0(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡+

+

∫︁ ∞

0
𝐾0(𝑥, 𝑡)𝐹 (𝑡)𝑑𝑡+

∫︁ ∞

0
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡, 𝑥 > 0, (44)

поскольку, согласно теореме Фубини,

𝜂

∫︁ ∞

0
(𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡+𝐾0(𝑥, 𝑡))𝑑𝑡 =

= 𝜂

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁ ∞

0
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−𝛼(𝑥,𝑠)|𝑥−𝑡|𝑑𝑡𝑑𝜎(𝑠) + 𝜂

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁ ∞

0
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−𝛼(𝑥,𝑠)(𝑥+𝑡)𝑑𝑡𝑑𝜎(𝑠) =
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= 𝜂

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁ 𝑥

−∞
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−𝛼(𝑥,𝑠)|𝑦|𝑑𝑦𝑑𝜎(𝑠) + 𝜂

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁ ∞

𝑥
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−𝛼(𝑥,𝑠)|𝑦|𝑑𝑦𝑑𝜎(𝑠) =

= 2𝜂

∫︁ 𝑏

𝑎
𝑑𝜎(𝑠) = 𝜂.

Так как 𝜀 6 𝛼(𝑥, 𝑠) 6 2𝜀 (см. условия 𝛼2) и (42)), то с учетом 𝑞1)–𝑞3), (41),
(3) и (44) имеем

0 6 𝜂 −𝑄(𝐹 (𝑥)) 6 2𝜂
𝛼0

𝜀

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁ ∞

𝑥
𝑒−𝜀𝑦𝑑𝑦𝑑𝜎(𝑠) +

∫︁ ∞

0
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡 =

= 𝜂
𝛼0

𝜀
𝑒−𝜀𝑥 +

∫︁ ∞

0
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡, 𝑥 > 0. (45)

Рассмотрим теперь функцию

𝜒(𝑢) :=
𝜂 −𝑄(𝑢)

𝜂 − 𝑢
, 𝑢 ∈ [0, 𝜂).

Из свойств 𝑞1)–𝑞4), (43) сразу следует

𝜒 ∈ 𝐶[0, 𝜂),

𝜒(0) = 1, 𝜒(𝜉) =
𝜂 − 𝜉

2

𝜂 − 𝜉
> 2.

В силу выпуклости и монотонности функции 𝑄 на интервале [0, 𝜂) функция
𝜒(𝑢) будет монотонно возрастающей на [0, 𝜂) (см. рис. 2).

Следовательно, существует 𝜉0 ∈ (0, 𝜉) такое, что

𝜒(𝜉0) > 2. (46)

Зафиксируем число 𝜉0. Так как lim
𝑥→+∞

ℒ (𝑥) = 1 и ℒ (𝑥) 6 1, 𝑥 ∈ R+,

существует число 𝑟 > 0 такое, что при 𝑥 > 𝑟 имеет место неравенство

1− ℒ (𝑥) = |1− ℒ (𝑥)| 6 𝜉 − 𝜉0
𝜉

,

Рис. 2. [Figure 2]
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из которого следует

ℒ (𝑥) >
𝜉0
𝜉

при 𝑥 > 𝑟. (47)

Таким образом, учитывая (41) и (47), можем утверждать, что

𝐹 (𝑥) > 𝜉0 при 𝑥 > 𝑟.

Проведем теперь прямую, проходящую через точки (𝜉0, 𝑄(𝜉0)) и (𝜂, 𝜂). Урав-
нение этой прямой имеет вид (см. рис. 3)

𝑦 =
𝜂 −𝑄(𝜉0)

𝜂 − 𝜉0
𝑢+ 𝜂

𝑄(𝜉0)− 𝜉0
𝜂 − 𝜉0

.

В силу выпуклости функции 𝑄 на отрезке [0, 𝜂] можем утверждать, что при
𝑥 > 𝑟

𝑄(𝐹 (𝑥)) 6
𝜂 −𝑄(𝜉0)

𝜂 − 𝜉0
𝐹 (𝑥) + 𝜂

𝑄(𝜉0)− 𝜉0
𝜂 − 𝜉0

,

из чего следует справедливость неравенства

𝜂 −𝑄(𝐹 (𝑥)) > 𝜒(𝜉0)(𝜂 − 𝐹 (𝑥)) при 𝑥 > 𝑟. (48)

Так как 𝐾, 𝐾0 ∈ 𝐶(R+ × R+), 𝑄 ∈ 𝐶[0, 𝜂], из (4) в силу (41) и 𝑞3) получаем
𝐹 ∈ 𝐶(R+). Поскольку 𝐹 ∈ 𝐶(R+), очевидно, что 𝜂 − 𝐹 ∈ 𝐿1(0, 𝑟).

Докажем теперь, что 𝜂 − 𝐹 ∈ 𝐿1(𝑟,+∞). Пусть 𝑅 > 𝑟— произвольное
конечное число. Проинтегрируем обе части (45) по 𝑥 в пределах от 𝑟 до 𝑅:∫︁ 𝑅

𝑟
(𝜂 −𝑄(𝐹 (𝑥)))𝑑𝑥 6

𝜂𝛼0

𝜀

∫︁ 𝑅

𝑟
𝑒−𝜀𝑥𝑑𝑥+

∫︁ 𝑅

𝑟

∫︁ ∞

0
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑥 6

6
𝜂𝛼0

𝜀2
+

∫︁ 𝑅

𝑟

∫︁ 𝑟

0
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑥+

∫︁ 𝑅

𝑟

∫︁ 𝑅

𝑟
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑅

𝑟

∫︁ ∞

𝑅
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑥. (49)

Рис. 3. [Figure 3]
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Заметим, что в силу теоремы Фубини

∫︁ 𝑅

𝑟

∫︁ 𝑟

0
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 6 𝛼0

∫︁ 𝑅

𝑟

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁ 𝑟

0
𝑒−𝜀|𝑥−𝑡|𝑑𝑡𝑑𝜎(𝑠)𝑑𝑥 =

=
𝛼0

2

∫︁ 𝑅

𝑟

∫︁ 𝑥

𝑥−𝑟
𝑒−𝜀|𝑦|𝑑𝑦𝑑𝑥 =

𝛼0

2

∫︁ 𝑅

𝑟

(︂∫︁ ∞

𝑥−𝑟
𝑒−𝜀𝑦𝑑𝑦 −

∫︁ ∞

𝑥
𝑒−𝜀𝑦𝑑𝑦

)︂
𝑑𝑥 6

6
𝛼0

2𝜀

∫︁ 𝑅

𝑟
𝑒−𝜀(𝑥−𝑟)𝑑𝑥 6

𝛼0

2𝜀

∫︁ ∞

𝑟
𝑒−𝜀𝑡𝑑𝑡 =

𝛼0

2𝜀2
𝑒−𝜀𝑟 6

𝛼0

2𝜀2
< +∞,

∫︁ 𝑅

𝑟

∫︁ ∞

𝑅
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 6

𝛼0

2

∫︁ 𝑅

𝑟

∫︁ ∞

𝑅
𝑒−𝜀|𝑥−𝑡|𝑑𝑡𝑑𝑥 =

𝛼0

2

∫︁ 𝑅

𝑟

∫︁ 𝑥−𝑅

−∞
𝑒−𝜀|𝑦|𝑑𝑦𝑑𝑥 6

6
𝛼0

2

∫︁ 𝑅

0

∫︁ 𝑥−𝑅

−∞
𝑒𝜀𝑦𝑑𝑦𝑑𝑥 =

𝛼0

2𝜀

∫︁ 𝑅

0
𝑒𝜀(𝑥−𝑅)𝑑𝑥 6

𝛼0

2𝜀2
< +∞.

В конечном итоге имеем∫︁ 𝑅

𝑟

∫︁ 𝑟

0
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 6

𝛼0

2𝜀2
,

∫︁ 𝑅

𝑟

∫︁ ∞

𝑅
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡𝑑𝑥 6

𝛼0

2𝜀2
. (50)

Учитывая (50) и (41), из (49) получим

∫︁ 𝑅

𝑟
(𝜂 −𝑄(𝐹 (𝑥)))𝑑𝑥 6

6
𝜂𝛼0

𝜀2
+
𝜂𝛼0

2𝜀2
+
𝜂𝛼0

2𝜀2
+

∫︁ 𝑅

𝑟

∫︁ 𝑅

𝑟
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑥 =

=
2𝜂𝛼0

𝜀2
+

∫︁ 𝑅

𝑟

∫︁ 𝑅

𝑟
𝐾(𝑥, 𝑡)(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡𝑑𝑥. (51)

Теперь, используя неравенство (48) с учетом (3), (42), 𝛼1) и теорему Фубини,
из (51) будем иметь

0 6 𝜒(𝜉0)
∫︁ 𝑅

𝑟
(𝜂 − 𝐹 (𝑥))𝑑𝑥 6

6
2𝜂𝛼0

𝜀2
+

∫︁ 𝑅

𝑟
(𝜂 − 𝐹 (𝑡))

∫︁ ∞

0
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥𝑑𝑡 6

6
2𝜂𝛼0

𝜀2
+ 2

∫︁ 𝑅

𝑟
(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡

или в силу (46) —

0 6
∫︁ 𝑅

𝑟
(𝜂 − 𝐹 (𝑥))𝑑𝑥 6

2𝜂𝛼0

(𝜒(𝜉0)− 2)𝜀2
. (52)
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Устремляя число 𝑅 к бесконечности в (52), получим 𝜂 − 𝐹 ∈ 𝐿1(𝑟,+∞) и

0 6
∫︁ ∞

𝑟
(𝜂 − 𝐹 (𝑥))𝑑𝑥 6

2𝜂𝛼0

(𝜒(𝜉0)− 2)𝜀2
. (53)

Окончательно в силу (41) и (53) имеем

𝜂 − 𝐹 ∈ 𝐿1(R+) ∩𝑀(R+).

Из (45) с учетом (3), 𝛼1) и (42) следует

0 6 𝜂 −𝑄(𝐹 (𝑥)) 6
𝜂𝛼0

𝜀
𝑒−𝜀𝑥 + 𝜀

∫︁ ∞

0
𝑒−𝜀|𝑥−𝑡|(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡, 𝑥 ∈ R+. (54)

Так как 𝜂 − 𝐹 ∈ 𝐿1(R+) ∩𝑀(R+), 𝑒−𝜀|𝑥| ∈ 𝐿1(R) ∩𝑀(R), в силу известного
предельного соотношения в операции свертки [8] имеем

lim
𝑥→+∞

∫︁ ∞

0
𝑒−𝜀|𝑥−𝑡|(𝜂 − 𝐹 (𝑡))𝑑𝑡 = 0. (55)

Из (54) и (55) сразу получаем

lim
𝑥→+∞

𝑄(𝐹 (𝑥)) = 𝜂. (56)

Учитывая 𝑞1)–𝑞3), из (56) окончательно получим

lim
𝑥→+∞

𝐹 (𝑥) = 𝜂. �

4.2. Формулировка основных результатов
Вернемся теперь к уравнению (1). Учитывая формулу

𝑓(𝑥) =

{︂
𝐹 (𝑥), 𝑥 > 0,

−𝐹 (−𝑥), 𝑥 < 0

и утверждения леммы 2 и леммы 3, приходим к следующим теоремам.
Теорема 1. При условиях леммы 2 уравнение (1) обладает нетривиаль-

ным знакопеременным непрерывным нечетным и ограниченным решением
𝑓(𝑥). Более того, данное решение удовлетворяет следующим неравенствам:

𝜉ℒ (𝑥) 6 𝑓(𝑥) 6 𝜂, при 𝑥 > 0, (57)
−𝜂 6 𝑓(𝑥) 6 −𝜉ℒ (−𝑥), при 𝑥 < 0.

Теорема 2. При условиях леммы 3 любое решение 𝑓(𝑥) ∈ Π уравнения (1),
удовлетворяющее неравенству (57), обладает следующими предельными и
асимптотическими свойствами:

lim
𝑥→±∞

𝑓(𝑥) = ±𝜂, 𝜂 ± 𝑓 ∈ 𝐿1(R∓),

где R+ := [0,+∞), R− := (−∞, 0].
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5. Вопрос единственности решения. Примеры
5.1. О единственности решения

Возникает естественный вопрос: будет ли построенное нами решение един-
ственным? Ответ на этот вопрос в общем случае отрицательный. Ниже убе-
димся, что, например, когда функция 𝛼(𝑥, 𝑠) является периодической по пе-
ременной 𝑥 с основным периодом 𝑇 > 0 (т. е. 𝛼(𝑥 + 𝑇, 𝑠) = 𝛼(𝑥, 𝑠), 𝑥 ∈ R,
𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏)), то единственность нарушается. Заметим, что тогда уравнение (1),
кроме решения 𝑓(𝑥), обладает также однопараметрическим семейством ре-
шений вида {𝑓(𝑥+𝑚𝑇 )}𝑚∈Z. Действительно, учитывая (2) и периодичность
функции 𝛼, из (1) будем иметь∫︁ ∞

−∞
𝐾(𝑥, 𝑡)𝑓(𝑡+𝑚𝑇 )𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁ ∞

−∞
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−𝛼(𝑥,𝑠)|𝑥−𝑡|𝑓(𝑡+𝑚𝑇 )𝑑𝑡𝑑𝜎(𝑠) =

=

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁ ∞

−∞
𝛼(𝑥, 𝑠)𝑒−𝛼(𝑥,𝑠)|𝑥+𝑚𝑇−𝑦|𝑓(𝑦)𝑑𝑦𝑑𝜎(𝑠) =

=

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁ ∞

−∞
𝛼(𝑥+𝑚𝑇, 𝑠)𝑒−𝛼(𝑥+𝑚𝑇,𝑠)|𝑥+𝑚𝑇−𝑦|𝑓(𝑦)𝑑𝑦𝑑𝜎(𝑠) =

= 𝑄(𝑓(𝑥+𝑚𝑇 )).

5.2. Примеры функций 𝑄 и 𝛼
Приведем несколько примеров функций 𝑄 и 𝛼, удовлетворяющих услови-

ям доказанных теорем.
Примеры функции 𝑄:

𝑄𝑎) 𝑄(𝑢) = 𝑢𝑝, 𝑢 ∈ R, 𝑝 > 2— произвольное нечетное число.
𝑄𝑏) 𝑄(𝑢) = 𝑎𝑢𝑝 + (1− 𝑎)𝑢, 𝑎 ∈

(︀
1
2 , 1

]︀
, 𝑝 > 2— нечетное число.

Подробно остановимся на примере 𝑄𝑏. Проверим условия 𝑞1)–𝑞4).
Действительно, легко заметить, что для этой функции положительной

неподвижной точкой служит число 𝜂 = 1, а 𝜉 =

√︁
𝑎−1/2

𝑎 < 1. Очевидно, что
𝑄 ↑ на R, 𝑄 ∈ 𝐶(R) и 𝑄(−𝑢) = −𝑄(𝑢), 𝑢 > 0, причем 𝑄 выпукла вниз на
отрезке [0, 1].

Заметим, что при 𝑎 ∈
(︀

9
10 , 1

]︀
имеет место также условие 𝜂 < 3

2𝜉. В спра-
ведливости последнего неравенства можно убедиться прямой проверкой.

Примеры функции 𝛼:
𝛼𝑎) 𝛼(𝑥, 𝑠) = 𝜀 + 𝐺0(𝑠)𝑒

−|𝑥|, 𝑥 ∈ R, где 𝐺0 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏) и 0 6 𝐺0(𝑠) 6 𝜀,
𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏), 𝜀 > 0.

𝛼𝑏) 𝛼(𝑥, 𝑠) = 𝜀+𝐺0(𝑠) sin
2 𝑥, 𝑥 ∈ R, где 𝐺0 — удовлетворяет условиям

примера 𝛼𝑎.
Следует отметить, что в случае примера 𝛼𝑏 (период 𝑇 = 𝜋) уравнение (1)

обладает однопараметрическим семейством решений вида {𝑓(𝑥+ 𝜋𝑚)}𝑚∈Z.

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
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Abstract

The paper is devoted to the study of the existence and analysis of the
qualitative properties of solutions for one class of integral equations with
monotonic nonlinearity on the entire line. The indicated class of equations
arises in the kinetic theory of gases. The constructive theorems of the ex-
istence of bounded solutions are proved, and certain qualitative properties
of the constructed solutions are studied. At the end of the paper, specific
applied examples of these equations are given.
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