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Аннотация

Построено новое замкнутое решение связанной нестационарной зада-
чи термоэлектроупругости для длинного пьезокерамического радиаль-
но поляризованного цилиндра при удовлетворении на его лицевых по-
верхностях граничных условий теплопроводности 1-го и 3-го рода. Рас-
сматривается случай, когда скорость изменения температурного поля
не оказывает влияние на инерционные характеристики упругой систе-
мы, что позволяет включить в исходные расчетные соотношения рас-
сматриваемой задачи линейные уравнения равновесия, электростатики
и теплопроводности относительно радиальной компоненты вектора пе-
ремещений, электрического потенциала, а также функции изменения
температурного поля. В расчетах применяется классический закон теп-
лопроводности Фурье.

Для решения задачи используется математический аппарат неполно-
го разделения переменных в виде обобщенного биортогонального конеч-
ного интегрального преобразования, основанного на многокомпонент-
ном соотношении собственных вектор-функций двух однородных кра-
евых задач. Важным моментом в процедуре структурного алгоритма
данного метода является выделение сопряженного оператора, без кото-
рого невозможно осуществить решение несамосопряженных линейных
задач математической физики.

Построенные расчетные соотношения дают возможность определить
напряженно-деформированное состояние, температурное и электриче-
ское поля, индуцируемые в пьезокерамическом элементе при произволь-
ном температурном внешнем воздействии. Анализ численных результа-
тов позволяет определить толщину стенки цилиндра, при которой элек-
трическое поле приводит к перераспределению температурного поля.
Установлено, что скорость изменения объема пьезокерамического тела
при внешнем температурном воздействии не оказывает существенного
влияния на температурное поле.
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Разработанный алгоритм расчета находит свое применение при проек-
тировании нерезонансных пьезоэлектрических датчиков температуры.
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Введение. В настоящее время в измерительных приборах широко ис-
пользуются пьезоэлектрические датчики температуры резонансного и нере-
зонансного классов. Их работа основана на зависимости электрического поля,
индуцируемого в пьезокерамическом элементе, от величины внешнего темпе-
ратурного воздействия [1–4]. Для расширения функциональных возможно-
стей датчиков данного типа возникает необходимость углубленного анали-
за нестационарных процессов, позволяющего понять эффект взаимодействия
механических, температурных и электрических полей.

Математическая формулировка начально-краевых задач, описывающих
связанность термоэлектроупругих полей, включает систему несамосопряжен-
ных дифференциальных уравнений, исследование которых в последнее вре-
мя, как правило, проводится при использовании численных методов [5, 6].
Однако достаточно слабые эффекты взаимодействия полей различной фи-
зической природы удается проанализировать только с помощью замкнутых
аналитических решений. При этом проблема интегрирования исходных рас-
четных соотношений и построения общего решения приводит к проведению
расчетов в упрощенной постановке, а именно исследуются несвязанные зада-
чи [4, 7] или анализируются бесконечно длинные тела [8, 9].

Замкнутые решения динамических задач термоэлектроупругости пред-
ставлены в немногих работах [4,7–9]. В работе [4] на основании известных ха-
рактеристик вынужденных стационарных электроупругих колебаний иссле-
довалась плотность распределения температуры по длине конструкции. Ста-
тья [7] посвящена анализу напряженно-деформированного состояния длин-
ного полого цилиндра в случае теплового удара без учета влияния электри-
ческого потенциала на термоупругие поля.

В [8,9] рассматриваются связанные задачи для однородного и неоднород-
ного пьезокерамических неограниченных слоев. Статья [8] посвящена анали-
зу дисперсионных свойств тепловых и электроупругих волн, а в [9] рассмат-
ривалась нестационарная задача при действии тепловой и электрической на-
грузок. Использование преобразования Лапласа позволило сформулировать
в пространстве изображений интегральное уравнение Фредгольма, которое
реализовывалось численным методом.

Целью настоящей работы является решение связанной нестационарной
задачи термоэлектроупругости для длинного полого пьезокерамического ци-
линдра при действии на его поверхностях температурной нагрузки (гранич-
ные условия 1 рода) и учете конвекционного теплообмена с окружающей сре-
дой (граничные условия 3 рода) [10]. Рассматривается случай, когда скорость
изменения нагрузки существенно меньше скорости распространения упругих
волн, что позволяет не принимать во внимание инерционные свойства кон-
струкции и использовать в расчетах уравнения равновесия [11,12].
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1. Постановка задачи. Пусть полый длинный незакрепленный пьезоке-
рамический цилиндр занимает в цилиндрической системе координат (𝑟*, 𝜃, 𝑧)
область Ω:

{︀
𝑎 6 𝑟* 6 𝑏, 0 6 𝜃 6 2𝜋,−∞ < 𝑧 < ∞

}︀
. Рассмотрим случай дей-

ствия на его цилиндрических поверхностях нестационарной нагрузки в ви-
де функций изменения температуры от времени 𝑡* — 𝜔*

1(𝑡*) (𝑟* = 𝑎), 𝜔*
2(𝑡*)

(𝑟* = 𝑏) (граничные условия 1 рода). Лицевые электродированные поверхно-
сти элемента короткозамкнуты.

В общем случае дифференциальные уравнения равновесия, электростати-
ки и теплового баланса на основании классического закона теплопроводности
Фурье имеют вид [13–15]:

𝜕𝜎𝑟𝑟
𝜕𝑟*

+
𝜎𝑟𝑟 − 𝜎𝜃𝜃

𝑟*
= 0, (1)

∇̃𝐷𝑟 = 0, 𝑇0
𝜕𝑠

𝜕𝑡*
= Λ∇̃𝜕Θ*

𝜕𝑟*
. (2)

Уравнения осесимметричного состояния электроупругой анизотропной
среды при радиальной поляризации пьезокерамического материала с гекса-
гональной кристаллической решеткой класса 6 мм записываются следующим
образом [8]:

𝜎𝑟𝑟 = 𝐶33
𝜕𝑈*

𝜕𝑟*
+ 𝐶13

𝑈*

𝑟*
+ 𝑒33

𝜕𝜑*

𝜕𝑟*
− 𝛾33Θ

*, (3)

𝜎𝜃𝜃 = 𝐶13
𝜕𝑈*

𝜕𝑟*
+ 𝐶11

𝑈*

𝑟*
+ 𝑒31

𝜕𝜑*

𝜕𝑟*
− 𝛾11Θ

*, (4)

𝐷𝑟 = −𝜀33
𝜕𝜑*

𝜕𝑟*
+ 𝑒33

𝜕𝑈*

𝜕𝑟*
+ 𝑒31

𝑈*

𝑟*
+ 𝑔3Θ

*, (5)

а объемная плотность энтропии 𝑠(𝑟*, 𝑡*) при разложении в ряд Тейлора с уче-
том условия Θ*/𝑇 ≪ 1 (Θ* = 𝑇 −𝑇0; Θ*, 𝑇 , 𝑇0 — соответственно приращение,
текущая температура и температура первоначального состояния тела, при ко-
тором отсутствуют механические напряжения), определяется равенством [9]:

𝑠 = 𝛾33∇̃𝑈* + 𝑘
Θ*

𝑇0
− 𝑔3

𝜕𝜑*

𝜕𝑟*
. (6)

В равенствах (1)–(6) 𝜎𝑟𝑟(𝑟*, 𝑡*), 𝜎𝜃𝜃(𝑟*, 𝑡*)— компоненты тензора механи-
ческих напряжений; 𝑈*(𝑟*, 𝑡*), 𝐷𝑟(𝑟*, 𝑡*)— радиальные составляющие векто-
ров перемещений и индукции электрического поля; 𝜑*(𝑟*, 𝑡*)— потенциал
электрического поля; 𝐶𝑚𝑠, 𝐸𝑚𝑠, 𝜀33 — модули упругости, пьезомодули и коэф-
фициент диэлектрической проницаемости электроупругого материала,
𝑚, 𝑠 = 1, 2, 3; Λ, 𝑘— коэффициенты теплопроводности и объемной теплоем-
кости материала; 𝛾11, 𝛾33 — компоненты тензора температурных напряжений;

𝑔3 — компонента тензора пирокоэффициентов; ∇̃ =
𝜕

𝜕𝑟*
+

1

𝑟*
.

В результате подстановки (3), (6) в (1) получаем систему дифференциаль-
ных уравнений термоэлектроупругости и краевые условия рассматриваемой
задачи в безразмерной форме:

∇𝜕𝑈

𝜕𝑟
− 𝑎1

𝑈

𝑟2
+∇𝜕𝜑

𝜕𝑟
− 𝑎2

1

𝑟

𝜕𝜑

𝜕𝑟
−∇Θ+ 𝑎3

Θ

𝑟
= 0, (7)
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−∇𝜕𝜑

𝜕𝑟
+ 𝑎4∇

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑎5

1

𝑟

𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑎6∇Θ = 0, (8)

∇𝜕Θ

𝜕𝑟
− 𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑎7∇𝑈 +Θ− 𝑎8

𝜕𝜑

𝜕𝑟

)︁
= 0; (9)

𝑟=𝑅, 𝑟=1 :
𝜕𝑈

𝜕𝑟
+ 𝑎9

𝑈

𝑟
+
𝜕𝜑

𝜕𝑟
−Θ=0, 𝜑=0, Θ

⃒⃒
𝑟=𝑅

=𝜔1, Θ
⃒⃒
𝑟=1

=𝜔2; (10)

𝑡 = 0 : 𝑈 = 𝜑 = Θ = 0; (11)

где

{Θ, 𝜔1, 𝜔2} =
𝛾33
𝐶33

{︀
Θ*, (𝜔*

1 − 𝑇0), (𝜔
*
2 − 𝑇0)

}︀
, {𝑈, 𝑟,𝑅} =

1

𝑏

{︀
𝑈*, 𝑟*, 𝑎

}︀
,

𝜑 =
𝑒33
𝐶33𝑏

𝜑*, 𝑡 =
Λ

𝑘𝑏2
𝑡*, 𝑎1 =

𝐶11

𝐶33
, 𝑎2 =

𝑒31
𝑒33
, 𝑎3 =

𝛾11
𝛾33

,

𝑎4 =
𝑒233

𝐶33𝜀33
, 𝑎5 =

𝑒31𝑒33
𝐶33𝜀33

, 𝑎6 =
𝑔3𝑒33
𝛾33𝜀33

, 𝑎7 =
𝛾233
𝐶33𝑘

𝑇0,

𝑎8 =
𝛾33𝑔3
𝑒33𝑘

𝑇0, 𝑎9 =
𝐶13

𝐶33
, ∇ =

𝜕

𝜕𝑟
+

1

𝑟
.

2. Построение общего решения. На первом этапе решения выполня-
ется процедура приведения неоднородных граничных условий (10) к одно-
родным, что позволяет в дальнейшем для решения рассматриваемой задачи
использовать биортогональный метод конечных интегральных преобразова-
ний [16]. Для этого вводятся новые функции 𝑢(𝑟, 𝑡), 𝜒(𝑟, 𝑡), связанные с 𝑈(𝑟, 𝑡),
Θ(𝑟, 𝑡) следующим образом:

𝑈(𝑟, 𝑡) = 𝐻1(𝑟, 𝑡) + 𝑢(𝑟, 𝑡), Θ(𝑟, 𝑡) = 𝐻2(𝑟, 𝑡) + 𝜒(𝑟, 𝑡), (12)

где 𝐻1(𝑟, 𝑡) = 𝑓1(𝑟)𝜔1 + 𝑓2(𝑟)𝜔2, 𝐻2(𝑟, 𝑡) = 𝑓3(𝑟)𝜔1 + 𝑓4(𝑟)𝜔2.
Подстановка (12) в (7), (10), (11), при удовлетворении условий

𝑑𝑓1(𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=𝑅

+ 𝑎9
𝑓1(𝑅)

𝑅
= 1,

𝑑𝑓1(𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=1

+ 𝑎9𝑓1(1) = 0,

𝑑𝑓2(𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=1

+ 𝑎9
𝑓2(𝑅)
𝑅 = 0,

𝑑𝑓2(𝑟)

𝑑𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=1

+ 𝑎9𝑓2(1) = 1,

𝑓3(𝑅) = 𝑓4(1) = 1, 𝑓3(1) = 𝑓4(𝑅) = 0,

(13)

позволяет получить новую начально-краевую задачу относительно функций
𝑢(𝑟, 𝑡), 𝜑(𝑟, 𝑡), 𝜒(𝑟, 𝑡) с однородными граничными условиями:

∇
𝜕𝑢

𝜕𝑟
− 𝑎1

𝑢

𝑟2
+∇

𝜕𝜑

𝜕𝑟
− 𝑎2

1

𝑟

𝜕𝜑

𝜕𝑟
−∇𝜒+ 𝑎3

𝜒

𝑟
= 𝑅1,

−∇
𝜕𝜑

𝜕𝑟
+ 𝑎4∇

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑎5

1

𝑟

𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑎6∇𝜒 = 𝑅2,

∇
𝜕𝜒

𝜕𝑟
−
𝜕

𝜕𝑡

(︁
𝑎7∇𝑢+ 𝜒− 𝑎8

𝜕𝜑

𝜕𝑟

)︁
= 𝑅3;

(14)

𝑟 = 𝑅, 𝑟 = 1 :
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝑎9

𝑢

𝑟
+
𝜕𝜑

𝜕𝑟
= 0, 𝜑 = 𝜒 = 0; (15)
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𝑡 = 0 : 𝑢 = −𝐻1

⃒⃒
𝑡=0

, 𝜑 = 0, 𝜒 = −𝐻2

⃒⃒
𝑡=0

; (16)

где

𝑅1 = −∇
𝜕𝐻1

𝜕𝑟
+ 𝑎1

𝐻1

𝑟2
+∇𝐻2 − 𝑎3

𝐻2

𝑟
, 𝑅2 = −𝑎4∇

𝜕𝐻1

𝜕𝑟
− 𝑎5

1

𝑟

𝜕𝐻1

𝜕𝑟
− 𝑎6∇𝐻2,

𝑅3 = 𝑎7∇
𝜕𝐻1

𝜕𝑡
−∇

𝜕𝐻2

𝜕𝑟
+
𝜕𝐻2

𝜕𝑡
.

Начально-краевую задачу (14)–(16) решаем, используя структурный алго-
ритм биортогонального конечного интегрального преобразования (КИП) [16].
Для этого вводим на сегменте [𝑅, 1] КИП с неизвестными компонентами соб-
ственных вектор-функций ядер преобразований 𝐾1(𝜆𝑖, 𝑟), 𝐾2(𝜆𝑖, 𝑟), 𝐾3(𝜆𝑖, 𝑟),
𝑁1(𝜇𝑖, 𝑟), 𝑁2(𝜇𝑖, 𝑟), 𝑁3(𝜇𝑖, 𝑟):

𝐺(𝜆𝑖, 𝑡) =

∫︁ 1

𝑅

(︁
𝑎7∇𝑢(𝑟, 𝑡) + 𝜒(𝑟, 𝑡)− 𝑎8

𝜕𝜑(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑟

)︁
𝑟𝐾3(𝜆𝑖, 𝑟)𝑑𝑟, (17)

{𝑢(𝑟, 𝑡), 𝜑(𝑟, 𝑡), 𝜒(𝑟, 𝑡)} =

∞∑︁
𝑖=1

𝐺(𝜆𝑖, 𝑡)
{︀
𝑁1(𝜇𝑖, 𝑟), 𝑁2(𝜇𝑖, 𝑟), 𝑁3(𝜇𝑖, 𝑟)

}︀
‖𝐾𝑖‖2,

‖𝐾𝑖‖2 =
∫︁ 1

𝑅
𝐾3(𝜆𝑖, 𝑟)𝑁3(𝜆𝑖, 𝑟)𝑟 𝑑𝑟,

где 𝜆𝑖, 𝜇𝑖 — собственные значения соответствующих однородных линейных
краевых задач относительно сопряженных𝐾𝑘(𝜆𝑖, 𝑟) и инвариантных𝑁𝑘(𝜇𝑖𝑟, 𝑟)
компонент вектор-функций ядер КИП (𝑘 = 1, 2, 3).

В результате использования алгоритма КИП [16] получаем счетное мно-
жество задач Коши для трансформанты 𝐺(𝜆𝑖, 𝑡):

𝜕𝐺𝑖

𝜕𝑡
+ 𝜆𝑖𝐺𝑖 = −𝐹𝐻 , 𝑖 = 1, 2, . . . , (18)

𝑡 = 0 : 𝐺0 = −
∫︁ 1

𝑅

[︀
𝐻1(𝑟, 0)𝐾1(𝜆𝑖, 𝑟) +𝐻2(𝑟, 0)𝐾3(𝜆𝑖, 𝑟)

]︀
𝑟 𝑑𝑟, (19)

решения которых имеют вид

𝐺𝑖 = 𝐺0 exp(−𝜆𝑖𝑡)−
∫︁ 𝑡

0
𝐹𝐻(𝜏) exp𝜆𝑖(𝜏 − 𝑡)𝑑𝜏,

𝐹𝐻 =

∫︁ 1

𝑅
(𝑅1𝐾1 +𝑅2𝐾2 +𝑅3𝐾3)𝑟 𝑑𝑟,

(20)

а также две системы дифференциальных уравнений и граничные условия от-
носительно неизвестных компонент преобразований𝐾𝑗 = 𝐾𝑗(𝜆𝑖, 𝑟), 𝑗 = 1, 2, 3,
𝑖 = 1, 2, . . . :

∇
𝑑𝐾1

𝑑𝑟
− 𝑎1

𝐾1

𝑟2
− 𝑎4∇

𝑑𝐾2

𝑑𝑟
+
𝑎5
𝑟

𝑑𝐾2

𝑑𝑟
− 𝜆𝑖𝑎7

𝑑𝐾3

𝑑𝑟
= 0,

∇
𝑑𝐾1

𝑑𝑟
+ 𝑎2

1

𝑟

𝑑𝐾1

𝑑𝑟
+∇

𝑑𝐾2

𝑑𝑟
+ 𝜆𝑖𝑎8∇𝐾3 = 0,

𝑑𝐾1

𝑑𝑟
+ 𝑎3

𝐾1

𝑟
+ 𝑎6

𝑑𝐾2

𝑑𝑟
+∇

𝑑𝐾3

𝑑𝑟
+ 𝜆𝑖𝐾3 = 0;

(21)
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𝑟 = 𝑅, 𝑟 = 1 :
𝑑𝐾1

𝑑𝑟
+ 𝑎9

𝐾1

𝑟
− 𝑎4

𝑑𝐾2

𝑑𝑟
= 0, 𝐾2 = 𝐾3 = 0; (22)

и 𝑁𝑗 = 𝑁𝑗(𝜇𝑖, 𝑟), 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑖 = 1, 2, . . . :

∇
𝑑𝑁1

𝑑𝑟
− 𝑎1

𝑁1

𝑟2
+∇

𝑑𝑁2

𝑑𝑟
−
𝑎2
𝑟

𝑑𝑁2

𝑑𝑟
−∇𝑁3 + 𝑎3

𝑁1

𝑟
= 0,

∇
𝑑𝑁2

𝑑𝑟
− 𝑎4∇

𝑑𝑁1

𝑑𝑟
−
𝑎5
𝑟

𝑑𝑁1

𝑑𝑟
− 𝑎6∇𝑁3 = 0,

∇
𝑑𝑁3

𝑑𝑟
+ 𝜇𝑖

[︁
𝑎7∇𝑁1 +𝑁3 − 𝑎8

𝑑𝑁2

𝑑𝑟

]︁
= 0;

(23)

𝑟 = 𝑅, 𝑟 = 1 :
𝑑𝑁1

𝑑𝑟
+ 𝑎9

𝑁1

𝑟
+
𝑑𝑁2

𝑑𝑟
= 0, 𝑁2 = 𝑁3 = 0. (24)

Задачи для трансформанты (18), (19) 𝐺𝑖 и сопряженная однородная за-
дача (21), (22) относительно компонент ядра 𝐾1(𝜆𝑖, 𝑟), 𝐾2(𝜆𝑖, 𝑟), 𝐾3(𝜆𝑖, 𝑟) по-
лучены в результате применения вырожденного преобразования (17), а соот-
ношения (23), (24) построены путем использования к полученной (сопряжен-
ной) задаче (21), (22) аналогичного (17) КИП с компонентами ядра 𝑁1(𝜇𝑖, 𝑟),
𝑁2(𝜇𝑖, 𝑟), 𝑁3(𝜇𝑖, 𝑟).

Системы (21), (23) при использовании условий

𝑎1 + 𝑎2𝑎5
1 + 𝑎4

≈ 1, {𝑎7, 𝑎8} ≪ {𝑎1, . . . , 𝑎6},

справедливых для пьезокерамических материалов, а также введении новых
функций

{𝐾4, 𝑁4} = 𝑟
𝑑{𝐾2, 𝑁2}

𝑑𝑟
, {𝐾5, 𝑁5} = 𝑟{𝐾3, 𝑁3},

приводятся к следующим разрешающим уравнениям:(︁ 𝑑2

𝑑𝑟2
+

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
− 1

𝑟2

)︁[︁ 𝑑2
𝑑𝑟2

− 1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
+
(︁ 1

𝑟2
+ 𝜆𝑖

)︁]︁
𝐾5 = 𝐷1𝑖

𝑝1
𝑟2
, (25)(︁ 𝑑

𝑑𝑟
+

2

𝑟

)︁(︁ 𝑑2

𝑑𝑟2
− 1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟
− 𝜇𝑖

)︁(︁ 𝑑

𝑑𝑟
− 1

𝑟

)︁
𝑁5 = 𝐸1𝑖

𝑝2
𝑟2
, (26)

где

𝑝1 = 𝑎6 +
𝑎5(𝑎3 − 𝑎2𝑎6)

1 + 𝑎4
, 𝑝2 =

𝜇𝑖𝑎8(𝑏
2
1 − 𝑏22)𝑏1 + 𝑏2(𝑎2𝑏

2
1 − 𝑎8𝑏2)

𝑏31
,

𝑏1 = (𝑎4𝑎8 − 𝑎7), 𝑏2 = (𝑎5𝑎8 − 𝑎7).

Общие решения дифференциальных уравнений (25), (26) имеют вид

𝐾5 =

5∑︁
𝑛=1

𝐷𝑛𝑖𝐹𝑛(𝜆𝑖, 𝑟), 𝑁5 =

5∑︁
𝑛=1

𝐸𝑛𝑖𝑃𝑛(𝜇𝑖, 𝑟), 𝑖 = 1, 2, . . . , (27)

где

𝐹1(𝜆𝑖, 𝑟) = −𝑝1
𝜋𝑟

2

[︂
𝑌0(𝐵𝑖𝑟)

∫︁
𝐽0(𝐵𝑖𝑟)𝑑𝑟 − 𝐽0(𝐵𝑖𝑟)

∫︁
𝑌0(𝐵𝑖𝑟)𝑑𝑟

]︂
,
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{𝐹2(𝜆𝑖, 𝑟), 𝐹3(𝜆𝑖, 𝑟)} = 𝑟{𝐽0(𝐵𝑖𝑟), 𝑌0(𝐵𝑖𝑟)},

𝐹4(𝜆𝑖, 𝑟) =
𝜋𝐵

2

[︂
𝑟𝑌0(𝐵𝑖𝑟)

∫︁
𝐽0(𝐵𝑖𝑟)𝑟

−1𝑑𝑟 − 𝑟𝐽0(𝐵𝑖𝑟)

∫︁
𝑌0(𝐵𝑖𝑟)𝑟

−1𝑑𝑟

]︂
,

𝐹5(𝜆𝑖, 𝑟) =
𝑟

𝜆𝑖
, 𝐵𝑖 =

√︀
𝜆𝑖,

𝑃1(𝜇𝑖, 𝑟) = 𝑝2𝑟

[︂∫︁
𝑉1(𝜇𝑖, 𝑟)𝐼1(𝐴𝑖𝑟)𝑑𝑟 −

∫︁
𝑉2(𝜇𝑖, 𝑟)�̃�1(𝐴𝑖𝑟)𝑑𝑟

]︂
,

𝑃2(𝜇𝑖, 𝑟) = 𝑟

[︂∫︁
𝑉3(𝜇𝑖, 𝑟)𝐼1(𝐴𝑖𝑟)𝑑𝑟 −

∫︁
𝑉4(𝜇𝑖, 𝑟)�̃�1(𝐴𝑖𝑟)𝑑𝑟

]︂
,

{𝑃3(𝜇𝑖, 𝑟), 𝑃4(𝜇𝑖, 𝑟)} = 𝑟{𝐼0(𝐴𝑖𝑟), �̃�0(𝐴𝑖𝑟)}, 𝑃5 = 𝑟,

𝑉1(𝜇𝑖, 𝑟) =

∫︁
𝑟−1�̃�1(𝐴𝑖𝑟)𝑑𝑟, 𝑉2(𝜇𝑖, 𝑟) =

∫︁
𝑟−1𝐼1(𝐴𝑖𝑟)𝑑𝑟,

𝑉3(𝜇𝑖, 𝑟) =

∫︁
𝑟−2�̃�1(𝐴𝑖𝑟)𝑑𝑟, 𝑉4(𝜇𝑖, 𝑟) =

∫︁
𝑟−2𝐼1(𝐴𝑖𝑟)𝑑𝑟, 𝐴𝑖 =

√
𝜇𝑖.

В равенствах (25)–(27) 𝐷1𝑖, . . . , 𝐷5𝑖, 𝐸1𝑖, . . . , 𝐸5𝑖 — постоянные интегри-
рования; 𝐽𝑣( · ), 𝑌𝑣( · ), 𝐼𝑣( · ), �̃�𝑣( · )— обыкновенные и модифицированные
функции Бесселя 1-го и 2-го рода порядка 𝑣.

Использование дифференциальных зависимостей, полученных в процессе
приведения (21), (23) к (25), (26), позволяет найти выражения для функций
𝐾1(𝜆𝑖, 𝑟), 𝐾2(𝜆𝑖, 𝑟), 𝑁1(𝜇𝑖, 𝑟), 𝑁2(𝜇𝑖, 𝑟).

Подстановка 𝐾1(𝜆𝑖, 𝑟), 𝐾2(𝜆𝑖, 𝑟), 𝐾3(𝜆𝑖, 𝑟), 𝑁1(𝜇𝑖, 𝑟), 𝑁2(𝜇𝑖, 𝑟), 𝑁3(𝜇𝑖, 𝑟)
в соответствующие граничные условия (22), (24) позволяет сформировать
две системы алгебраических уравнений, решение которых дает возможность
определить постоянные интегрирования 𝐷1𝑖, . . ., 𝐷6𝑖, 𝐸1𝑖, . . ., 𝐸6𝑖 и собствен-
ные значения 𝜆𝑖, 𝜇𝑖.

Окончательные выражения функций 𝑈(𝑟, 𝑡), 𝜑(𝑟, 𝑡), Θ(𝑟, 𝑡) получим, при-
меняя к трансформанте (20) формулы обращения (17). В результате с учетом
(12) имеем

{𝑈(𝑟, 𝑡),Θ(𝑟, 𝑡)} = {𝐻1(𝑟, 𝑡), 𝐻2(𝑟, 𝑡)}+

+
∞∑︁
𝑖=1

𝐺(𝜆𝑖, 𝑡){𝑁1(𝜇𝑖, 𝑟), 𝑁3(𝜇𝑖, 𝑟)}‖𝐾𝑖‖−2,

𝜑(𝑟, 𝑡) =
∞∑︁
𝑖=1

𝐺(𝜆𝑖, 𝑡)𝑁2(𝜇𝑖, 𝑟)‖𝐾𝑖‖−2.

Функции 𝐻1(𝑟, 𝑡), 𝐻2(𝑟, 𝑡) определяются при решении следующих диффе-
ренциальных уравнений:

∇𝜕𝐻𝑚

𝜕𝑟
= 0, 𝑚 = 1, 2, (28)

что позволяет существенно упростить правые части системы (14). В резуль-
тате решения (28) при удовлетворении условий (13) получаем выражения для
𝑓1(𝑟)− 𝑓4(𝑟):

𝑓1(𝑟) =
𝑅

𝑎9

[︁
𝑓3(𝑟)−

1

𝑎9 ln𝑅

]︁
, 𝑓2(𝑟) =

1

𝑎9

[︁
𝑓4(𝑟) +

1

𝑎9 ln𝑅

]︁
,
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𝑓3(𝑟) =
ln 𝑟

ln𝑅
, 𝑓4(𝑟) =

ln𝑅− ln 𝑟

ln𝑅
.

Построенный алгоритм расчета позволяет также исследовать начально-
краевые задачи термоэлектроупругости при учете конвекционного теплооб-
мена лицевых поверхностей с окружающей средой (граничные условия 3-го
рода).

Рассмотрим случай действия на внутренней (𝑟* = 𝑎) цилиндрической по-
верхности нестационарной нагрузки в виде функции изменения температуры
𝜔*
1(𝑡*), а на внешней (𝑟* = 𝑏) лицевой поверхности пусть задан закон конвек-

ционного теплообмена с окружающей средой

−Λ
𝜕Θ*(𝑟*, 𝑡*)

𝜕𝑟*

⃒⃒⃒
𝑟=𝑏

= 𝛼[Θ*(𝑟*, 𝑡*)− 𝜗*(𝑡*)],

и известна температура окружающей среды 𝜗*(𝑡*).
Для решения поставленной задачи необходимо в расчетных соотношениях

(7)–(11) функцию 𝜔2(𝑡), входящую в краевые условия (10), представить в виде

𝜔2(𝑡) = 𝜂(𝑡)− Λ

𝛼𝑏

𝜕Θ(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=1

, (29)

где 𝜂 =
𝛾33
𝐶33

𝜂*; 𝜂* = 𝜗* −𝑇0, 𝜂* — относительная температура внешней среды;

𝛼— коэффициент теплоотдачи.
На первом этапе исследования выполняется расчет при 𝜔2(𝑡) = 𝜂(𝑡) с по-

следующим определением функции
𝜕Θ(𝑟, 𝑡)

𝜕𝑟

⃒⃒⃒
𝑟=1

и уточнением 𝜔2(𝑡).

3. Численный анализ результатов. В качестве примера рассматрива-
ется радиально поляризованный пьезокерамический цилиндр (𝑅 = 0.8) сос-
тава PZT-4, имеющего следующие физические характеристики:

{𝐶11, 𝐶33, 𝐶13} = {13.9, 11.5, 7.43} × 1010 H/м2, 𝜀33 = 5.62 · 10−9 Ф/м,
{𝑒31, 𝑒33} = {−5.2, 15.1} Кл/м2, 𝜌 = 7500 кг/м3,

{𝛾11, 𝛾33} = {4.6, 3.9} × 105 H/(м2К), 𝑔3 = 2 · 10−4 Kл/(м2К),
𝑘 = 3 · 106 Дж/(м3К), Λ = 1.6 Вт/(мK), 𝛼 = 5.6 Вт/(м2K).

Исследуется задача, когда на внутренней поверхности (𝑟* = 𝑎) цилиндра
температурная нагрузка изменяется по следующей зависимости:

𝜔*
1(𝑡*) = 𝑇max

[︁
sin

(︁ 𝜋

2𝑡*max

𝑡*

)︁
𝐻(𝑡*max − 𝑡*) +𝐻(𝑡* − 𝑡*max)

]︁
, 𝜔*

2(𝑡*) = 0, (30)

где 𝐻( · )— функция Хэвисайда; 𝑇max = 𝑇 *
max−𝑇0; 𝑇 *

max, 𝑡*max — максимальное
значение внешнего температурного воздействия и соответствующее ему вре-
мя в размерной форме (𝑇 *

max = 373 K (100 ℃), 𝑇0 = 293 K (20 ℃), 𝑡*max = 2 с).
На рис. 1 представлены графики изменения функций Θ*(𝑟, 𝑡), 𝜑(𝑟, 𝑡), 𝑈(𝑟, 𝑡)

по радиальной координате 𝑟 в различные моменты времени 𝑡 (𝑏 = 0.02 м).
Цифрами 1–3 соответственно обозначены результаты для 𝑡 = 𝑡max, 3𝑡max,

15𝑡max, где 𝑡max =
Λ

𝑘𝑏2
𝑡*max.
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Анализ представленных графиков позволяет сделать следующие выводы.
1. При достижении температурной нагрузкой максимальных значений
𝑡 = 𝑡max (рис. 1, a, кривая 1) температурное поле изменяется в области,
близкой к лицевой нагреваемой поверхности (𝑟 = 𝑅). В дальнейшем
температурное поле цилиндра растет (рис. 1, a, кривая 2) и полный
прогрев пьезокерамической конструкции наблюдается при 𝑡 = 15𝑡max
(рис. 1, a, кривая 3).

2. При действии температурной нагрузки (30) наблюдается сжатие пьезо-
керамического цилиндра в радиальной плоскости (рис. 1, c), что при-
водит к образованию электрического поля. При этом электрический
потенциал 𝜑(𝑟, 𝑡) и перемещения 𝑈(𝑟, 𝑡) имеют максимальное значение
при 𝑡 = 𝑡max (рис. 1, b, кривая 1; рис. 1, c, кривая 1). В дальнейшем
численные значения 𝜑(𝑟, 𝑡) и 𝑈(𝑟, 𝑡) уменьшаются (рис. 1, b, кривая 2;

Рис. 1. Графики функций Θ*(𝑟, 𝑡) (a), 𝜑(𝑟, 𝑡) (b), 𝑈(𝑟, 𝑡) (c) по ради-
альной координате 𝑟 в различные моменты времени 𝑡: 1 — 𝑡 = 𝑡max,

2 — 𝑡 = 3𝑡max, 3 — 𝑡 = 15𝑡max

[Figure 1. Graphs of the functions Θ*(𝑟, 𝑡) (a), 𝜑(𝑟, 𝑡) (b), and 𝑈(𝑟, 𝑡) (c)
along the radial coordinate 𝑟 at different times 𝑡: 1 — 𝑡 = 𝑡max,

2 — 𝑡 = 3𝑡max, 3 — 𝑡 = 15𝑡max]
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рис. 1, c, кривые 2, 3) и электрическое поле исчезает при установив-
шемся температурном режиме 𝑡 = 15𝑡max.

На рис. 2 приведены графики изменения радиальной компоненты напря-
женности электрического поля 𝐸𝑟 = 𝜕𝜑/𝜕𝑟 по координате 𝑟. Цифрами 1–3
соответственно обозначены результаты для цилиндра радиусом 𝑏 = 0.01, 0.02,
0.03 м. Результаты расчета позволяют сделать вывод, что увеличение толщи-
ны стенки цилиндра, то есть уменьшение жесткости конструкции, приводит
к росту напряженности электрического поля 𝐸𝑟.

На рис. 3 представлены графики изменения температурного поля Θ*(𝑟, 𝑡)
по радиальной координате 𝑟 в различные моменты времени 𝑡 (𝑏 = 0.02 м)
в случае действия температурной нагрузки 𝜔*

1(𝑡*) (30) и при учете теплооб-
мена (29). Цифрами 1–3 соответственно обозначены результаты для 𝑡 = 𝑡max,
8𝑡max, 15𝑡max (𝜗* = 𝑇0 = 293 K (20℃)). Расчеты показывают, что при задан-
ном внешнем воздействии температурный режим устанавливается при време-
ни 𝑡 = 15𝑡max и относительная температура на внешней лицевой поверхности
цилиндра равна Θ*(1, 15𝑡max) = 78℃.

На рис. 4 представлены графики изменения температуры Θ(𝑡) средин-
ной поверхности цилиндра (𝑅 = 0.1, 𝑏 = 0.04 м) по времени 𝑡. Сплошной
и пунктирной линиями соответственно обозначены результаты, полученные
с учетом и без учета электрического поля. Численные результаты расчета по-
казывает, что только в толстостенном цилиндре индуцируемое электрическое
поле оказывает влияние на температурное поле.

Рис. 2. Графики напряженности электрического поля 𝐸𝑟(𝑟, 𝑡max) по
радиальной координате 𝑟 для цилиндров с различными радиусами 𝑏:

1 — 𝑏 = 0.01 м, 2 — 𝑏 = 0.02 м, 3 — 𝑏 = 0.03 м
[Figure 2. Graphs of the electric field strength 𝐸𝑟(𝑟, 𝑡max) along the
radial coordinate 𝑟 for cylinders with different radii 𝑏: 1 — 𝑏 = 0.01 m,

2 — 𝑏 = 0.02 m, 3 — 𝑏 = 0.03 m)]

Рис. 3. Графики температурного поля Θ*(𝑟, 𝑡) по радиальной коор-
динате 𝑟 в различные моменты времени 𝑡: 1 — 𝑡 = 𝑡max, 2 — 𝑡 = 3𝑡max,

3 — 𝑡 = 15𝑡max

[Figure 3. Graphs of the temperature field Θ*(𝑟, 𝑡) along the radial coor-
dinate 𝑟 at different times 𝑡: 1 — 𝑡 = 𝑡max, 2 — 𝑡 = 3𝑡max, 3 — 𝑡 = 15𝑡max]
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Рис. 4. Изменение температуры Θ(𝑡) срединной поверхности тол-
стостенного цилиндра: сплошная линия — c учетом электрического

поля, пунктирная линия — без учета электрического поля
[Figure 4. The change in temperature Θ(𝑡) of the middle surface of a
thick-walled cylinder: the solid line corresponds to the calculation ta-
king into account the electric field; the dotted line corresponds to the

calculation without taking into account the electric field]

Заключение. При исследовании начально-краевых задач термоэлектро-
упругости для длинного полого пьезокерамического радиально поляризован-
ного цилиндра в случае действия нестационарной температурной нагрузки
связанность электрических и температурных полей необходимо учитывать
в толстостенных элементах (𝑅 6 0.1).

В свою очередь, учет скорости изменения объема электроупругого тела(︁ 𝜕
𝜕𝑡
∇𝑈

)︁
не приводит к перераспределению в нем температуры. Данная за-

висимость наблюдается в конструкциях, изготовленных из материала, имею-
щего существенно больший коэффициент линейного теплового расширения,
в частности в поливиниловых составах [17].
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Abstract

A new closed solution of the coupled non-stationary thermo-electro-elas-
ticity problem for a long piezoelectric ceramic radially polarized cylinder is
constructed while satisfying the boundary conditions of thermal conductiv-
ity of the 1st and 3rd kind on its front surfaces. The case when the rate
of change of the temperature field does not affect the inertia characteristics
of the elastic system is considered. This makes it possible to include linear
equations of equilibrium, electrostatics, and thermal conductivity with re-
spect to the radial component of the displacement vector, electric potential,
and also the function of changing the temperature field in the initial calcu-
lated relations of the problem under consideration. In the calculations, the
classical Fourier law of thermal conductivity is used.

To solve the problem, the mathematical apparatus of incomplete sepa-
ration of variables is used in the form of a generalized biorthogonal finite
integral transformation based on the multicomponent relation of the eigen-
vector functions of two homogeneous boundary value problems. An impor-
tant point in the procedure of the structural algorithm of this method is
the selection of the adjoint operator, without which it is impossible to solve
non-self-adjoint linear problems of mathematical physics.

The constructed calculated relationships make it possible to determine
the stress-strain state, temperature and electric fields induced in a piezoelec-
tric ceramic element under an arbitrary temperature external influence. An
analysis of the numerical results makes it possible to determine the cylin-
der wall thickness at which the electric field leads to a redistribution of the
temperature field. It is established that the rate of change in the volume of
a piezoceramic body under external temperature influence does not signifi-
cantly affect the temperature field.

The developed calculation algorithm finds its application in the design
of non-resonant piezoelectric temperature sensors.
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