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Аннотация

Проведена оценка точности решений дифференциальных уравнений
движения с учетом релятивистских эффектов, полученных на основе
нового принципа взаимодействия, на примере исследований эволюции
орбит пяти астероидов. Проведено численное интегрирование уравне-
ний движения астероидов с начальными данными, отнесенными к раз-
личным моментам времени. На основании сопоставления полученных
результатов исследования выявлены определенные закономерности. На
интервалах времени при отсутствии сближений астероида с Землей ме-
нее 0.1 а.е. можно с одинаковой эффективностью применять приведен-
ные в работе дифференциальные уравнения. Потеря точности численно-
го интегрирования находится в прямой зависимости от величины сбли-
жения астероида с Землей. Вследствие того, что в правых частях уравне-
ний движения присутствуют разности координат астероида и планеты,
при достаточной их близости относительная точность координат астеро-
ида и планеты во много раз превосходит относительную точность их раз-
ности. Для исследуемых астероидов при сближении их с Землей относи-
тельная погрешность разности координат астероида и Земли примерно
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от 227 до 44900 раз превышает предельную относительную погрешность
самих координат астероида. Прогнозирование движение Апофиса после
его тесного сближения с Землей на основе решения уравнений движения
современными методами приводит к большим ошибкам, уменьшение ко-
торых возможно только путем улучшения начальных данных элементов
орбит астероида. О возможности тесного сближения Апофиса с Землей
на интервале времени с 14 апреля 2029 г. по 1 января 2100 г. мож-
но утверждать лишь с определенной степенью вероятности. Результа-
ты проведенных исследований можно обобщить на все астероиды групп
Аполлона и Атона.

Ключевые слова: численное интегрирование, дифференциальные урав-
нения движения, астероиды, (99942) Апофис, (367943) Дуэнде, 2012 UE34,
1999 AN10, 2001 WN5.
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Основные положения и расчетные формулы. В настоящее время
определены элементы орбит более чем у 20 тысяч астероидов, входящих
в группы Аполлона, Амура и Атона. Большинство астероидов групп Апол-
лона, Амура и Атона в процессе эволюции могут сближаться с внутренними
планетами, при этом не исключена вероятность столкновения с ними. Ис-
следование эволюции орбит астероидов, сближающихся с Землей, важно для
решения проблемы, связанной с астероидной опасностью [1–3].

Движение небесных тел в Солнечной системе описывается различными
дифференциальными уравнениями [4–6]. От выбора конкретных дифферен-
циальных уравнений существенно зависит точность прогнозирования движе-
ния исследуемого объекта. На примере движения больших планет и Луны по-
казано, что решения уравнений в форме Ньютона не обладают достаточной
точностью для прогнозирования движения Меркурия и Луны [7]. Решение
дифференциальных уравнений движения с учетом релятивистских эффектов
без использования дополнительных уравнений, учитывающих форму Земли
и Луны, недостаточно точны для прогнозирования движения Луны [8].

В отличие от ньютоновых и релятивистских уравнений, решение уравне-
ний, основанных на взаимодействии движущихся материальных тел с окру-
жающим пространством, полностью согласуются с данными координат боль-
ших планет и Луны, полученных с использованием банка данных DE405 [9].

Уравнения движения, основанные на взаимодействии движущихся мате-
риальных тел с окружающим пространством, имеют следующий вид [10,11]:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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где Δ2
𝑖 = (𝑋𝑖 −𝑋)2 + (𝑌𝑖 − 𝑌 )2 + (𝑍𝑖 − 𝑍)2, 𝑟0𝑖 — эффективный радиус 𝑖-того
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тела; 𝑎0𝑖 — соответствующее ускорение для 𝑖-того тела на расстоянии 𝑟0𝑖 от
центра массы; 𝑋, 𝑌 , 𝑍 — барицентрические координаты возмущаемого тела;
𝑋𝑖, 𝑌𝑖, 𝑍𝑖 — барицентрические координаты возмущающих тел.

Следует отметить, что произведение 𝑎0𝑖𝑟20𝑖 по размерности и значениям
полностью совпадает с 𝑘2𝑚𝑖, где 𝑘— постоянная Гаусса, а 𝑚𝑖 — масса 𝑖-той
планеты. Данное совпадение значительно упрощает решение уравнений (1),
которые по своей форме близки к уравнениям движения задачи 𝑛 тел, однако
по сравнению с задачей 𝑛 тел, в уравнениях (1) отсутствует наличие масс
и силовых взаимодействий.

Уравнения движения небесных тел с учетом релятивистских поправок
более сложны по сравнению с уравнениями (1). В барицентрической системе
координат эти уравнения в векторной форме имеют следующий вид [12]:
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где 𝑟𝑖, �̇�𝑖, 𝑟𝑖 — векторы положения, скорости и ускорения 𝑖-того тела в бари-
центрической системе координат; 𝜇𝑗 = 𝑘2𝑚𝑗 , 𝑘2 — гравитационная постоян-
ная и 𝑚𝑗 — масса 𝑗-того тела; 𝑟𝑖𝑗 = |𝑟𝑗 − 𝑟𝑖|; 𝛽 и 𝛾 — релятивистские парамет-
ры; 𝑐— скорость света; 𝛽 = 𝛾 = 1; 𝑣𝑖 = |�̇�𝑖|.

Данные уравнения до 2018 г. использовались при создании каталога орби-
тальной эволюции астероидов групп Аполлона, Амура, Атона и короткопери-
одических комет, размещенного на сайте smallbodies.ru [13]. После 2018 г.
при исследовании эволюции элементов орбит этих астероидов используются
уравнения (1).

При исследовании эволюции орбит небесных тел важно, чтобы применя-
емый метод решения обладал высокой степенью точности и устойчивости.
В качестве метода решения использовался модифицированный метод Эвер-
харта [14, 15]. Модификация метода Эверхарта заключалась в увеличении
его порядка с 19-го по 33 [16]. Быстродействие работы программы дости-
галось путем создания банка данных барицентрических координат планет
Луны и Солнца на интервале времени с 1600 по 2200 гг. Для удобства, свя-
занного с интерполяцией, в банке данных вместо координат и скоростей воз-
мущающих тел хранятся коэффициенты полиномов Эверхарта. Для нахож-
дения координат и компонент скоростей на определенный момент времени в
банке данных с шагом 10 дней хранятся коэффициенты полиномов Эверхар-
та. Внутри десятидневных интервалов координаты и компоненты скоростей
находятся с помощью интерполяционных полиномов Эверхарта.

Разработанные алгоритмы и программный комплекс для исследования
эволюции орбит небесных тел позволяют своевременно производить необхо-
димые расчеты и результаты вычислений размещать на сайте smallbodies.ru.
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Известно, что при численном решении обыкновенных дифференциальных
уравнений значения начальных данных существенно отражаются на точно-
сти полученных результатов. В работе [11] показано, что начальные данные
небесных тел при использовании уравнений (1) нуждаются в коррекции по
формулам [11]

𝑉 2 =
2(𝑐*0 + 𝑐*1)

𝑟
+

1

6

𝑐*0𝑟
3
0 + 𝑐*1𝑟

3
1

𝑟4
− 𝑐*0 + 𝑐*1

𝑎
, 𝑟 =

2𝑎(𝑐*0 + 𝑐*1)

𝑎𝑉 2 + 𝑐*0 + 𝑐*1
, (3)

где 𝑉 и 𝑟— скорость и радиус-вектор астероида в барицентрической систе-
ме координат; 𝑎— большая полуось орбиты астероида; 𝑎0𝑟20 = 𝑐*0, 𝑎1𝑟21 = 𝑐*1;
𝑎0, 𝑎1, 𝑟0, 𝑟1 — ускорения и эффективные радиусы Солнца и астероида.

Цели данной работы следующие:
а) оценка влияния коррекции начальных данных по формулам (3) на эво-

люцию орбит астероидов, сближающихся с Землей;
б) исследование влияния сближения астероида с Землей на точность ре-

зультатов интегрирования уравнений (1) и (2);
в) сравнение результатов численного интегрирования на основе решения

уравнений (1) и (2).
Для сопоставления результатов численного интегрирования с использо-

ванием уравнений (1) и (2) были отобраны пять астероидов (см. табл. 1)
из групп Аполлона и Атона, имеющих различные размеры и минимальные
сближения с Землей.

Таблица 1
Данные об астероидах, сближающихся с Землей

[Data for the near-Earth asteroids]

Asteroids
Earth close Earth close approaches Earth close approaches Diameter

approaches date distance, 𝑟 (in au) distance, 𝑟 (in km) (in m)

(99942) Apophis 2029 04 13 0.000253 37 833 440
2012 DA14 2013 02 15 0.000227 33 991 42
2012 UE34 2041 04 08 0.000717 107 188 63
1999 AN10 2027 08 07 0.002590 390 080 700
2001 WN5 2028 06 26 0.001660 249 805 610

Астероид (99942) Апофис (2004 MN4). Астероид открыт в 2004 году.
Исследованию его движения посвящен ряд работ [17–19]. Он является потен-
циально опасным для Земли астероидом, т.к. его диаметр около 440 м и 13 ап-
реля 2029 г. он пройдет от Земли на расстоянии около 38 000 км (см. табл. 1).
К настоящему времени по нему накоплен большой объем наблюдений, по
которым регулярно вычисляются элементы орбит. На сайте smallbodies.ru
данные об элементах орбит астероида Апофис приведены начиная с 2005 го-
да. По мере накопления наблюдений точность элементов орбит астероида
Апофис улучшается. Для определения элементов орбит астероида Апофис
на момент 13 ноября 2019 г. использовалось 4 443 наблюдения. Представляет
интерес, насколько согласуются элементы орбит Апофиса, найденные с по-
мощью численного интегрирования различными методами, с данными эле-
ментами, полученными на основании наблюдений.

В первом блоке табл. 2 представлены элементы орбит астероида Апофис,
полученные с использованием наблюдений и путем численного интегрирова-
ния уравнений (1), (2) и с учетом коррекции начальных данных на интервале
времени с 5 августа 2019 г. по 13 ноября 2019 г.
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Во втором блоке табл. 2 представлены аналогичные результаты вычисле-
ний с начальными данными на момент 5 августа 2019 г. Здесь интегрирование
проводилось в обратном направлении — с 5 августа 2019 г. по 13 ноября 2019 г.

В первой строке блоков табл. 2 находятся элементы орбит, найденные по
данным наблюдений, во второй, третьей и четвертой строках блока — элемен-
ты орбит, полученные с помощью интегрирования уравнений (1), (2) и с уче-
том коррекции (3).

Из сопоставления данных табл. 2 следует, что элементы орбит астерои-
да Апофис, полученные с помощью численного интегрирования различными
методами, вполне удовлетворительно согласуются с результатами оптических
наблюдений.

На момент 13 ноября 2019 г. разность между вычисленными с помощью
решения уравнений (1) (вторая строчка блока) и оптическими наблюдениями
(первая строчка блока) составляет следующие величины: Δ𝑀 == −0.000001∘,
Δ𝑎 = 0.00000002 а.е., Δ𝑒 = 0.00000002, Δ𝜔 = 0.000002∘, ΔΩ = 0∘, Δ𝑖 = 0∘,
а на момент 5 августа 2019 г. —Δ𝑀 = −0.000003∘, Δ𝑎 = −0.00000002 а.е.,
Δ𝑒 = −0.00000002, Δ𝜔 = −0.000002∘, ΔΩ = 0∘, Δ𝑖 = 0∘. Для других мето-
дов интегрирования (см. табл. 2) различия между результатами наблюдений
и полученными данными также малы. Данные разности можно рассматри-
вать как абсолютные погрешности решений уравнений (1) и (2) на интервале
времени 100 дней (с 5 августа 2019 г. по 13 ноября 2019 г.).

В табл. 3 представлены элементы орбит астероида Апофис, найденные
с использованием решения уравнений движения (1) и (2) при различных на-
чальных данных. Элементы орбит в первом блоке табл. 3 получены с помо-
щью решения уравнений (1) и (2) с использованием начальных данных на
эпоху 5 августа 2019 г. Во втором блоке табл. 3 приведены элементы орбит
астероида Апофис, полученные при начальных данных на эпоху 13 ноября
2019 г. При этом календарной дате соответствуют элементы орбит астероида,
найденные с использованием решения уравнений движения (1), а юлианской
дате соответствуют элементы орбит, полученные на основании решения урав-
нений (2). Юлианская и календарная даты в табл. 2 соответствуют одному
и тому же моменту времени. Элементы орбит астероида в первом и втором
блоках табл. 3 приведены на начальный и конечный момент интервала инте-
грирования, а также на моменты до и после сближения с Землей.

Элементы орбит астероида Апофис через каждые 100 дней, найденные
с использованием интегрирования дифференциальных уравнений (1) на стан-
дартные даты, размещены на сайте smallbodies.ru.

Из сравнения элементов орбит астероида первого и второго блоков табл. 3,
найденных с помощью решения уравнений (1), видно, что они отличают-
ся между собой. Поскольку начальные данные элементов орбит на момен-
ты 5 августа 2019 г. и 13 ноября 2019 г. имеют почти одинаковую точность,
нельзя сказать, какие результаты, приведенные в этих блоках, более точные.
По количеству совпадающих разрядов в элементах орбит, представленных
в этих блоках, можно оценить степень точности проводимых исследований,
а по разности соответствующих элементов найти погрешность численного ин-
тегрирования относительно различных начальных данных.

Сложность прогнозирования движения астероида Апофис связана с про-
блемой численной устойчивости при сближении астероида с Землей. Как вид-
но из результатов численного интегрирования (см. табл. 1), 13 апреля 2029 г.
Апофис сблизится с Землей на расстояние 0.000253 а.е. Правые части диф-
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ференциальных уравнений движения (1) и (2) содержат разности координат
Земли и астероида. При тесном сближении Апофиса с Землей на расстояние
0.000253 а.е. при вычислении правых частей уравнений (1) или (2) теряют-
ся три старших разряда в разностях радиус-векторов. Дальнейшие расче-
ты будут проводиться при потере трех разрядов в начале числа. Известно,
что большие потери точности происходят при вычитании двух близких чи-
сел [20, 21].

Для оценки влияния тесного сближения Апофиса с Землей вычислим от-
носительные погрешности разности между координатами астероида и Земли.

13 апреля 2029 г. Апофис пройдет от Земли на расстоянии 0.000252898 а.е.
Обозначим через 𝑋З, 𝑌З, 𝑍З барицентрические координаты Земли, а через
𝑋А, 𝑌А, 𝑍А — барицентрические координаты астероида.

В момент сближения астероида с Землей имеем следующие значения коор-
динат:

𝑋З = −0.916328637 а.е., 𝑌З = −0.372523621 а.е., 𝑍З = −0.161395076 а.е.,
𝑋А = −0.916213075 а.е., 𝑌А = −0.372708794 а.е., 𝑍А = −0.161522802 а.е.

Найдем разности координат: 𝑋З − 𝑋А = −0.000115562 а.е., 𝑌З − 𝑌А =
= −0.000185173 а.е., 𝑍З − 𝑍А = = −0.000127726 а.е.

Полагая, что полученные координаты Земли и астероида имеют одинако-
вую точность — до шести значащих цифр после запятой, найдем предельную
абсолютную погрешность разности координат Земли и астероида:

Δ𝑋 = Δ𝑋З +Δ𝑋А , Δ𝑌 = Δ𝑌З +Δ𝑌А , Δ𝑍 = Δ𝑍З +Δ𝑍А ,

Δ𝑋 = Δ𝑌 = Δ𝑍 = 0.0000005 а.е. + 0.0000005 а.е. = 0.000001 а.е.

Вычислим предельные относительные погрешности координат астероида:

𝛿𝑋А = 0.0000005/0.916213075 = 5.45725 · 10−7,

𝛿𝑌А = 0.0000005/0.372708794 = 1.34153 · 10−6,

𝛿𝑍А = 0.0000005/0.161522802 = 3.09554 · 10−6.

Получим предельные относительные погрешности разности координат асте-
роида и Земли:

𝛿𝑋 = 0.000001/0.000115562 = 8.65336 · 10−3,

𝛿𝑌 = 0.000001/0.000185173 = 5.40036 · 10−3,

𝛿𝑍 = 0.000001/0.000127726 = 7.82926 · 10−3.

Определим, во сколько раз предельная относительная погрешность раз-
ности координат Земли и астероида Апофис больше предельной относитель-
ной погрешности координат астероида: 𝛿𝑋/𝛿𝑋А ≈ 15 857, 𝛿𝑌 /𝛿𝑌А ≈ 4 026,
𝛿𝑍/𝛿𝑍А ≈ 2 562.

Предельная относительная погрешность разности координат радиус-век-
тора Апофиса примерно в 15 857 раз больше его предельной относительной
погрешности величины координат радиус-вектора.

Большие относительные погрешности разностей координат радиус-векто-
ров астероида в процессе интегрирования приводят к значительным погреш-
ностям полученных результатов.
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Из первых двух блоков табл. 3 видно, что до момента тесного сближения
5 марта 2029 г. элементы орбит Апофиса, вычисленные с помощью численного
интегрирования уравнений (1), практически совпадают независимо от даты,
на которую брались начальные данные для решения уравнений движения.
После тесного сближения разности элементов орбит, полученных с помощью
решения уравнений (1) на момент 13 июня 2029 г., составят следующие ве-
личины: Δ𝑀 = 0.2007∘, Δ𝑎 = 0.0012762 а.е., Δ𝑒 = 0.0003934, Δ𝜔 = −0.2981∘,
ΔΩ = −0.001∘, Δ𝑖 = −0.0132∘.

Полученные разности характеризуют устойчивость применяемого мето-
да, т.е. определяют влияние погрешности начальных данных на результаты
решения при тесном сближении астероида с Землей. По величине разности
элементов орбит можно судить о порядке точности решения. До сближения
астероида с Землей большие полуоси и эксцентриситеты, найденные с по-
мощью решения уравнений (1), совпадали до шестого знака включительно
после запятой (см. табл. 3). После тесного сближения астероида с Землей
большие полуоси и эксцентриситеты сохранили совпадения до двух и трех
знаков после запятой соответственно.

Таким образом, после сближения Апофиса с Землей произошла потеря
точности в большой полуоси и эксцентриситете орбиты астероида на четыре
и три порядка соответственно, т.е. большая полуось и эксцентриситет в даль-
нейшем будут определены с точностью до двух и трех верных знаков после
запятой. Угловые элементы (средняя аномалия 𝑀 и аргумент перигелия 𝜔)
будут определены с точностью до градусов.

Потеря точности численного интегрирования уравнений движения (1) и (2)
на участках тесного сближении Апофиса с Землей является наиболее слож-
ной проблемой при прогнозировании движения астероида после его сближе-
ния с Землей. Для сохранения заданной точности необходимо координаты
астероида и Земли брать с достаточным числом «запасных» верных знаков.
Для этого следует повысить точность начальных данных элементов орбит
Земли и астероида.

Третий блок табл. 3 содержит элементы орбит Апофиса, полученные с уче-
том коррекции начальных данных элементов орбит астероида и без учета
коррекции. Результаты вычислений в строках, соответствующих календарной
дате, получены без учета коррекции, в строках, соответствующих юлианской
дате, — с учетом коррекции начальных данных с применением формул (3).

Из данных третьего блока табл. 3 видно, что в результате коррекции на-
чальных данных элементы орбит астероида изменились незначительно. Ис-
тинная аномалия 𝑀 возросла на 0.000042∘, эксцентриситет 𝑒 и аргумент пе-
ригелия 𝜔 уменьшились соответственно на 0.00000002∘ и 0.000041∘, остальные
элементы орбит не претерпели существенных изменений. Полученные невяз-
ки, как видно из данных третьего блока табл. 3, на интервале времени с 1900 г.
по 2029 г. существенно не отражаются на результатах интегрирования.

Из сравнения элементов орбит Апофиса, найденных с начальными дан-
ными на различные моменты (см. первый и второй блоки табл. 3), следует,
что на левом конце интервала интегрирования (22 марта 1900 г.) угловые эле-
менты получены с точностью до градусов, а большие полуоси 𝑎 и эксцентри-
ситеты 𝑒— с точностью до двух значащих цифр после запятой. На интервале
времени с 1971 г. по 2029 г. имеет место совпадение больших полуосей и экс-
центриситетов до шести знаков и до двух знаков после запятой в угловых
элементах. На правом конце интервала интегрирования (1 февраля 2100 г.)
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элементы орбит астероида отличаются друг от друга более значительно по
сравнению с левым концом, достигая в средней аномалии 𝑀 свыше 170∘,
а большая полуось 𝑎 и эксцентриситет 𝑒 совпадают лишь до двух значащих
цифр.

Возникает вопрос: каким образом можно повысить точность прогнозиро-
вания движения астероида Апофис после его тесного сближения с Землей?

Как было показано ранее, в результате тесных сближений астероида с Зем-
лей происходит потеря точности при численном интегрировании уравнений
движения (1) и (2). Данный факт указывает на необходимость повышения
точности начальных данных координат и компонент скоростей для получе-
ния более точных решений уравнений (1) и (2). Повышение точности на-
чальных данных элементов орбит Апофиса на несколько порядков является
сложновыполнимой проблемой. Однако к решению данной проблемы можно
вернуться после 13 апреля 2029 г., т.е. после тесного сближения астероида
с Землей. Тогда элементы орбит астероида после его сближения с Землей
с учетом новых наблюдений будут определены с большей точностью по срав-
нению с настоящим прогнозированием.

Астероид (367943) Дуэнде (2012 DA14). Астероид в прошлом до
2013 г. принадлежал группе Аполлона [22]. После тесного сближения с Землей
15 февраля 2013 г. он стал членом группы Атона. Находясь вблизи афелия,
астероид может тесно сближаться с Землей в будущем. Его диаметр около
42 м, элементы орбит найдены с учетом 1007 наблюдений.

Табл. 4 содержит элементы орбит Дуэнде, полученные с помощью наблю-
дений и численного интегрирования уравнений (1) и (2) на интервале времени
с 5 августа 2019 г. по 13 ноября 2019 г. В первой строке табл. 4 представле-
ны элементы орбит, полученные из наблюдений, в последующих строках —
полученные интегрированием уравнений (1) и (2).

Из сравнения элементов орбит, представленных в табл. 4, следует, что эле-
менты орбит астероида, полученные с помощью численного интегрирования
различными методами, вполне удовлетворительно согласуются с орбитальны-
ми элементами, найденными на основании наблюдений. На момент 13 ноября
2019 г. разности между результатами наблюдений и данными, вычисленными
с помощью решения уравнений (1), следующие: Δ𝑀 = 0.000008∘, Δ𝑎 = 0 а.е.,
Δ𝑒 = 0, Δ𝜔 = −0.000018∘, ΔΩ = 0∘, Δ𝑖 = 0∘.

В табл. 5 представлены элементы орбит Дуэнде, найденные с использова-
нием решений уравнений (1) и (2) с начальными данными, взятыми на эпоху
5 августа 2019 г. (первый блок) и 13 ноября 2019 г. (второй блок).

Согласно данным табл. 5, элементы орбит Дуэнде вблизи момента сбли-
жения 18 апреля 2013 г., найденные с использованием решений уравнений (1)
и (2) с начальными данными на эпоху 5 августа 2019 г. и 13 ноября 2019 г.,
практически совпадают. Показано, что в момент сближения предельная отно-
сительная погрешность разности координат Земли и астероида многократно
превосходит предельную относительную погрешность координат астероида:
𝛿𝑋/𝛿𝑋А ≈ 7 377, 𝛿𝑌 /𝛿𝑌А ≈ 44 857, 𝛿𝑍/𝛿𝑍А ≈ 19 668.

Табл. 5 содержит элементы орбит астероида до и после его сближения
с Землей. После их тесного сближения различия элементов орбит астерои-
да, найденные с использованием решений по уравнениям (1) и (2) на дату
8 января 2013 г., отличаются друг от друга существенно. Отличия элементов
орбит, найденных с использованием уравнений (1) с начальными данными на
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моменты 5 августа 2019 г. и 13 ноября 2019 г., следующие:

Δ𝑀 = 0.0112∘, Δ𝑎 = −0.0000237 а.е., Δ𝑒 = −0.0000279,

Δ𝜔 = −0.0167∘, ΔΩ = 0∘, Δ𝑖 = 0∘.

Подобные различия элементов орбит, найденных с использованием уравне-
ний (2), также велики:

Δ𝑀 = 0.0312∘, Δ𝑎 = 0.0000669 а.е., Δ𝑒 = −0.0000448,

Δ𝜔 = −0.0410∘, ΔΩ = 0∘, Δ𝑖 = 0.0014∘.

Полученные разности элементов орбит указывают на значительные рас-
хождения элементов орбит в результате тесного сближения астероида с Зем-
лей. При этом большая полуось 𝑎 и эксцентриситет 𝑒 орбиты астероида сохра-
няют четыре верных знака, а угловые элементы — один знак после запятой.

Сравнение элементов орбит астероида на концах интегрирования, полу-
ченных с использованием решений уравнений (1) и (2), указывает на значи-
тельные различия элементов орбит.

На момент 22 марта 1900 г. отклонения в средней аномалии 𝑀 достигают
сотен градусов, в аргументе перигелия 𝜔— десятков градусов, а в большой
полуоси 𝑎 и эксцентриситете 𝑒 расхождения также значительные — 0.039 а.е.
и 0.0067. На другом конце интервала интегрирования 1 февраля 2100 г. разли-
чие элементов орбит, вычисленных с использованием решений уравнений (1)
и (2), менее значительное по сравнению с предыдущими значениями.

Из сравнения элементов орбит Дуэнде, приведенных в табл. 5, следует,
что при интегрировании с различными начальными данными на интервале
времени с 18 апреля 2013 г. по 4 марта 2075 г. большие полуоси 𝑎 и эксцентри-
ситеты 𝑒 совпадают до шести, а угловые элементы — до двух значащих цифр
после запятой. При этом важно отметить, что подобное совпадение результа-
тов вычислений не зависит от того, какие дифференциальные уравнения —
(1) или (2) — используются для получения элементов орбит этого астероида.

В результате коррекции орбиты начальных данных астероида Дуэнде с ис-
пользованием формул (3) средняя аномалия 𝑀 увеличилась на 0.000075, ар-
гумент перигелия 𝜔 уменьшился на 0.000075, а эксцентриситет 𝑒 увеличил-
ся на 0.00000013, остальные элементы остались без изменения. Вследствие
малых изменений начальных данных элементов орбит астероида коррекция
существенно не влияет на результаты численного интегрирования.

Астероид 2012 UE34. Астероид принадлежит группе Аполлона. Его
диаметр около 63 м, количество наблюдений — 48.

В табл. 6 приведены элементы орбит астероида 2012 UE34 на эпоху 13 но-
ября 2019 г., полученные путем решения уравнений движения (1) и (2), на-
чальные данные взяты на эпоху 5 августа 2019 г. В первой строке табл. 6
находятся элементы орбит, полученные на основе наблюдений, в последую-
щих строках — найденные с помощью интегрирования уравнений (1) и (2).

Из сравнения элементов орбит астероида 2012 UE34, найденных с помо-
щью наблюдений на эпоху 13 ноября 2019 г. и с использованием решения
уравнений (1), следует, что разность между элементами орбит составляет:
Δ𝑀 = −0.001956∘, Δ𝑎 = 0.00000076 а.е., Δ𝑒 = 0.00000041, Δ𝜔 = −0.000258∘,
ΔΩ = 0.000003∘, Δ𝑖 = 0.000049∘. Столь значительное расхождение элементов
орбит, по-видимому, связано с малым количеством наблюдений, с помощью
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которых определялись элементы орбит астероида 2012 UE34 на моменты 5 ав-
густа 2019 г. и 13 ноября 2019 г.

В табл. 7 представлены элементы орбит астероида 2012 UE34 на моменты
времени вблизи сближения астероида с Землей и Луной, а также на концах
интервала интегрирования 1900 г. и 2100 г., полученные с использованием
решений уравнений (1) и (2).

В момент сближения астероида с Землей предельная относительная по-
грешность разности координат астероида 2012 UE34 с Землей значитель-
но превосходит предельную относительную погрешность координат астеро-
ида: 𝛿𝑋/𝛿𝑋А ≈ 2 980, 𝛿𝑌 /𝛿𝑌А ≈ 1 736, 𝛿𝑍/𝛿𝑍А ≈ 6 080, что непосредствен-
но отражается на результатах численного интегрирования. Если до момен-
та сближения астероида 2012 UE34 с Землей элементы его орбит, найден-
ные с использованием дифференциальных уравнений (1) и (2), практически
совпадают, то после сближения они существенно различаются (см. табл. 7).
Различие элементов орбит на момент 30.6.2041 достигает следующих значе-
ний: Δ𝑀 = −1.6526∘, Δ𝑎 = 0.0085986 а.е., Δ𝑒 = 0.0066721, Δ𝜔 = 1.0236∘,
ΔΩ = 0.0015∘, Δ𝑖 = −0.0766∘.

Из результатов сравнения следует, что большая полуось 𝑎 и эксцентриси-
тет 𝑒 сохраняют совпадение до двух значащих цифр после запятой, расхож-
дения средних аномалий 𝑀 и аргументов перигелиев 𝜔 составляют свыше 1∘.
Полученные расхождения элементов орбит связаны как с наличием сближе-
ния астероида 2012 UE34 с Землей, так и с точностью начальных данных на
моменты 5 августа 2019 г. и 13 ноября 2019 г.

Дальнейшее улучшение точности прогнозирования движения астероида
2012 UE34 возможно с увеличением точности начальных данных его элемен-
тов орбит.

Астероид 1999 AN10. Астероид является членом группы Аполлона. Его
диаметр составляет около 700 м, количество наблюдений — 165. Он относится
к числу опасных астероидов в случае столкновения с Землей. Астероид 1999
AN10 имеет умеренное сближение с Землей на расстоянии 0.00259 а.е. 7 авгу-
ста 2017 г. Для астероида 1999 AN10 элементы орбит, найденные на моменты
5 августа 2019 г. и 13 ноября 2019 г. с помощью наблюдений, на сайте NASA1

отсутствуют, поэтому для оценки погрешности смещения начальных дан-
ных на эти моменты использовались данные, соответствующие эпохе 1 июля
2018 г. Элементы орбит астероида 1999 AN10 на момент 1 июля 2018 г. имеют
следующие значения: 𝑀 = 330.165037∘, 𝑎 = 1.45869566 а.е., 𝑒 = 0.56221500,
𝜔 = 268.322903∘, Ω = 314.389797∘, 𝑖 = 38.931932∘.

В табл. 8 приведены элементы орбит астероида 1999 AN10 на момент 5 ав-
густа 2019 г., полученные путем решения уравнений движения (1) и (2). На-
чальные данные астероида брались на эпоху 1 июля 2018 г. В первой стро-
ке табл. 8 представлены начальные данные элементов орбит астероида 1999
AN10 на эпоху 5 августа 2019 г., размещенные на сайте smallbodies.ru, во
второй и третьей строках — элементы орбит, найденные с помощью решения
уравнений движения (1) и (2).

Из сопоставления элементов орбит астероида 1999 AN10, представленных
в табл. 8, следует, что они различаются между собой незначительно, так
как разность между соответствующими элементами находится в пределах
погрешностей наблюдений.

1https://asteroid.lowell.edu/main/astorb
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В табл. 9 представлены элементы орбит астероида 1999 AN10, найден-
ные с использованием решения уравнений движения (1) и (2) с начальными
данными, отнесенными к эпохе 1 июля 2018 г. и 5 августа 2019 г. При этом
календарной дате соответствуют элементы орбит, полученные с использова-
нием решений уравнений (1), а юлианской дате — с помощью решения уравне-
ний (2). Элементы орбит астероида 1999 AN10 в табл. 9 представлены около
моментов сближения с Землей, т. е. в 1946 г. и 2027 г., а также на концах
интервала интегрирования — в 1900 г. и 2100 г.

Из сравнения элементов орбит астероида 1999 AN10, приведенных в табл. 9,
следует, что различие элементов в большей степени зависит от эпохи, на ко-
торую выбираются начальные данные, чем от метода численного интегри-
рования. При использовании уравнений движения (1) и (2), где начальные
данные взяты на одну и ту же эпоху, расхождение элементов орбит менее зна-
чительное, чем при выборе начальных данных на различные моменты (см.
табл. 9). На интервале времени с 7 октября 1946 г. по 4 июля 2017 г. элемен-
ты орбит, полученные с помощью решения уравнений (1) и (2), практически
совпадают. На левом конце интервала интегрирования 22 марта 1900 г. разли-
чие элементов орбит астероида 1999 AN10 несколько меньше, чем на правом
конце 1 февраля 2100 г., что находится в прямой зависимости от величины
сближения астероида с Землей. Потеря точности численного интегрирования
происходит в основном на участках сближения астероида с Землей на интер-
валах времени с 29 июня 1946 г. по 7 октября 1946 г. и с 4 июля 2027 г. по
22 октября 2017 г. В результате сближения астероида с Землей относительная
погрешность величины разности координат астероида и Земли примерно в
𝛿𝑋/𝛿𝑋А ≈ 637, 𝛿𝑌 /𝛿𝑌А ≈ 1 291, 𝛿𝑍/𝛿𝑍А ≈ 699 раз превышает предельную
относительную погрешность координат астероида, что непосредственно от-
ражается на результатах численного интегрирования. Как видно из табл. 9,
разность между элементами орбит на момент 22 октября 2027 г. следующая:
Δ𝑀 = 0.0060∘, Δ𝑎 = 0.0000769 а.е., Δ𝑒 = 0.000014, Δ𝜔 = −0.0031∘, ΔΩ = 0∘,
Δ𝑖 = 0.0007∘.

В результате на концах этих интервалов потеря точности в большой по-
луоси и эксцентриситете составляет два порядка от начальной точности (см.
табл. 8 и 9).

Астероид 2001 WN5. Астероид принадлежит группе Аполлона. Его
примерный диаметр составляет 610 м, количество наблюдений — 544. Тесные
сближения с большими планетами астероида 2001 WN5 не обнаружены, од-
нако 26 июля 2028 г. он пройдет от Земли на расстоянии 0.00166 а.е.

В табл. 10 приведены элементы орбит астероида 2001 WN5, полученные
путем решения уравнений движения (1) и (2), где начальные данные взя-
ты на эпоху 1 июля 2018 г. По разности элементов орбит в табл. 10 мож-
но определить погрешность начального смещения для каждого метода ре-
шения. Так, например, разности элементов орбит, полученных с помощью
решения уравнений (1), и орбитой, полученной с помощью наблюдений, на
момент 5 августа 2019 г. составляют следующие величины: Δ𝑀 = 0.000017∘,
Δ𝑎 = −0.00000012 а.е., Δ𝑒 = 0.00000016, Δ𝜔 = −0.000094∘, ΔΩ = 0.000094∘,
Δ𝑖 = 0∘.

В табл. 11 представлены элементы орбит астероида 2001 WN5, найденные
с использованием решения уравнений (1) и (2).

710



Математическое моделирование движения астероидов. . .

Т
аб

ли
ца

10
Э

л
ем

ен
ты

ор
би

т
ас

те
р
ои

д
а

20
01

W
N

5
,
п
ол

уч
ен

н
ы

е
р
еш

ен
и
ем

ур
ав

н
ен

и
й

д
ви

ж
ен

и
я

(1
)

и
(2

)
[O

rb
it

al
el

em
en

ts
of

as
te

ro
id

20
01

W
N

5
ca

lc
u
la

te
d

by
th

e
m

ot
io

n
eq

u
at

io
n
s

(1
)

an
d

(2
)]

C
ur

re
nt

da
te

In
it

ia
l
da

te
D

at
a

so
ur

ce
s

𝑀
(i

n
de

gr
ee

s)
𝑎

(i
n

au
)

𝑒
𝜔

(i
n

de
gr

ee
s)

Ω
(i

n
de

gr
ee

s)
𝑖

(i
n

de
gr

ee
s)

(c
al

cu
la

te
d

by
)

20
19

08
05

20
18

07
01

ob
se

rv
at

io
ns

35
4.

33
11

75
1.

71
22

62
00

0.
46

71
72

00
44

.5
26

79
0

27
7.

50
29

11
1.

92
00

25
by

th
e

E
q.

(1
)

35
4.

33
11

92
1.

71
22

61
88

0.
46

71
72

16
44

.5
26

69
6

27
7.

50
30

06
1.

92
00

25
by

th
e

E
q.

(2
)

35
4.

33
11

93
1.

71
22

61
75

0.
46

71
72

15
44

.5
26

70
0

27
7.

50
30

06
1.

92
00

25

Т
аб

ли
ца

11
Э

л
ем

ен
ты

ор
би

т
ас

те
р
ои

д
а

20
01

W
N

5
,
п
ол

уч
ен

н
ы

е
п
о

р
аз

л
и
ч
н
ы

м
н
ач

ал
ьн

ы
м

д
ан

н
ы

м
[O

rb
it

al
el

em
en

ts
of

as
te

ro
id

20
01

W
N

5
ca

lc
u
la

te
d

fr
om

d
iff

er
en

t
in

it
ia

l
d
at

a]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑀

(i
n

de
gr

ee
s)

𝑎
(i

n
au

)
𝑒

𝜔
(i

n
de

gr
ee

s)
Ω

(i
n

de
gr

ee
s)

𝑖
(i

n
de

gr
ee

s)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

In
it

ia
ld

at
e

—
Ju

ly
1,

20
18

19
00

03
22

JD
24

15
10

0.
5

by
th

e
E

q.
(1

)
23

4.
09

25
1.

70
96

24
5

0.
46

64
07

4
40

.9
10

2
28

0.
51

16
1.

94
93

by
th

e
E

q.
(2

)
23

4.
09

22
1.

70
96

24
3

0.
46

64
07

4
40

.9
09

8
28

0.
51

16
1.

94
93

19
79

01
27

JD
24

43
90

0.
5

by
th

e
E

q.
(1

)
31

8.
50

67
1.

71
18

06
3

0.
46

75
71

8
43

.5
16

8
27

8.
26

92
1.

92
98

by
th

e
E

q.
(2

)
31

8.
50

68
1.

71
18

06
3

0.
46

75
71

8
43

.5
16

7
27

8.
26

92
1.

92
98

20
18

07
01

JD
24

58
30

0.
5

by
th

e
E

q.
(1

)
17

8.
26

56
00

1.
71

17
14

24
0.

46
70

58
41

44
.5

50
16

0
27

7.
50

95
63

1.
92

00
08

by
th

e
E

q.
(2

)
17

8.
26

56
00

1.
71

17
14

24
0.

46
70

58
41

44
.5

50
16

0
27

7.
50

95
63

1.
92

00
08

20
28

05
09

JD
24

61
90

0.
5

by
th

e
E

q.
(1

)
32

2.
40

42
1.

71
20

43
8

0.
46

69
58

8
44

.8
91

2
27

7.
21

36
1.

91
72

by
th

e
E

q.
(2

)
32

2.
40

42
1.

71
20

43
7

0.
46

69
58

8
44

.8
91

2
27

7.
21

36
1.

91
72

20
28

08
17

JD
24

62
00

0.
5

by
th

e
E

q.
(1

)
6.

23
53

1.
68

35
90

7
0.

45
97

31
1

46
.3

60
9

27
6.

69
18

2.
39

57
by

th
e

E
q.

(2
)

6.
23

52
1.

68
35

80
4

0.
45

97
28

9
46

.3
61

3
27

6.
69

19
2.

39
56

21
00

02
01

JD
24

88
10

0.
5

by
th

e
E

q.
(1

)
26

5.
62

57
1.

68
27

64
8

0.
45

95
99

2
47

.9
94

6
27

5.
25

88
2.

38
60

by
th

e
E

q.
(2

)
26

5.
48

45
1.

68
27

84
6

0.
45

96
08

1
47

.9
77

4
27

4.
27

58
2.

38
55

711



За у с а е в А. Ф., Р ом а нюк М. А., З а у с а е в А. А.

О
ко

нч
ан

ие
та

бл
.1

1
[E

nd
of

th
e

T
ab

le
11

]

C
ur

re
nt

da
te

D
at

a
so

ur
ce

s
𝑀

(i
n

de
gr

ee
s)

𝑎
(i

n
au

)
𝑒

𝜔
(i

n
de

gr
ee

s)
Ω

(i
n

de
gr

ee
s)

𝑖
(i

n
de

gr
ee

s)
(c

al
cu

la
te

d
by

)

In
it

ia
ld

at
e

—
A

ug
us

t
5,

20
19

19
00

03
22

JD
24

15
10

0.
5

by
th

e
E

qs
.(

1)
23

4.
09

54
1.

70
96

25
3

0.
46

63
94

4
40

.9
13

8
28

0.
51

17
1.

94
93

by
th

e
E

qs
.(

2)
23

4.
09

77
1.

70
96

25
6

0.
46

64
07

6
40

.9
09

4
28

0.
51

19
1.

94
93

19
79

01
27

JD
24

43
90

0.
5

by
th

e
E

qs
.(

1)
31

8.
50

71
1.

71
18

06
1

0.
46

75
71

5
43

.5
16

9
27

8.
26

91
1.

92
98

by
th

e
E

qs
.(

2)
31

8.
50

74
1.

71
18

05
9

0.
46

75
71

5
43

.5
16

8
27

8.
26

92
1.

92
98

20
19

08
05

JD
24

58
70

0.
5

by
th

e
E

qs
.(

1)
35

4.
33

11
75

1.
71

22
62

00
0.

46
71

72
00

44
.5

26
79

0
27

7.
50

29
11

1.
92

00
25

by
th

e
E

qs
.(

2)
35

4.
33

11
75

1.
71

22
62

00
0.

46
71

72
00

44
.5

26
79

0
27

7.
50

29
11

1.
92

00
25

20
28

05
09

JD
24

61
90

0.
5

by
th

e
E

qs
.(

1)
32

2.
40

40
1.

71
20

43
8

0.
46

69
58

6
44

.8
91

3
27

7.
21

35
1.

91
72

by
th

e
E

qs
.(

2)
32

2.
40

39
1.

71
20

43
9

0.
46

69
58

6
44

.8
91

3
27

7.
21

35
1.

91
72

20
28

08
17

JD
24

62
00

0.
5

by
th

e
E

qs
.(

1)
6.

23
60

1.
68

36
63

9
0.

45
97

46
7

46
.3

58
2

27
6.

69
08

2.
39

70
by

th
e

E
qs

.(
2)

6.
23

66
1.

68
37

32
1

0.
45

97
61

5
46

.3
55

6
27

6.
68

99
2.

39
82

21
00

02
01

JD
24

88
10

0.
5

by
th

e
E

qs
.(

1)
24

4.
61

68
1.

68
26

81
7

0.
45

95
42

8
48

.2
22

0
27

5.
05

43
2.

38
96

by
th

e
E

qs
.(

2)
24

2.
86

28
1.

69
37

60
0

0.
46

22
24

8
47

.9
21

2
27

4.
95

74
2.

38
26

712



Математическое моделирование движения астероидов. . .

Как видно из табл. 11, на интервале времени с 22 марта 1900 г. по 9 мая
2028 г. элементы орбит астероида 2001 WN5, найденные с использованием
различных методов, практически совпадают. В результате сближения асте-
роида 2001 WN5 с Землей 26 июня 2028 г. (см. табл. 1) относительная по-
грешность разности координат астероида и Земли примерно в 𝛿𝑋/𝛿𝑋А ≈ 227,
𝛿𝑌 /𝛿𝑌А ≈ 3 998, 𝛿𝑍/𝛿𝑍А ≈ 574 раза превысит предельную относительную по-
грешность самих координат астероида. В результате сближения астероида
2001 WN5 с Землей разность между соответствующими элементами орбит
на момент 26 июня 2028 г. (см. табл. 11) достигает следующих значений:
Δ𝑀 = 0.0007∘, Δ𝑎 = 0.0000732 а.е., Δ𝑒 = 0.0000156, Δ𝜔 = −0.0027∘, ΔΩ =
= 0.0010∘, Δ𝑖 = 0.0022∘. Из сравнения элементов орбит следует, что большая
полуось 𝑎 и эксцентриситет 𝑒 сохраняют совпадение до четырех, а расхож-
дения средних аномалий 𝑀 и аргументов перигелиев 𝜔— до двух значащих
цифр после запятой.

Повышение точности численного интегрирования уравнений движения
астероида 2001 WN5, как и в предыдущих случаях, связано с улучшением
точности начальных данных его элементов орбит.

Заключение. На основании проведенных исследований можно сделать
следующие выводы:

а) учет коррекции начальных данных оказал на эволюцию орбит исследу-
емых астероидов несущественное влияние;

б) наибольшая потеря точности численного интегрирования уравнений дви-
жения (1) и (2) происходит на участках сближения астероида с Землей,
при этом точность результатов интегрирования находится в прямой за-
висимости от величины сближения;

в) для исследуемых астероидов при сближении их с Землей относитель-
ная погрешность разности координат астероида и Земли превышает
предельную относительную погрешность самих координат астероида на
несколько порядков (от 227 до 44 900 раз);

г) при отсутствии сближения астероида с Землей на расстояние менее
0.1 а.е. решение уравнений (1) и (2) приводит практически к одина-
ковым результатам;

д) результаты исследований можно обобщить на все астероиды групп Апол-
лона и Атона.

Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
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ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
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Abstract
This article evaluates the accuracy of solutions to differential equations of

motion, taking into account relativistic effects obtained on the basis of a new
principle of interaction, using the example of studies of the evolution of the
orbits of five asteroids. A numerical integration of equations of the asteroids’
motion with the initial data referred to different points in time is carried
out. Based on a comparison of the results of the study, certain patterns are
revealed. At time intervals in the absence of rapprochement of the asteroid
with the Earth less than 0.1 au it is possible to apply with equal efficiency the
differential equations given in the paper. The loss of accuracy of numerical
integration is directly dependent on the magnitude of the rapprochement
of the asteroid width the Earth. Due to the fact that in the right sides
of the equations of motion we have differences of the coordinates of the
asteroid and the planet, with sufficient proximity, the relative accuracy of
the coordinates is many times greater than the relative accuracy of the
difference. For the studied asteroids, when they approach the Earth, the
relative error of the difference in the coordinates of the asteroid and the Earth
is approximately 227 to 44900 times higher than the limiting relative error
of the coordinates of the asteroid itself. Predicting the motion of Apophis
after its close approach to the Earth based on the solution of the equations
of motion by modern methods leads to large errors, the reduction of which
is possible only by improving the initial data of the elements of the orbits
of the asteroid. About the possibility of close approach of Apophis with the
Earth on a time interval from April 14, 2029 to January 1, 2100 it can be
argued with a certain degree of probability. The results of the research can
be generalized to all asteroids of Apollo and Aten groups.
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