
Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2020. Т. 24, № 4. С. 769–779
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu1784

УДК 517.958:539.3(1)

Статическая термоустойчивость пологой
геометрически нерегулярной оболочки
из ортотропного термочувствительного материала

© М. В. Вильде, О. А. Мыльцина,
С. А. Григорьев, Г. Н. Белосточный

Саратовский государственный университет им. Н. Г. Чернышевского
(национальный исследовательский университет),
Россия, 410012, Саратов, ул. Астраханская, 83.

Аннотация

Рассматривается пологая ортотропная геометрически нерегулярная
оболочка (ГНО) постоянного кручения, термомеханические параметры
которой линейно зависят от температуры. При достижении темпера-
туры определенного значения происходит скачкообразно смена формы
равновесия, что вызывает изменение первоначальной геометрии оболоч-
ки. Эти значения температур называют критическими.

Для практики значительный интерес представляют соотношения, свя-
зывающие критические температуры с геометрическими и термомехани-
ческими параметрами ГНО. Решение задач статической термоустойчи-
вости ГНО, как правило, начинается с анализа их исходного безмомент-
ного состояния. Тангенциальные усилия, вызванные нагревом оболоч-
ки, определяются как решения системы сингулярных дифференциаль-
ных уравнений безмоментной термоупругости. Эти усилия содержатся
в формах Брайена или Рейсснера в уравнениях статической термоустой-
чивости, и от их структуры существенно зависит успех в дальнейшем
решении задачи.

В работе решение сингулярной безмоментной термоупругости найде-
но в элементарных функциях. Уравнения моментной термоупругости,
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записанные в компонентах поля перемещений, методом функции пере-
мещений сведены к одному сингулярному дифференциальному уравне-
нию в частных производных восьмого порядка. Решение записывает-
ся в виде двойного тригонометрического ряда, коэффициенты которого
на основании процедуры Галёркина определяются как решения линей-
ной однородной алгебраической системы уравнений. Из равенства нулю
определителя этой системы (в первом приближении) получено алгебраи-
ческое уравнение пятой степени для относительной критической темпе-
ратуры, наименьший положительный действительный корень которого
и есть искомая температура. Проводится количественный анализ влия-
ния геометрических и термомеханических параметров ГНО на величины
критических температур.

Ключевые слова: ортотропность, термочувствительность, статика,
термоустойчивость, сингулярность, пологая оболочка, кручение, темпе-
ратура.
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Введение. В известных областях современной техники используются кон-
струкции, содержащие элементы в виде геометрически нерегулярных оболо-
чек (ГНО), выполненных из ортотропных чувствительных к нагреву матери-
алов.

Штатные условия эксплуатации предусматривают в ряде случаев сохра-
нение их первоначальной геометрии при воздействии температурных и си-
ловых факторов со стороны рабочей среды. Это одна из основных причин,
требующая предварительного предельно точного анализа статической и ди-
намической термоустойчивости объектов указанного класса — геометрически
нерегулярных ортотропных пологих оболочек, обширный класс которых об-
разуют ребристые оболочки. Несмотря на значительное число научных работ,
посвященных гладким оболочкам, информация о термоустойчивости ГНО
в открытой печати практически отсутствует.

Целью настоящей работы является решение задачи статической термо-
устойчивости ортотропной ГНО из термочувствительного материала на ос-
новании строгой континуальной модели [1, 2]. Уравнение для критической
температуры получено в предположении линейной зависимости термомеха-
нических параметров от температуры.

Количественные результаты представлены в виде таблиц, наглядно ил-
люстрирующих влияние геометрических и термомеханических параметров
на величины критических температур.

1. Методика решения задачи статической термоустойчивости
ГНО из термочувствительного материала. Рассмотрим геометрически
нерегулярную пологую ортотропную оболочку постоянного кручения, урав-
нение срединной поверхности которой имеет вид [3, 4]

𝑥3(𝑥1, 𝑥2) =
𝛿

𝑎𝑏
𝑥1𝑥2,
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где 𝛿— наибольший подъем оболочки над ее прямоугольным планом в ко-
ординатной плоскости 𝜋1(𝑥1, 𝑥2) со сторонами 𝑎 и 𝑏. Оболочка выполнена из
термочувствительного материала, модули упругости и коэффициенты линей-
ного расширения линейно зависят от постоянной температуры 𝜃 [5, 6]:

𝐸𝑗 = 𝐸𝑗0(1− 𝛾𝑗𝜃), 𝛼𝑗 = 𝛼𝑗0(1 + 𝛽𝑗𝜃), 𝑗 = 1, 2.

Здесь 𝐸𝑗0 и 𝛼𝑗0 — соответственно модули упругости и коэффициенты линей-
ного расширения материала при нулевой температуре; 𝛾𝑗 , 𝛽𝑗 — известные по-
стоянные.

Тангенциальные усилия 𝑇 𝑖𝑗 , возникающие в ГНО при нагреве до посто-
янной температуры 𝜃, когда она находится в безмоментном состоянии, удо-
влетворяют сингулярным дифференциальным уравнениям [7–10]:

𝑇 11,1 + 𝑇 12,2 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑇
12
𝑖,2𝛿(𝑥1 − 𝑥𝑖1) = 0,

𝑇 22,2 + 𝑇 12,1 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑇
22
𝑖,2𝛿(𝑥1 − 𝑥𝑖1) = 0, 𝑇 12 = 0,

(1)

где 𝑇 11 = 𝐵1[�̃�,1 + 𝜈2𝑣,2 − (𝛼1 + 𝜈2𝛼2)𝜃], 𝑇
22 = 𝐵2[𝑣,2 + 𝜈1�̃�,1 − (𝛼2 + 𝜈1𝛼1)𝜃],

𝑇 12 = 𝐺ℎ(�̃�,2 + 𝑣,1)− 2𝑘12�̃�, 𝛿(𝑥1 − 𝑥𝑖1)— сдвинутая 𝛿-функция Дирака,

𝐵1 =
𝐸1ℎ

1− 𝜈1𝜈2
, 𝐵2 =

𝐸2ℎ

1− 𝜈1𝜈2
, 𝑘12 = 𝑥3,12 =

𝛿

𝑎𝑏
,

𝑇 12
𝑖 = 𝐺ℎ𝑖�̃�,2, 𝑇 22

𝑖 = 𝐸2ℎ𝑖(𝑣,2 − 𝛼2𝜃); 𝑎𝑖 — ширина 𝑖-того ребра, ℎ𝑖 — высо-
та 𝑖-того ребра, 𝑛— число ребер, 𝜈𝑗 — коэффициенты Пуассона, 𝑗 = 1, 2;
˜̄𝑢(�̃�, 𝑣, �̃�)— компоненты поля перемещений в безмоментном состоянии ГНО,
𝐺— модуль сдвига.

Решение сингулярной системы (1) в случае краевых условий

�̃� = 0, 𝑇 12 = 0 при 𝑥1 = 0, 𝑥1 = 𝑎,

𝑣 = 0, 𝑇 12 = 0 при 𝑥2 = 0, 𝑥2 = 𝑏

запишется в элементарных функциях [11, 12]:

˜̄𝑢 = 0, 𝑇 12 = 0, 𝑇 11 = −𝐵1(𝛼1 + 𝜈2𝛼2)𝜃, 𝑇 22 = −𝐵2(𝛼2 + 𝜈1𝛼1)𝜃. (2)

Тангенциальные усилия (2) содержатся в сингулярных уравнениях стати-
ческой термоустойчивости ГНО, которая в компонентах поля перемещений
имеет следующий вид:

𝑢,11 +
𝐺ℎ

𝐵1
𝑢,22 +

(︁
𝜈2 +

𝐺ℎ

𝐵1

)︁
𝑣,12 − 2

𝐺ℎ

𝐵1
𝑘12𝑤,2 = 0,

𝑣,22 +
𝐺ℎ

𝐵2
𝑣,11 +

(︁
𝜈1 +

𝐺ℎ

𝐵2

)︁
𝑢,12 − 2

𝐺ℎ

𝐵2
𝑘12𝑤,1 = 0,

𝐷1𝑤,1111 + 2(𝐷1𝜈1 + 2𝐷)𝑤,1122 +𝐷2𝑤,2222 + 4𝐺ℎ𝑘212𝑤− (3)
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−2𝐺ℎ𝑘12(𝑢,2 + 𝑣,1) +
𝑛∑︁

𝑖=1

(𝐸2𝐽𝑖𝑤,2222 + 𝑇𝑖
22
𝑤,22)𝛿(𝑥1 − 𝑥𝑖1)+

+𝑇 11𝑤,11 + 2𝑇 12𝑤,12 + 𝑇 22𝑤,22 = 0.

Здесь 𝐷1 =
𝐸1ℎ

3

12(1− 𝜈1𝜈2)
, 𝐷2 =

𝐸2ℎ
3

12(1− 𝜈1𝜈2)
, 𝐷 =

𝐺ℎ3

12
, 𝑇 22

𝑖 = −𝐸2𝑎𝑖ℎ𝑖𝛼2𝜃,

𝐽𝑖 =
𝑎𝑖ℎ

3
𝑖

12
.

Обращаясь к методу функций перемещений [3, 4], система (3) подстановкой

𝑢 = 2𝑘12
𝐺ℎ

𝐵2

(︁𝐸2

𝐸1

𝜕3Φ

𝜕𝑥31
− 𝜈2

𝜕3Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥2

)︁
, 𝑣 = 2𝑘12

𝐺ℎ

𝐵2

(︁𝜕3Φ
𝜕𝑥31

− 𝜈2
𝜕3Φ

𝜕𝑥1𝜕𝑥22

)︁
,

𝑤 =
𝐺ℎ

𝐵2

(︁𝜕4Φ
𝜕𝑥41

+
(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕4Φ

𝜕𝑥42

)︁
сводится к сингулярному дифференциальному уравнению восьмого порядка
относительно функции Φ(𝑥1, 𝑥2):

𝜕8Φ

𝜕𝑥81
+
[︁𝐸2

𝐺
+ 4(1− 𝜈1𝜈2)

𝐺

𝐸1

]︁ 𝜕8Φ

𝜕𝑥61𝜕𝑥
2
2

+

+ 2
[︁𝐸2

𝐸1
+

(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁(︁
𝜈2 + 2(1− 𝜈1𝜈2)

)︁ 𝐺
𝐸1

]︁ 𝜕8Φ

𝜕𝑥41𝜕𝑥
4
2

+

+
[︁𝐸2

𝐺
+ 4(1− 𝜈1𝜈2)

𝐺

𝐸1

]︁𝐸2

𝐸1

𝜕8Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
6
2

+
(︁𝐸2

𝐸1

)︁2𝜕8Φ

𝜕𝑥82
+

+
48

𝑎2𝑏2
𝐸2

𝐸1

(︁ 𝛿
ℎ

)︁2
(1− 𝜈1𝜈2)

𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+

+

𝑛∑︁
𝑖=1

{︃
𝐸2𝐽𝑖
𝐷1

[︁ 𝜕8Φ

𝜕𝑥41𝜕𝑥
4
2

+
(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕8Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
6
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕8Φ

𝜕𝑥82

]︁
+

+
𝑇 22
𝑖

𝐷1

[︁ 𝜕6Φ

𝜕𝑥41𝜕𝑥
2
2

+
(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕6Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
4
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕6Φ

𝜕𝑥62

]︁}︃
𝛿(𝑥1 − 𝑥𝑖1)−

− 1

𝐷1

(︁
𝑇 11 𝜕

2

𝜕𝑥21
+ 2𝑇 12 𝜕2

𝜕𝑥1𝜕𝑥2
+ 𝑇 22 𝜕

2

𝜕𝑥22

)︁
×

×
[︁𝜕4Φ
𝜕𝑥41

+
(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕4Φ

𝜕𝑥42

]︁
= 0. (4)

В этом уравнении тангенциальные усилия определяются соотношениями (2).
Рассмотрим случай шарнирно-подвижного опирания краев оболочки:

𝑢 = 0, 𝑇 12 = 0, 𝑀11 = 0, 𝑤 = 0 при 𝑥1 = 0, 𝑥1 = 𝑏,

𝑣 = 0, 𝑇 12 = 0, 𝑀22 = 0, 𝑤 = 0 при 𝑥2 = 0, 𝑥2 = 𝑏,
(5)

где 𝑀11 = −𝐷1(𝑤,11 + 𝜈2𝑤,22), 𝑀22 = −𝐷2(𝑤,22 + 𝜈1𝑤,11).
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Краевые условия (5) перепишутся через функцию перемещений Φ(𝑥1, 𝑥2)
в виде

𝐸2

𝐸1

𝜕3Φ

𝜕𝑥32
− 𝜈2

𝜕3Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥2
= 0,

𝜕4Φ

𝜕𝑥41
− 𝜈2

𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

= 0,

𝜕4Φ

𝜕𝑥41
−

(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕4Φ

𝜕𝑥42
= 0,

𝜕2

𝜕𝑥21

(︁𝜕4Φ
𝜕𝑥41

+
(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕4Φ

𝜕𝑥42

)︁
= 0, при 𝑥1 = 0, 𝑥1 = 𝑎;

(6)

𝐸2

𝐸1

𝜕4Φ

𝜕𝑥42
− 𝜈2

𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

= 0,
𝜕3Φ

𝜕𝑥31
− 𝜈2

𝜕3Φ

𝜕𝑥1𝜕𝑥22
= 0,

𝜕4Φ

𝜕𝑥41
−
(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕4Φ

𝜕𝑥42
= 0,

𝜕2

𝜕𝑥22

(︁𝜕4Φ
𝜕𝑥41

+
(︁𝐸2

𝐺
− 2𝜈2

)︁ 𝜕4Φ

𝜕𝑥21𝜕𝑥
2
2

+
𝐸2

𝐸1

𝜕4Φ

𝜕𝑥42

)︁
= 0, при 𝑥2 = 0, 𝑥2 = 𝑏.

(7)

Функцию Φ(𝑥1, 𝑥2), тождественно удовлетворяющую всем условиям (6),
(7), зададим в виде двойного тригонометрического ряда с постоянными коэф-
фициентами:

Φ(𝑥1, 𝑥2) =
∑︁
𝑘,𝑚

𝐶𝑘𝑚 sin
𝑘𝜋𝑥1
𝑎

sin
𝑚𝜋𝑥2
𝑏

. (8)

Подстановка (8) в уравнение (4) с последующим обращением к проце-
дуре Галёркина приводит к однородной алгебраической системе уравнений
относительно коэффициентов ряда (8) [13]. Из равенства нулю определителя
этой системы получим алгебраическое уравнение относительно безразмер-
ной величины 𝜃* = (𝑎/ℎ)2𝛼10𝜃. Наименьший положительный корень этого
уравнения и есть искомая относительная критическая температура 𝜃𝑐𝑟* , при
достижении которой возможен скачкообразный переход термоупругой систе-
мы к новой форме равновесия. В первом приближении это уравнение пятой
степени запишется в виде

𝐾5(𝛾, 𝛽)𝜃
5
* +𝐾4(𝛾, 𝛽)𝜃

4
* + [𝐾 ′

3(𝛾) +𝐾 ′′
3 (𝛾, 𝛽)]𝜃

3
* +

+ [𝐾 ′
2(𝛾) +𝐾 ′′

2 (𝛾, 𝛽)]𝜃
2
* + [𝐾 ′

1(𝛾) +𝐾 ′′
1 (𝛼)]𝜃* +𝐾0 = 0,

где

𝐾0 = 𝑎11 + 𝑎12
𝐸20

𝐺
+ 𝑎13

𝐺

𝐸10
+ 𝑎14

𝐸20

𝐸10
+

+ 𝑎15
𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
+ 𝑎16

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
+ 𝑎17

𝐺

𝐸10

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
,
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𝐾 ′
1(𝛾) = −

[︁
2𝑎11𝛾1 + 𝑎12

𝐸20

𝐺
(2𝛾1 + 𝛾2) + 𝑎13

𝐺

𝐸10
𝛾1 + 𝑎14

𝐸20

𝐸10
(𝛾1 + 𝛾2) +

+ 𝑎15
𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(2𝛾2 + 𝛾1) + 2𝑎16

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
𝛾2 + 𝑎17

𝐺

𝐸10

𝐸20

𝐸10
𝛾2

]︁
,

𝐾 ′′
1 (𝛼) = −12

[︁
𝑏11 + 𝑏12

𝐸20

𝐸10
+ 𝑏13

𝐸20

𝐺
− 𝑏14

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
+ 𝑏15

𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
+

+ 𝑏16
𝛼20

𝛼10
+ 𝑏17

𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐸10
+ 𝑏18

𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐺
+

+ 𝑏19
𝛼20

𝛼10

𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
+ 𝑏19

𝛼20

𝛼10

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2]︁
,

𝐾 ′
2(𝛾) = 𝑎11𝛾

2
2 + 𝑎12

𝐸20

𝐺
(𝛾21 + 2𝛾1𝛾2) + 𝑎14

𝐸20

𝐸10
𝛾1𝛾2 +

+ 𝑎15
𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛾22 + 2𝛾1𝛾2) + 𝑎16

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
𝛾22 ,

𝐾 ′′
2 (𝛾, 𝛽) = −12

[︁
𝑏11(𝛽1 − 2𝛾1) + 𝑏12

𝐸20

𝐸10
(𝛽1 − 𝛾1 − 𝛾2) +

+ 𝑏13
𝐸20

𝐺
(𝛽1 − 2𝛾1 − 𝛾2) + 𝑏14

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛽1 − 2𝛾2) +

+ 𝑏15
𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛽1 − 2𝛾2 − 𝛾1) + 𝑏16

𝛼20

𝛼10
(𝛽2 − 2𝛾1) +

+ 𝑏17
𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐸10
(𝛽2 − 𝛾1 − 𝛾2) + 𝑏18

𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐺
(𝛽2 − 2𝛾1 − 𝛾2) +

+ 𝑏19
𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛽2 − 2𝛾2 − 𝛾1) + 𝑏10

𝛼20

𝛼10

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛽2 − 2𝛾2)

]︁
,

𝐾 ′
3(𝛾) = −

[︁
𝑎12

𝐸20

𝐺
𝛾21𝛾2 + 𝑎15

𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
𝛾1𝛾

2
2

]︁
,

𝐾 ′′
3 (𝛾, 𝛽) = −12

[︁
𝑏11(𝛾

2
1 − 2𝛾1𝛽1) + 𝑏12

𝐸20

𝐸10
(𝛾1𝛾2 − 𝛽1𝛾1 − 𝛽1𝛾2) +

+ 𝑏13
𝐸20

𝐺
(𝛾21 + 2𝛾1𝛾2 − 2𝛽1𝛾1 − 𝛽1𝛾2) + 𝑏14

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛾22 − 2𝛽1𝛾2) +

+ 𝑏15
𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛾22 + 2𝛾1𝛾2 − 𝛽1𝛾1 − 2𝛽1𝛾2) + 𝑏16

𝛼20

𝛼10
(𝛾21 − 2𝛾1𝛽2) +

+ 𝑏17
𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐸10
(𝛾1𝛾2−𝛽2𝛾1−𝛽2𝛾2) + 𝑏18

𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐺
(𝛾21+2𝛾1𝛾2−2𝛾1𝛽2 − 𝛽2𝛾2) +

+ 𝑏19
𝛼20

𝛼10

𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛾22+2𝛾2𝛾1−2𝛽2𝛾2−𝛽2𝛾1)+𝑏10

𝛼20

𝛼10

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛾22−2𝛽2𝛾2)

]︁
,
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𝐾4(𝛾, 𝛽) = −12
[︁
𝑏11𝛽1𝛾

2
1 + 𝑏12

𝐸20

𝐸10
𝛽1𝛾1𝛾2 + 𝑏13

𝐸20

𝐺
(𝛽1𝛾

2
1 + 2𝛽1𝛾2𝛾1 − 𝛾2𝛾

2
1) +

+ 𝑏14

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
𝛽1𝛾

2
2 + 𝑏15

𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛽1𝛾

2
2 + 𝛽21𝛾1𝛾2 − 𝛾1𝛾

2
2) +

+ 𝑏16
𝛼20

𝛼10
𝛽2𝛾

2
1 + 𝑏17

𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐸10
𝛽2𝛾1𝛾2 + 𝑏18

𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐺
(𝛽2𝛾

2
1 + 2𝛽2𝛾1𝛾2 − 𝛾21𝛾2) +

+ 𝑏19
𝛼20

𝛼10

𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
(𝛽2𝛾

2
2 + 2𝛽2𝛾1𝛾2 − 𝛾1𝛾

2
2) + 𝑏10

𝛼20

𝛼10

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
𝛽2𝛾

2
2

]︁
,

𝐾5(𝛾, 𝛽) = 12
[︁
𝑏13

𝐸20

𝐺
𝛽1𝛾

2
1𝛾2 + 𝑏15

𝐸10

𝐺

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
𝛽1𝛾1𝛾

2
2 +

+ 𝑏16
𝛼20

𝛼10

𝐸20

𝐺
𝛽2𝛾

2
1𝛾2 + 𝑏19

𝛼20

𝛼10

(︁𝐸20

𝐸10

)︁2
𝛽2𝛾1𝛾

2
2

]︁
;

𝑎11 = 𝜋2
[︁
1− 4𝜈22

(︁𝑎
𝑏

)︁4]︁
, 𝑎12 = 𝜋2

[︁(︁𝑎
𝑏

)︁2
+ 2𝜈2

(︁𝑎
𝑏

)︁4]︁
,

𝑎13 = 4𝜋2(1− 𝜈1𝜈2)
[︁(︁𝑎
𝑏

)︁2
− 2𝜈2

(︁𝑎
𝑏

)︁4]︁
, 𝑎17 = 4𝜋2(1− 𝜈1𝜈2)

(︁𝑎
𝑏

)︁6
,

𝑎14 = 𝜋2
(︁𝑎
𝑏

)︁4[︁
2 + 4(1− 𝜈1𝜈2) + 43

(︁ 𝑏
𝑎

)︁2(︁ 𝛿
ℎ

)︁2
𝜋4 +

+ 24(1− 𝜈1𝜈2)
[︁
1− 2𝜈2

(︁𝑎
𝑏

)︁2]︁𝐸2

𝐸1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐼𝑖
𝑎ℎ3

sin2
𝜋𝑥𝑖1
𝑎

]︁
,

𝑎15 = 𝜋2
(︁𝑎
𝑏

)︁6[︁
1 + 24(1− 𝜈1𝜈2)

𝐸2

𝐸1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐼𝑖
𝑎ℎ3

sin2
𝜋𝑥𝑖1
𝑎

]︁
,

𝑎16 = 𝜋2
(︁𝑎
𝑏

)︁8[︁
1 + 24(1− 𝜈1𝜈2)

𝐸2

𝐸1

𝑛∑︁
𝑖=1

𝐼𝑖
𝑎ℎ3

sin2
𝜋𝑥𝑖1
𝑎

]︁
;

𝑏11 = 1− 2𝜈2

(︁𝑎
𝑏

)︁2
, 𝑏12 =

(︁𝑎
𝑏

)︁2[︁(︁𝑎
𝑏

)︁2
(1− 2𝜈1𝜈2) + 𝜈1

]︁
,

𝑏13 =
(︁𝑎
𝑏

)︁2
, 𝑏14 = 𝜈1

(︁𝑎
𝑏

)︁6
, 𝑏15 = 𝜈1

(︁𝑎
𝑏

)︁4
,

𝑏16 =
[︁
𝜈2 − 2𝜈22

(︁𝑎
𝑏

)︁2]︁
(1 + 𝜓), 𝑏17 =

[︁
𝜈2

(︁𝑎
𝑏

)︁4
+

(︁𝑎
𝑏

)︁2
− 2𝜈2

(︁𝑎
𝑏

)︁4]︁
(1 + 𝜓),

𝑏18 = 𝜈2

(︁𝑎
𝑏

)︁2
(1 + 𝜓), 𝑏19 =

(︁𝑎
𝑏

)︁4
(1 + 𝜓), 𝑏10 =

(︁𝑎
𝑏

)︁6
(1 + 𝜓);

𝜓 =
𝑛∑︁

𝑖=1

ℎ𝑖
ℎ

𝑎𝑖
𝑎
sin2

𝜋𝑥1
𝑎
.

Результаты расчетов. Значения относительных критических темпера-
тур при различных величинах геометрических и термомеханических пара-
метров приводятся в табл. 1, 2 для материала «стеклопластик КАСТ-Б»
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Таблица 1
Величины относительных температур при различных значениях геометриче-
ских параметров оболочки [Relative temperatures for different values of the shell

geometric parameters]

𝛿/ℎ 𝐼𝑖/(𝑎ℎ
3) 𝜃𝑐𝑟* , 𝑏/𝑎 = 0.5 𝜃𝑐𝑟* , 𝑏/𝑎 = 0.9

𝑛 = 1

0 2.7531 1.2064
1 0.01 3.1801 1.2898

0.05 4.8912 1.6232
0 3.3985 1.6717

5 0.01 3.8226 1.7550
0.05 5.5366 2.0885

𝑛 = 3

0 2.7531 1.2064
1 0.01 3.6083 1.3781

0.05 7.0294 2.0400
0 3.3984 1.6717

5 0.01 4.2537 1.8384
0.05 7.6748 2.5052

Таблица 2
Величины абсолютных критических температур (в ℃) для оболочки из тер-
мочувствительного материала [The absolute critical temperatures (in ℃) for

a thermosensitive shell]

𝑎/ℎ 𝛽 = 𝛾 = 0 𝛽 ̸= 0, 𝛾 = 0 𝛽 = 0, 𝛾 ̸= 0

𝛽 55.7989 𝛾 56.9019
100 56.8054 2𝛽 54.8596 2𝛾 57.0024

3𝛽 54.6269 3𝛾 57.1073
𝛽 97.8897 𝛾 101.2973

75 100.9874 2𝛽 95.1357 2𝛾 101.6312
3𝛽 94.4720 3𝛾 101.9925
𝛽 212.6090 𝛾 228.8675

50 227.2217 2𝛽 201.0799 2𝛾 230.8364
3𝛽 198.4670 3𝛾 233.2451

(𝐸10 = 213 · 108 Н/м2, 𝐸20 = 121 · 108 Н/м2, 𝐺 = 20.3 · 108 Н/м2, 𝜈2 = 0.19),
везде 𝑎𝑖/𝑎 = 0.01.

В табл. 2 приводятся значения истинных критических температур 𝜃𝑐𝑟 при
«замороженных» параметрах: 𝛽1 = 𝛽2 = 𝛽, 𝛾1 = 𝛾2 = 𝛾, 𝑏/𝑎 = 0.5, ℎ𝑖/ℎ = 3.9,
𝛿/ℎ = 2.5, 𝑛 = 3.

На величины критических температур существенное влияние оказыва-
ют параметры ℎ𝑖/ℎ и 𝛿/ℎ— абсолютные высоты ребер и кручение оболочки.
С увеличением длины ребер их влияние заметно уменьшается. Учет зависи-
мости термомеханических характеристик материала ГНО вносит в значения
критических температур тем большие поправки, чем больше относительная
толщина оболочки — параметр 𝑎/ℎ.
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Abstract

A flat orthotropic geometrically irregular shell of constant torsion, whose
thermomechanical parameters are linearly dependent on temperature, is con-
sidered. When the temperature reaches a certain value, the change in the
shape of the equilibrium occurs abruptly, which causes a change in the initial
geometry of the shell. These temperatures are called critical.

For practice, the relationships connecting the critical temperatures with
the geometrical and thermomechanical parameters of the geometrically ir-
regular shell are of considerable interest. The solution of the problems of
static thermal stability of geometrically irregular shells usually begins with
an analysis of their initial momentless state. Tangential forces caused by shell
heating are defined as solutions of a system of singular differential equations
of momentless thermoelasticity. These efforts are contained in the Brian or
Reissner forms in the equations of static thermal stability and the further
solution of the problem essentially depends on their structure.

In this paper, the solution of singular momentless thermoelasticity is
found by elementary functions. Using the method of displacement functions,
the equations of moment thermoelasticity, written in the components of the
displacement field, are reduced to a single singular differential equation in
partial derivatives of the eighth order depending on the temperature, which
is assumed to be constant. The solution is written as a double trigonometric
series. The coefficients of the series, based on the Galerkin procedure, are de-
termined as solutions to a linear homogeneous algebraic system of equations.
From the equality to zero of the determinant of this system, an algebraic
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equation of the fifth degree is obtained for the relative critical temperature.
The smallest positive real root of which is the desired temperature. A quan-
titative analysis of the influence of the geometrical and thermomechanical
parameters of the geometrically irregular shell on the value of the critical
temperature is carried out.
Keywords: orthotropic, thermosensitive, statics, thermal stability, singu-
larity, shallow shell, torsion, temperature.
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