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Аннотация
С использованием уравнений Эйлера исследуется линия торможе-

ния (критическая линия) в общем пространственном случае стационар-
ного обтекания тела с гладкой выпуклой носовой частью несжимаемой
жидкостью. Предполагается, что в некоторой окрестности точки тормо-
жения (критической точки) всюду, за исключением точки торможения,
скорость жидкости отлична от нуля, и что все линии тока на поверхно-
сти тела в этой окрестности начинаются в точке торможения.

Доказываются следующие три утверждения. 1) Если на некотором
отрезке вихревой линии завихренность не обращается в нуль, то величи-
на скорости жидкости на этом отрезке либо тождественно равна нулю,
либо отлична от нуля во всех точках отрезка вихревой линии (скорост-
ная альтернатива). 2) Завихренность в точке торможения равна нулю.
3) На линии торможения завихренность коллинеарна скорости и отно-
шение величины завихренности к величине скорости одинаково во всех
точках линии торможения (инвариант линии торможения).

На основании полученных результатов делается вывод о невозмож-
ности стационарного обтекания тела вихревым потоком, в котором ско-
рость и завихренность не коллинеарны. Однако вопрос о завихренности
в точке торможения в плоскопараллельных течениях остается откры-
тым, поскольку принятое предположение об отличии от нуля скорости
жидкости в некоторой окрестности точки торможения всюду, кроме са-
мой точки торможения, исключает из рассмотрения плоскопараллель-
ные течения.
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Инвариант линии торможения. . .

Введение. Современное состояние вычислительной техники и уровень
развития численных методов позволяют исследовать течения жидкости и га-
за в рамках моделей, гораздо более сложных, чем модель идеальной несжима-
емой жидкости. Однако некоторые процессы и в настоящее время с успехом
изучаются в рамках этой модели [1–7]. Наряду с поиском точных решений
уравнений движения вязкого газа [8, 2] исследователи ищут точные решения
уравнений движения идеальной несжимаемой жидкости [1, 3]. Все это гово-
рит о том, что исследование общих свойств течений несжимаемой жидкости
в рамках уравнений Эйлера до сих пор остается актуальным. Данная ста-
тья посвящена свойствам завихренности на линии торможения при наличии
завихренности в потоке, обтекающем несимметричное тело или осесиммет-
ричное тело под углом атаки. В отличие от осесимметричного обтекания,
где линия торможения лежит на оси симметрии (рис. a), в рассматривае-
мом случае линия торможения искривлена (рис. b), и в течении отсутствует
симметрия, что значительно усложняет исследование.

Недавно в статье [12] в общем 3D-случае обнаружены некоторые замеча-
тельные свойства завихренности на линии торможения в изоэнергетических
течениях идеального газа. Результаты [12] нельзя непосредственно приме-
нить к идеальной несжимаемой жидкости. Однако авторы данной статьи за-
метили, что два шага доказательства [12] при надлежащем видоизменении
можно применить и к идеальной несжимаемой жидкости. Один из этих ша-
гов «повторен» ниже в третьем разделе. Что касается другого шага доказа-
тельства [12], то речь идет о доказательстве равенства нулю завихренности
в точке торможения. Для идеальной несжимаемой жидкости можно было бы
применить видоизмененное доказательство [12] этого факта. Однако в данной
статье предложено совершенно другое доказательство, основанное на неиз-
вестном ранее свойстве (названном ниже скоростной альтернативой).

Наряду с использованием перечисленных выше идей [12] данная статья со-
держит новые оригинальные доказательства, и обнаруженные в ней свойства
(скоростная альтернатива, инвариант линии торможения и вывод о невоз-
можности стационарных обтеканий тел некоторыми вихревыми потоками)
ранее были неизвестны, не являются видоизмененными результатами каких-
либо других работ и получены впервые.

Носовая часть тела в потоке: a) осесимметричное обтекание; b) неосесиммет-
ричное обтекание [The nasal part of the body in the stream: a) axisymmetric flow;

b) non-axisymmetric flow]
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1. Уравнения движения. Рассмотрим обтекание тела с гладкой выпук-
лой носовой частью вихревым потоком идеальной несжимаемой жидкости.
Уравнения Эйлера стационарного движения идеальной несжимаемой жидко-
сти запишем в форме Громеки—Ламба [13]:

𝜔 ×V = −∇𝐵, (1)

где V — скорость, 𝜔 = rotV — завихренность, 𝐵 = 𝑝𝜌−1 + 1
2V

2 — функция
Бернулли, где, в свою очередь, 𝑝— давление, 𝜌 = const— плотность. Допол-
ним (1) уравнением неразрывности

divV = 0. (2)

Гидродинамические функции V и 𝑝 предполагаются дважды непрерыв-
но дифференцируемыми по пространственным координатам в замыкании1

некоторой области течения 𝐺, содержащей линию торможения. Под произ-
водными гидродинамических функций на поверхности тела понимаются их
непрерывные продолжения из 𝐺. Замыкание области 𝐺 обозначим 𝐺.

2. Скоростная альтернатива. Применение операции ротора к обеим
частям равенства (1) с учетом (2) и тождества div𝜔 = 0 дает

(V · ∇)𝜔 − (𝜔 · ∇)V = 0. (3)

Представим завихренность в виде 𝜔 = 𝜔 e, |e| = 1. Тогда всюду, где 𝜔 ̸= 0,
последнее уравнение равносильно следующему:

(e · ∇)V =
1

𝜔
(V · ∇)𝜔. (4)

Рассмотрим произвольно выбранную вихревую линию, на которой скорость
V = V(𝑙), где 𝑙— переменная длина дуги вдоль этой вихревой линии. Тогда

(e · ∇)V =
𝑑

𝑑𝑙
V. (5)

Обозначим через 𝑉𝑥, 𝑉𝑦, 𝑉𝑧 и 𝜔𝑥, 𝜔𝑦, 𝜔𝑧 компоненты вектора V и вектора
завихренности 𝜔 в некоторой прямоугольной декартовой системе координат
𝑂𝑥𝑦𝑧. С использованием этих обозначений и равенства (5) векторное урав-
нение (4) на рассматриваемой вихревой линии можно записать в матричном
виде

𝑑

𝑑𝑙

⎛⎜⎜⎝
𝑉𝑥

𝑉𝑦

𝑉𝑧

⎞⎟⎟⎠ =
1

𝜔

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜕𝜔𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝜔𝑥

𝜕𝑦

𝜕𝜔𝑥

𝜕𝑧
𝜕𝜔𝑦

𝜕𝑥

𝜕𝜔𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝜔𝑦

𝜕𝑧
𝜕𝜔𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝜔𝑧

𝜕𝑦

𝜕𝜔𝑧

𝜕𝑧

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝
𝑉𝑥

𝑉𝑦

𝑉𝑧

⎞⎟⎟⎠ . (6)

Коэффициенты матрицы зависят от вторых производных компонент скоро-
сти и являются непрерывными (и ограниченными) функциями на любом от-
резке вихревой линии, где модуль завихренности 𝜔 > 𝜔0 > 0. Если считать

1Замыкание нужно для того, чтобы рассматривать течение в том числе и на поверхности
обтекаемого тела в окрестности точки торможения.
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коэффициенты матрицы заданными функциями переменной 𝑙, то матричное
уравнение (6) представляет собой систему обыкновенных дифференциальных
уравнений первого порядка для компонент вектора V. Эта система линейна,
а ее коэффициенты непрерывны и ограничены. Поэтому из теоремы суще-
ствования и единственности для систем обыкновенных дифференциальных
уравнений [14] следует, что на всем рассматриваемом отрезке вихревой ли-
нии либо |V| ≡ 0, либо |V| ̸= 0. Поскольку приведенные рассуждения верны
для любого значения 𝜔0 > 0, приходим к следующему выводу, который авто-
ры предлагают назвать скоростной альтернативой.

Если на некотором отрезке вихревой линии стационарного движения
идеальной несжимаемой жидкости завихренность не обращается в нуль,
то величина скорости |V| на всем отрезке либо тождественно равна нулю,
либо во всех точках отрезка |V| ≠ 0.

3. Скорость переноса линий тока. Дальнейшее исследование прове-
дем с использованием критерия Зоравского [15]. В этом критерии говорится
о переносе векторных линий частицами жидкости. Перенос векторных линий
вектора c со скоростью a означает, что частицы жидкости, движущиеся со
скоростью a и составляющие в некоторый момент времени векторную линию
вектора c, продолжают составлять одну из векторных линий вектора c во
все время своего движения. Согласно критерию Зоравского, для того чтобы
векторные линии c переносились со скоростью a, необходимо и достаточно,
чтобы во всем поле течения выполнялось равенство

c×
[︁𝜕c
𝜕𝑡

+ (a · ∇)c− (c · ∇)a
]︁
= 0. (7)

Чтобы использовать критерий Зоравского, рассмотрим в области 𝐺 вооб-
ражаемую жидкость, частицы которой движутся со скоростью 𝜔. Из равен-
ства (3) следует, что (7) выполнено для векторных линий вектора V и ско-
рости воображаемой жидкости 𝜔. Таким образом, если в некоторый момент
времени частицы воображаемой жидкости, движущиеся со скоростью 𝜔, со-
ставляли сегмент линии тока (то есть сегмент векторной линии V), содер-
жащейся в области 𝐺, то в любой последующий момент времени (пока эти
частицы находятся в области𝐺) они будут составлять сегмент одной из линий
тока жидкости. Другими словами, можно считать, что линии тока (реальной)
жидкости движутся со скоростью 𝜔.

4. Завихренность в точке торможения. Поскольку носовая часть
гладкая и выпуклая, в некоторой окрестности точки торможения 𝐶 (см. рису-
нок) всюду, за исключением точки 𝐶, скорость V не равна нулю и все линии
тока на поверхности тела (в этой окрестности) начинаются в точке 𝐶. В пло-
скопараллельных течениях точка торможения не единственная, и сформу-
лированное утверждение не выполняется. Поэтому дальнейшее исследование
проведем для неплоскопараллельных течений.2

Вдоль любой линии тока интеграл Бернулли 𝐵 сохраняет свое значение,
поэтому на поверхности тела 𝐵 принимает одно и то же значение, равное сво-
ему значению в точке 𝐶. Следовательно, на поверхности тела (в рассматри-
ваемой окрестности точки торможения) ∇𝐵 ортогонален этой поверхности.

2Плоскопараллельные течения будут обсуждены в следующем разделе.
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При этом во всех точках поверхности тела, кроме точки 𝐶, скорость V не
равна нулю и лежит в касательной к этой поверхности плоскости. Поэтому
из векторного уравнения (1) для всех точек поверхности тела, кроме точки 𝐶,
следует, что завихренность 𝜔 также лежит в касательной (к поверхности те-
ла) плоскости. В силу непрерывности завихренность лежит в касательной
плоскости и в точке 𝐶. Следовательно, в некоторой окрестности точки 𝐶
вихревые линии, имеющие хотя бы одну точку на поверхности тела, лежат
на этой поверхности (если на этих вихревых линиях в окрестности точки 𝐶
завихренность не равна нулю).

Докажем, что завихренность 𝜔 в точке торможения равна нулю. Предпо-
ложим обратное, то есть, что в точке 𝐶 завихренность 𝜔 не равна нулю. То-
гда в силу непрерывности в некоторой окрестности точки 𝐶 завихренность 𝜔
также не равна нулю. Значит, есть отрезок вихревой линии, лежащий на
поверхности и проходящий через точку 𝐶, на котором скорость V = 0 в точ-
ке 𝐶, а во всех других его точках V ̸= 0. Но это противоречит скоростной
альтернативе (раздел 2). Полученное противоречие означает следующее.

При стационарном неплоскопараллельном обтекании идеальной несжи-
маемой жидкостью тела с гладкой выпуклой носовой частью завихренность
в точке торможения равна нулю.

5. О плоскопараллельных течениях. Как обычно, течение жидкости
будем называть плоскопараллельным, если существует такая прямоугольная
декартова система координат 𝑂𝑥𝑦𝑧, в которой все гидродинамические пара-
метры зависят только от координат 𝑥 и 𝑦, а 𝑧 — компонента скорости, всюду
равная нулю. В таких течениях вихревые линии параллельны оси 𝑧 и на
вихревых линиях гидродинамические параметры постоянны. Поэтому в пло-
скопараллельных течениях скоростная альтернатива (раздел 2) имеет место,
но не дает ничего нового.

Использование того факта, что линии тока «движутся» со скоростью 𝜔
(раздел 3), также приводит к известному результату. Действительно, части-
цы воображаемой жидкости, движущиеся со скоростью 𝜔 и составляющие
линию тока в какой-то момент времени, продолжают составлять линию то-
ка. Все линии тока лежат в плоскостях вида 𝑧 = const. Следовательно, все
частицы воображаемой жидкости, составляющие в какой-то момент време-
ни линию тока, должны двигаться параллельно оси 𝑧 с одинаковой скоро-
стью 𝜔. Это значит, что на каждой линии тока завихренность 𝜔 постоянна,
но это свойство давно известно, так как для плоскопараллельных течений
оно легко следует из уравнения Гельмгольца [13].

Рассмотрим обтекание тела с гладкой выпуклой носовой частью вихревым
потоком идеальной несжимаемой жидкости в случае плоскопараллельного
течения. Как и в общем пространственном случае, поскольку носовая часть
гладкая и выпуклая, на каждой плоскости вида 𝑧 = const скорость V рав-
на нулю в единственной точке — точке торможения. Координаты 𝑥 и 𝑦 таких
точек торможения одинаковы для всех плоскостей вида 𝑧 = const, поэтому
точки торможения составляют линию, параллельную оси 𝑧. Если попытаться
применить технику доказательства раздела 4, то предположение о ненулевой
величине завихренности в точке торможения 𝐶 на одной из плоскостей ви-
да 𝑧 = const не приведет к противоречию. Дело в том, что вихревая линия
(параллельная оси 𝑧), проходящая через точку 𝐶, будет целиком лежать на
теле и состоять из точек торможения, лежащих в других плоскостях вида
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𝑧 = const, поэтому скорость на всей этой вихревой линии будет равна нулю,
что не противоречит скоростной альтернативе (как это имело место в разде-
ле 4).

Следовательно, вопрос о завихренности в точке торможения при обтека-
нии тела с гладкой выпуклой носовой частью вихревым потоком идеальной
несжимаемой жидкости в случае плоскопараллельного течения в данной ра-
боте не решен и остается открытым. В следующих разделах будем рассмат-
ривать неплоскопараллельные пространственные течения (в которых завих-
ренность в точке торможения равна нулю).

6. Инвариант линии торможения. Рассмотрим движение частиц во-
ображаемой жидкости, составляющих в некоторый момент времени 𝑡0 линию
торможения и двигающихся со скоростью 𝜔. В точке торможения 𝜔 равна ну-
лю (раздел 4). Значит, частица воображаемой жидкости, находящаяся в этой
точке, покоится. Предположим, что на линии торможения есть точки, в ко-
торых завихренность не равна нулю и имеет ненулевую нормальную к линии
торможения составляющую. Тогда в последующий момент времени 𝑡 + Δ𝑡
находившиеся в этих точках частицы воображаемой жидкости окажутся вне
линии торможения и вместе с остальными частицами составят другую ли-
нию тока (раздел 3). Но тогда получается, что к точке торможения подходит
еще одна (кроме линии торможения) линия тока, находящаяся во внутрен-
них точках течения, что противоречит единственности линии торможения.
Полученное противоречие показывает, что частицы воображаемой жидкости,
составляющие линию торможения, либо покоятся, либо движутся вдоль этой
линии. Следовательно, завихренность параллельна скорости, то есть вдоль
всей линии торможения выполняется векторное равенство

𝜔 ×V = 0. (8)

Рассмотрим скорость и завихренность на линии торможения. Скорость
представим в виде

V = 𝑉 (𝑙) e(𝑙),

где |e| = 1, 𝑙— переменная длина дуги вдоль линии торможения. На всей
линии торможения, кроме точки 𝐶, скорость 𝑉 (𝑙) не равна нулю. Поэтому
в силу (8) завихренность можно представить в виде

𝜔 = 𝜔(𝑙) e(𝑙) = 𝛼(𝑙)𝑉 (𝑙) e(𝑙),

где 𝛼— некоторая скалярная непрерывно дифференцируемая функция. Если
направление возрастания длины дуги 𝑙 совпадает с направлением единичного
вектора e, то действие оператора (e · ∇) на линии торможения равносильно
дифференцированию по 𝑙, т.е. (e · ∇) ≡ 𝑑

𝑑𝑙 . Следовательно, на линии тормо-
жения (кроме точки 𝐶) уравнение (3) записывается в виде

𝛼𝑉
𝑑

𝑑𝑙
(e𝑉 ) = 𝑉

𝑑

𝑑𝑙
(e𝛼𝑉 )

или
𝛼𝑉 2 𝑑

𝑑𝑙
e+ 𝛼𝑉 e

𝑑

𝑑𝑙
𝑉 = 𝛼𝑉 2 𝑑

𝑑𝑙
e+ 𝛼𝑉 e

𝑑

𝑑𝑙
𝑉 + 𝑉 2e

𝑑

𝑑𝑙
𝛼.

После сокращений имеем 𝑉 2e 𝑑
𝑑𝑙𝛼 = 0. Так как на всей линии торможения

кроме точки торможения скорость не равна нулю, из последнего равенства
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получаем 𝛼 = const, то есть 𝜔/𝑉 = const. Таким образом, доказано следую-
щее утверждение (инвариант линии торможения).

При стационарном неплоскопараллельном обтекании идеальной несжи-
маемой жидкостью тела с гладкой выпуклой носовой частью на всей линии
торможения завихренность коллинеарна скорости, а отношение величины
завихренности к величине скорости постоянно (кроме точки торможения,
где это отношение не определено).

Заметим, что, согласно данной формулировке, инвариантом является и от-
ношение 𝜔/𝑉 , и равное нулю векторное произведение 𝜔 ×V.

7. О стационарном обтекании вихревым потоком. Рассмотрим ста-
ционарное обтекание вихревым потоком тела с гладкой выпуклой носовой
частью (например шара), расположенного в канале, во всем входном сечении
которого завихренность и скорость неколлинеарны. Тогда в том месте линии
торможения, где она проходит через входное сечение, завихренность тоже
должна быть неколлинеарна скорости. Однако из инварианта линии тормо-
жения, полученного в предыдущем разделе, следует, что завихренность и ско-
рость коллинеарны вдоль всей линии торможения. Полученное противоречие
вынуждает пересмотреть предположения, на которые опирается исследова-
ние, и заключить, что в данном случае обтекание не может быть стационар-
ным. Рассмотренный пример показывает, что полученные в данной статье
результаты могут применяться для качественного анализа течений.

Заключение. Исследована линия торможения в общем пространствен-
ном случае (за исключением плоскопараллельных течений) стационарного
обтекания тела с гладкой выпуклой носовой частью несжимаемой идеальной
жидкостью. Доказаны следующие три утверждения.

1. Если на некотором отрезке вихревой линии завихренность не обра-
щается в нуль, то величина скорости жидкости на этом отрезке либо
тождественно равна нулю, либо отлична от нуля во всех точках отрезка
вихревой линии (скоростная альтернатива).

2. Завихренность в точке торможения равна нулю.
3. На линии торможения завихренность коллинеарна скорости и отноше-

ние величины завихренности к величине скорости одинаково во всех
точках линии торможения (инвариант линии торможения).

Из третьего утверждения следует, что если в набегающем потоке скорость
и завихренность неколлинеарны, то обтекание тела с гладкой выпуклой но-
совой частью обязательно будет нестационарным.

Полученные результаты могут быть использованы для качественного ана-
лиза течений и для верификации численных расчетов.
Конкурирующие интересы. Заявляем, что в отношении авторства и публикации
этой статьи конфликта интересов не имеем.
Авторский вклад и ответственность. Все авторы принимали участие в разра-
ботке концепции статьи и в написании рукописи. Авторы несут полную ответствен-
ность за предоставление окончательной рукописи в печать. Окончательная версия
рукописи была одобрена всеми авторами.
Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.
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Abstract
In this study, using the Euler equations we investigate the stagnation

streamline in the general spatial case of a stationary incompressible fluid
flow around a body with a smooth convex bow. It is assumed that in some
neighborhood of the stagnation point everywhere, except for the stagnation
point, the fluid velocity is nonzero; and that all streamlines on the surface
of the body in this neighborhood start at the stagnation point.

Here we prove the following three statements. 1) If on a certain segment of
the vortex line the vorticity does not turn to zero, then the value of the fluid
velocity in this segment is either identically equal to zero or nonzero at all
points of the segment of the vortex line (velocity alternative). 2) The vorticity
at the stagnation point is equal to zero. 3) On the stagnation streamline,
the vorticity is collinear to the velocity, and the ratio of the vorticity to the
velocity is the same at all points of the stagnation streamline (invariant of
the stagnation streamline).

On the basis of the obtained results, it is concluded that if in the free
stream the velocity and vorticity are not collinear, a stationary flow around
the body is impossible. However, the question of vorticity at the stagnation
point in plane-parallel flows remains open, because the accepted assumption
that the velocity of the fluid differs from zero in some neighborhood of the
stagnation point everywhere, except for the stagnation point itself, excludes
plane-parallel flows from consideration.

Keywords: Euler equations, Helmholtz vortex theorems, Zorawski’s crite-
rion, stagnation streamline.
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