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Метод тиражирования точных решений уравнений
Эйлера для несжимаемых течений Бельтрами
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Аннотация
Течениями Бельтрами или винтовыми течениями в статье называют-

ся течения, в которых векторы завихренности и скорости коллинеарны,
а коэффициент пропорциональности между этими векторами отличен
от нуля и одинаков во всех точках течения. Предлагается метод, позво-
ляющий с использованием известных винтовых решений получать но-
вые винтовые решения уравнений Эйлера для несжимаемой жидкости.
Некоторые из этих новых решений не могут быть получены известными
методами тиражирования решений путем сдвига и поворота системы ко-
ординат, симметрии, масштабирования, циклической перестановки ком-
понент скорости и координат, векторного суммирования. Новый метод
тиражирования применяется к таким параметрическим семействам точ-
ных решений, в которых коэффициент пропорциональности между ско-
ростью и завихренностью остается неизменным при различных значе-
ниях параметра. Суть метода состоит в том, что для таких семейств
производная скорости по параметру также является винтовой скоро-
стью. Последовательное дифференцирование скорости нового решения
по параметру дает бесконечную цепочку новых точных решений.
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Введение. Поиск новых точных решений уравнений движения жидкости
по-прежнему остается актуальной задачей. Достаточно указать, например, на
новые точные решения [1–4], полученные для различных типов жидкостей.
Такой интерес к точным решениям объясняется не только их общетеорети-
ческой ценностью, связанной со сложностью уравнений, описывающих дви-
жение жидкости. Такие решения востребованы в вычислительной аэрогид-
родинамике. В настоящее время общепринято измельчать расчетную сетку,
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шаг по времени и увеличивать точность машинных операций до тех пор, пока
результаты численного расчета не перестанут изменяться. Но это не дает уве-
ренности в правильности результата, и нет возможности, пусть даже грубо,
но все же математически строго оценить ошибку (речь идет не о порядке убы-
вания ошибки, а о ее численной оценке). Дело в том, что сходимость большин-
ства методов доказана, как правило, только для линеаризованных уравнений.
Поэтому численные алгоритмы приходится верифицировать, в частности, на
задачах с известными точными решениями (см., например, [5, 6]), что и объ-
ясняет интерес к таким решениям в вычислительной аэрогидродинамике.

Тркал в статье [7] в общем пространственном случае показал, что для
несжимаемой жидкости скорость стационарного винтового (векторы завих-
ренности и скорости коллинеарны) решения уравнений Эйлера, умноженная
на exp(−𝑎𝑡), где 𝑡— время, при надлежащем выборе параметра 𝑎 будет удо-
влетворять уравнениям Навье—Стокса (метод Тркала). При этом предпола-
галось, что коэффициент пропорциональности между скоростью и завихрен-
ностью сохраняет свое значение в пространстве и не меняется со временем.
В возможности получать точные нестационарные решения уравнений Навье—
Стокса заключается одна из причин интереса к точным винтовым решениям
стационарных уравнений Эйлера. Данная статья посвящена точным винто-
вым решениям уравнений Эйлера.

Один из способов поиска новых точных решений — использование методов
их тиражирования из известных решений. К числу таких методов относят-
ся, в частности, циклическая перестановка компонент скорости и координат,
сдвиг и поворот системы координат, векторное суммирование. В данной ста-
тье предложен новый метод тиражирования винтовых решений.

1. Примеры точных решений, полученных методами тиражиро-
вания. Первыми винтовыми решениями (здесь и далее речь идет о стацио-
нарных решениях уравнений Эйлера для несжимаемой жидкости) были осе-
симметричные решения Громеки—Бельтрами [8, 9]. К этим решениям можно
применять метод [10], названный в [11] методом векторного суммирования.
Он состоит в том, что любая линейная комбинация скоростей винтовых ре-
шений с одинаковым коэффициентом 𝑘 будет скоростью винтового решения
с тем же коэффициентом 𝑘. В статье [11] были получены новые точные ре-
шения путем векторного суммирования двух различных решений Громеки—
Бельтрами со скрещивающимися осями симметрий этих решений.

Другим, давно известным, винтовым решением, полученным путем ком-
бинации методов векторного суммирования и циклической перестановки, яв-
ляется 𝐴𝐵𝐶-решение:1

𝑉𝑥 = 𝐴 sin(𝑘𝑧) + 𝐶 cos(𝑘𝑦),

𝑉𝑦 = 𝐵 sin(𝑘𝑥) +𝐴 cos(𝑘𝑧),

𝑉𝑧 = 𝐶 sin(𝑘𝑦) +𝐵 cos(𝑘𝑥),

где 𝑘— коэффициент пропорциональности между скоростью и завихренно-
стью (rotV = 𝑘V).

1Аббревиатура 𝐴𝐵𝐶 состоит из первых букв фамилий Arnold, Beltrami и Childress. Это
связано с тем, что Арнольд и Чилдрес изучали свойства этого решения [12, 13], а именем
Бельтрами называют винтовые течения.
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В статье [7] Тркал предложил поле винтовой скорости (решение Тркала):

𝑉𝑥 = sin(𝑘𝑧), 𝑉𝑦 = cos(𝑘𝑧), 𝑉𝑧 = 0.

Циклическая перестановка компонент скорости и координат дает еще два
решения, которые также следует считать решениями Тркала:

𝑉𝑥 = 0, 𝑉𝑦 = sin(𝑘𝑥), 𝑉𝑧 = cos(𝑘𝑥);

𝑉𝑥 = cos(𝑘𝑦), 𝑉𝑦 = 0, 𝑉𝑧 = sin(𝑘𝑦).

Очевидно, что 𝐴𝐵𝐶-решение есть линейная комбинация этих трех решений
Тркала с одним и тем же коэффициентом 𝑘. Поэтому 𝐴𝐵𝐶-решение можно
считать полученным из решения Тркала известными методами тиражирова-
ния.

Еще одним давно известным винтовым решением является решение Бер-
кера [14]:

𝑉𝑥 = − cos(𝑘𝑥/
√
2) sin(𝑘𝑦/

√
2)/

√
2,

𝑉𝑦 = − sin(𝑘𝑥/
√
2) cos(𝑘𝑦/

√
2)/

√
2, (1)

𝑉𝑧 = cos(𝑘𝑥/
√
2) cos(𝑘𝑦/

√
2).

Это решение описывает течение идеальной жидкости в бесконечной трубе
квадратного сечения (0 6 𝑥 6

√
2𝜋/𝑘, 0 6 𝑦 6

√
2𝜋/𝑘). Поворот на 90∘ систе-

мы координат вокруг оси 𝑧 позволяет из решения Тркала 𝑉𝑥 = 0, 𝑉𝑦 = sin(𝑘𝑥),
𝑉𝑧 = cos(𝑘𝑥) получить решение 𝑉𝑥 = − sin(𝑘𝑦), 𝑉𝑦 = 0, 𝑉𝑧 = cos(𝑘𝑦). Если
сложить эти два решения с одним и тем же коэффициентом 𝑘 (векторное
суммирование), а затем повернуть на 45∘ систему координат вокруг оси 𝑧, то
получится решение Беркера. Таким образом, решение Беркера, как и 𝐴𝐵𝐶-
решение, можно получить из решений Тркала комбинацией известных мето-
дов тиражирования.

2. Метод дифференцирования по параметру. Всякое векторное по-
ле V, обладающее свойством

rotV = 𝑘V, где 𝑘 = const ̸= 0, (2)

будет соленоидальным. Для такого поля скорости в любой ограниченной об-
ласти пространства существует поле давления, которое вместе со скоростью
V есть решение стационарных уравнений Эйлера для несжимаемой жидко-
сти (доказательство см., например, в [11]). Поэтому поиск винтовых решений
уравнений Эйлера сводится к поиску не равного тождественно нулю поля V,
для которого выполнено условие Бельтрами (2).

В данной статье предлагается следующий метод получения новых реше-
ний с использованием известных решений. Пусть V(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑎)— такое пара-
метрическое семейство скоростей, что уравнение (2) остается выполненным
для фиксированного 𝑘 при всех допустимых значениях параметра 𝑎, при ко-
торых определена операция дифференцирования по 𝑎. Оператор rot есть ли-
нейный дифференциальный оператор с постоянными коэффициентами. По-
этому 𝜕

𝜕𝑎 rotV = rot 𝜕
𝜕𝑎V, и после дифференцирования по параметру 𝑎 обе-

их частей (2) имеем rot 𝜕
𝜕𝑎V = 𝑘 𝜕

𝜕𝑎V. То есть 𝜕
𝜕𝑎V(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑎) также будет
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решением (2). Таким образом, предлагаемый новый метод тиражирования
состоит в дифференцировании по параметру. Несмотря на свою простоту,
в известной автору литературе этот метод не упоминается, и представляется,
по-видимому, впервые. Заметим, что метод дифференцирования по парамет-
ру всегда дает решение, но не всегда это решение оказывается новым. Напри-
мер, дифференцирование семейства 𝐴𝐵𝐶-решений по параметру 𝐴 приводит
к (известному) решению Тркала. Чтобы показать состоятельность нового ме-
тода тиражирования, нужно получить этим методом новое точное решение
и показать, что оно не может быть получено другими известными методами
тиражирования. Этому посвящены следующие разделы.

3. Параметрическое семейство винтовых решений. Для того чтобы
привести пример применения метода, получим параметрическое семейство
винтовых решений с одинаковым для всего семейства коэффициентом 𝑘 ̸= 0.
Будем искать решение уравнения rotV = 𝑘V в прямоугольной декартовой
системе координат 𝑂𝑥𝑦𝑧. Воспользовавшись методом, с помощью которого
в [14] найдено решение (1), получим параметрическое (параметр 𝑎) семейство
полей скорости

𝑉𝑥 =
√︀
1− 𝑎2 sin(𝑎𝑥) cos(𝑦

√︀
1− 𝑎2),

𝑉𝑦 = −𝑎 cos(𝑎𝑥) sin(𝑦
√︀
1− 𝑎2), (3)

𝑉𝑧 = sin(𝑎𝑥) sin(𝑦
√︀
1− 𝑎2),

которое естественно назвать одним из параметрических решений Беркера.
Непосредственной проверкой можно убедиться, что поле скорости (3) бу-
дет винтовым с коэффициентом 𝑘 = −1 при любом значении параметра
𝑎 ∈ [−1, 1].

Проекции линий тока этого ячеистого течения при 𝑎 = 1/
√
2 на плоскость

𝑂𝑥𝑦 представлены на рис. 1, a. В каждой ячейке (размером 𝜋
√
2 × 𝜋

√
2)

формулы (3) описывают течение идеальной жидкости в бесконечной трубе
квадратного сечения (выполнено условие непротекания на стенках трубы).

4. Пример применения метода и новое точное решение. При всех
допустимых (𝑎 ∈ [−1, 1]) значениях параметра 𝑎 для скорости (3) будет вы-
полнено условие rotV = −V (т.е. коэффициент 𝑘 ≡ −1). Это позволяет
применить метод дифференцирования по параметру при 𝑎 ∈ (−1, 1) (кон-
цы отрезка исключены, поскольку в них производные компонент скорости
по 𝑎 не определены). Продифференцируем три компоненты скорости (3) по
параметру 𝑎 и положим 𝑎 = 1/

√
2. Получим поле винтовой (rot ̃︀V = −̃︀V)

скорости̃︀𝑉𝑥 =
𝑥√
2
cos

𝑥√
2
cos

𝑦√
2
− sin

𝑥√
2
cos

𝑦√
2
+

𝑦√
2
sin

𝑥√
2
sin

𝑦√
2
,

̃︀𝑉𝑦 =
𝑦√
2
cos

𝑥√
2
cos

𝑦√
2
− sin

𝑦√
2
cos

𝑥√
2
+

𝑥√
2
sin

𝑥√
2
sin

𝑦√
2
, (4)

̃︀𝑉𝑧 = 𝑥 cos
𝑥√
2
sin

𝑦√
2
− 𝑦 sin

𝑥√
2
cos

𝑦√
2
.

Проекции линий тока этого ячеистого течения на плоскость 𝑂𝑥𝑦 представле-
ны на рис. 1, b.
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В отличие от течения (3), в течении (4) ячейки не повторяют друг дру-
га. На рис. 2 представлены два фрагмента течения (4) в увеличенном виде
с указанием направления движения жидкости.

На рис. 2 видны стационарные точки, окруженные замкнутыми линиями
(эти линии есть линии уровня функции 𝜓 = 𝑥 cos 𝑥√

2
sin 𝑦√

2
− 𝑦 sin 𝑥√

2
cos 𝑦√

2
).

Каждую из этих замкнутых линий можно рассматривать как сечение бес-

Рис. 1. Проекции линий тока на плоскость 𝑂𝑥𝑦 (𝑎 = 1/
√
2): a) течение (3);

b) «продифференцированное» течение (4)

[Figure 1. Projections of streamlines onto a plane 𝑂𝑥𝑦 (𝑎 = 1/
√
2): a) flow (3);

b) “differentiated” flow (4)]

Рис. 2. Два увеличенных фрагмента проекций линий тока течения (4) на плоскость 𝑂𝑥𝑦

[Figure 2. Two enlarged fragments of the streamlines projections (4) onto a plane 𝑂𝑥𝑦]
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конечной цилиндрической трубы, в которой идеальная жидкость течет (со
скоростью (4)) так, что на стенках выполнено условие непротекания.

В известных точных решениях отсутствуют произведения координат на
синусы или косинусы от линейной комбинации координат. Поэтому реше-
ние (4) не может быть получено из известных точных решений (в том числе
и из решения (3)) такими способами тиражирования, как сдвиг и поворот
системы координат, масштабирование, различные симметрии, циклическая
перестановка компонент скорости и координат, векторное суммирование. По-
этому решение (4) есть искомое новое решение, что показывает состоятель-
ность метода дифференцирования по параметру.

Применение метода дифференцирования по параметру к другим пара-
метрическим винтовым решениям с одинаковым 𝑘 (например к решениям
Громеки—Бельтрами) представляется в рамках данной статьи излишним.

Заключение. Предложен новый метод тиражирования точных винто-
вых решений уравнений Эйлера. Применение предложенного в статье метода
дифференцирования по параметру к известному решению Беркера позволи-
ло получить новое точное решение (4). Тем самым доказана состоятельность
предложенного метода дифференцирования по параметру.
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Abstract

In the paper, Beltrami flows or helical flows are flows in which the vor-
ticity and velocity vectors are collinear, and the proportionality coefficient
between these vectors is nonzero and is the same at all points of the flow.
A method is proposed that allows using known helical solutions to obtain new
helical solutions of the Euler equations for an incompressible fluid. Some of
these new solutions cannot be obtained by the known methods of replicating
solutions by shifting and rotating the coordinate system, symmetry, scaling,
cyclic permutation of the velocity and coordinate components, vector sum-
mation. The new replication method is applied to such parametric families
of exact solutions in which the proportionality coefficient between velocity
and vorticity remains unchanged for different values of the parameter. The
essence of the method is that for such families the derivative of the velocity
with respect to the parameter is also the helical velocity. The sequential dif-
ferentiation of the speed of a new solution with respect to a parameter gives
an endless chain of new exact solutions.

Keywords: helical solutions of the Navier–Stokes equations, exact solutions
of the Euler equations, Beltrami flows.
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