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Аннотация
Разработана модель вязкоупругопластического деформирования гиб-

ких круговых цилиндрических оболочек с пространственными струк-
турами армирования. Мгновенное пластическое поведение материалов
композиции определяется теорией течения с изотропным упрочнени-
ем. Вязкоупругое деформирование компонентов композиции описыва-
ется уравнениями модели тела Максвелла—Больцмана. Геометрическая
нелинейность задачи учитывается в приближении Кармана. Использу-
емые соотношения позволяют с разной степенью точности рассчиты-
вать остаточные перемещения точек конструкции и остаточное дефор-
мированное состояние компонентов композиции. При этом моделирует-
ся возможное слабое сопротивление армированной оболочки поперечно-
му сдвигу. В первом приближении используемые уравнения, начальные
и граничные условия редуцируются в соотношения неклассической тео-
рии Амбарцумяна.

Численное решение сформулированной начально-краевой задачи
строится по явной схеме «крест». Исследовано упругопластическое и вяз-
коупругопластическое динамическое деформирование тонких стеклопла-
стиковых оболочек под действием внутреннего давления взрывного ти-
па. Рассматриваются две структуры армирования:

1) ортогональное армирование в продольном и окружном направле-
ниях;

2) пространственное армирование в четырех направлениях.
Показано, что даже для относительно тонких композитных оболочек

теория Амбарцумяна неприемлема для получения адекватных резуль-
татов расчетов их вязкоупругопластического динамического деформи-
рования. Продемонстрировано, что расчет по теории упругопластиче-
ского деформирования армированных конструкций не позволяет даже
приближенно оценить остаточные состояния композитных оболочек по-
сле их динамического нагружения. Показано, что даже для относитель-
но тонкой и длинной цилиндрической оболочки замена традиционной

Научная статья
cb Контент публикуется на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0

International (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru)
Образец для цитирования
Ян ко в с к и й А. П. Уточненная модель вязкоупругопластического деформирова-
ния гибких пространственно-армированных цилиндрических оболочек // Вестн.
Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки, 2021. Т. 25, № 2. С. 343–364.
https://doi.org/10.14498/vsgtu1838.
Сведения об авторе
Андрей Петрович Янковский https://orcid.org/0000-0002-2602-8357
доктор физико-математических наук; ведущий научный сотрудник; лаб. физики быстро-
протекающих процессов; e-mail: lab4nemir@rambler.ru

© Самарский государственный технический университет 343

https://doi.org/10.14498/vsgtu1838
https://doi.org/10.14498/vsgtu1838
http://www.mathnet.ru/rus/org2563
http://www.mathnet.ru/rus/org2563
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://doi.org/10.14498/vsgtu1838
http://www.mathnet.ru/rus/person28373
https://orcid.org/0000-0002-2602-8357
https://orcid.org/0000-0002-2602-8357
mailto:lab4nemir@rambler.ru


Янк о в с к и й А. П.

«плоско»-перекрестной структуры армирования на пространственную
структуру позволяет существенно уменьшить интенсивность остаточ-
ных деформаций связующего материала. В случаях относительно тол-
стых и, особенно, коротких оболочек положительный эффект от такой
замены структур армирования проявляется в значительно большей сте-
пени.

Ключевые слова: цилиндрическая оболочка, пространственное арми-
рование, армирование по эквидистантным поверхностям, вязкоупруго-
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Введение. Оболочки из композиционных материалов (КМ) находят ши-
рокое применение в инженерной практике [1–7], поэтому актуальна проблема
моделирования их механического поведения в особенности при действии вы-
сокоинтенсивных нагрузок, характерных для современных КМ-изделий [7–9].

Механическое поведение анизотропных и слоистых оболочек в рамках
классической теории изгиба моделировалось в [10,11], однако при этом не при-
нимается во внимание плохое сопротивление таких конструкций поперечным
сдвигам. Традиционно это негативное свойство тонкостенных КМ-изделий
учитывают в рамках теорий Тимошенко—Рейсснера [5,7,12–14], Амбарцумя-
на [11,15,16] и Редди—Немировского [2,17]; реже применяются более точные
теории [5,14,18–20]. При этом большинство публикаций посвящено рассмотре-
нию линейно-упругого деформирования КМ-конструкций [2, 5, 10–14, 17–19].
Однако при нагрузках высокой интенсивности компоненты композиции изде-
лия могут деформироваться пластически [7, 8, 21, 22]. Проблема моделирова-
ния неупругого поведения КМ-конструкций сейчас находится на стадии на-
чального становления. Так, в работе [14] исследовалось упругопластическое
деформирование слоистых конструкций с изотропными слоями. В [15, 16, 20]
моделировалось вязкоупругопластическое поведение армированных гибких
пластин, пологих и цилиндрических оболочек, причем в [15,20] рассматрива-
лись только традиционные «плоско»-перекрестные структуры армирования.
Известно, что тонкостенные элементы конструкций с таким армированием
плохо сопротивляются поперечному сдвигу и отрыву [9]. Для ликвидации это-
го серьезного недостатка КМ-изделий используют пространственные струк-
туры армирования [9, 20, 23, 24]. В работе [16] была разработана структур-
ная модель вязкоупругопластического деформирования пространственно-ар-
мированных сред, примененная для исследования механического поведения
гибких пологих оболочек.

В [17] было показано, что в случае линейно-упругого деформирования
компонентов композиции армированных оболочек уточнения расчетов, вы-
полненных по теории Редди—Немировского, не требуется. (Напомним, что
в теориях Редди—Немировского и Амбарцумяна [11] используются одина-
ковые кинематические соотношения, а различие заключается в уравнениях
силового и моментного балансов.) Однако в [20] продемонстрировано, что
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при исследовании динамического вязкоупругопластического поведения гиб-
ких цилиндрических оболочек, традиционно армированных в окружном
и продольном направлениях, целесообразно использовать кинематические со-
отношения более высоких порядков, чем в теориях Редди—Немировского
и Амбарцумяна. При этом открытым остался вопрос: нужно ли использовать
теории изгиба КМ-оболочек высоких порядков точности при пространствен-
ных структурах армирования таких конструкций?

Решения нелинейных задач динамики тонкостенных конструкций, как
правило, строят с использованием явных численных схем [14–16, 20], напри-
мер схемы типа «крест», или неявных методов Ньюмарка [8,25].

В связи с вышеизложенным данная работа посвящена моделированию
вязкоупругопластического деформирования пространственно-армированных
цилиндрических оболочек в рамках уточненной теории изгиба. Численные
решения соответствующих начально-краевых задач предполагается при этом
строить по явной схеме «крест».

1. Моделирование вязкоупругопластического деформирования
пространственно-армированной цилиндрической оболочки. Рассмат-
ривается тонкая замкнутая круговая цилиндрическая оболочка радиуса 𝑅,
длиной 𝐿 и толщиной 2ℎ ≪ min(𝐿,𝑅) (рис. 1). С оболочкой связана цилин-
дрическая система координат 𝑥𝑖 так, что 𝑥1 — осевая координата (0 6 𝑥1 6 𝐿),
𝑥2 — угловая координата в окружном направлении (0 6 𝑥2 < 2𝜋), 𝑥3 — ради-
альная координата (𝑅 − ℎ 6 𝑥3 6 𝑅 + ℎ). Конструкция усилена «плоско»-
перекрестно (традиционное армирование по эквидистантным поверхностям)
или пространственно-перекрестно 𝑁 семействами волокон с плотностями ар-
мирования 𝜔𝑘 (1 6 𝑘 6 𝑁). Структура армирования по толщине оболочки
квазиоднородна. На рис. 2 изображены представительные элементы таких
композиций: «плоская» ортогональная 2D-структура армирования (рис. 2, a)
и неортогональная пространственная 4D-структура (рис. 2, b) [9].

С волокнами 𝑘-го семейства свяжем ортогональную систему координат 𝑥(𝑘)𝑖
так, как показано на рис. 3. Направление армирования при этом задается
двумя углами сферической системы координат 𝜃𝑘 и 𝜙𝑘, а направляющие ко-
синусы 𝑙

(𝑘)
𝑖𝑗 между осями 𝑥

(𝑘)
𝑖 и 𝑥𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 3, 1 6 𝑘 6 𝑁) вычисляются по

формулам (27) из [16].

a b

Рис. 1. Цилиндрические КМ-оболочки с жестким закреплением левой кромки (a) и с жест-
ким закреплением обеих кромок (b) [Figure 1. Cylindrical CM-shells with rigid fastening of

the left edge (a) and with rigid fastening of both edges (b)]
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a b

Рис. 2. Репрезентативная ячейка композиции с ортогональным 2D-армированием (a) и с
пространственным 4D-армированием (b) [Figure 2. A representative cell of a composition with

orthogonal 2D-reinforcement (a) and with spatial 4D-reinforcement (b)]

Рис. 3. Локальная система координат, свя-
занная с волокнами 𝑘-го семейства

[Figure 3. Local coordinate system associated
with 𝑘-th family of fibers]

Рассматривается частный, но практически важный случай нагружения
оболочки, когда на ее лицевых поверхностях (𝑥3 = 𝑅± ℎ) можно пренебречь
распределенными внешними касательными силами (рис. 1, a). При этом пред-
полагается: пространственные структуры армирования таковы, что если ар-
матура некоторого 𝑘-го семейства имеет наклонную траекторию (0 < 𝜃𝑘 <
< 𝜋/2), то обязательно найдется 𝑙-е семейство наклонных волокон, изготов-
ленных из того же материала и имеющих параметры армирования 𝜃𝑙 = 𝜋−𝜃𝑘,
𝜙𝑙 = 𝜙𝑘, 𝜔𝑙 = 𝜔𝑘, 1 6 𝑘, 𝑙 6 𝑁 , 𝑙 ̸= 𝑘 (см. рис. 3). Структуры армирования с та-
ким свойствами, как правило, и встречаются на практике [9,24]. В частности,
к ним относится структура, изображенная на рис. 2, b, а также ортогональ-
ная 3D-структура армирования [24]. (При нарушении этих двух условий не
удается разработать явную численную схему типа «крест».)

Для учета возможного плохого сопротивления армированной оболочки
поперечным сдвигам [2,5,7,11,13,14,17,20] используем более точные кинема-
тические соотношения, чем в теориях Редди—Немировского [2,17] и Амбарцу-
мяна [11]. При этом, согласно [20], осредненные деформации композиции 𝜀𝑖𝑗
и перемещения точек гибкой цилиндрической оболочки 𝑈𝑖 в рамках уточ-
ненной теории аппроксимируются так (геометрическая нелинейность задачи
учитывается в приближении Кармана):

𝜀11(𝑡, r) = 𝜕1𝑢1 − 𝑧𝜕21𝑤 +
𝑀∑︁

𝑚=0

𝑓
(𝑚)
1 (𝑧)𝜕1𝜀

(𝑚)
13 +

1

2
(𝜕1𝑤)

2,
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𝜀22(𝑡, r) =
1

𝑅+ 𝑧

[︁𝑅+ 𝑧

𝑅
𝜕2𝑢2 + 𝜕22𝑤 + 𝑤 +

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑓
(𝑚)
2 (𝑧)𝜕2𝜀

(𝑚)
23

]︁
+

1

2

(︁ 𝜕2𝑤

𝑅+ 𝑧

)︁2
,

2𝜀12(𝑡, r) =
1

𝑅+ 𝑧

[︁
𝜕2𝑢1 − 𝑧𝜕1𝜕2𝑤 +

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑓
(𝑚)
1 (𝑧)𝜕2𝜀

(𝑚)
13

]︁
+ (1)

+
𝑅+ 𝑧

𝑅
𝜕1𝑢2 + 𝜕1𝜕2𝑤 +

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑓
(𝑚)
2 (𝑧)𝜕1𝜀

(𝑚)
23 +

1

𝑅+ 𝑧
𝜕1𝑤𝜕2𝑤,

𝜀𝑖3(𝑡, r) =
ℎ2 − 𝑧2

ℎ2

𝑀∑︁
𝑚=0

(︁ 𝑧
ℎ

)︁𝑚
𝜀
(𝑚)
𝑖3 (𝑡,x), 𝑖 = 1, 2;

𝑈1(𝑡, r) = 𝑢1(𝑡,x)− 𝑧𝜕1𝑤 +

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑓
(𝑚)
1 (𝑧)𝜀

(𝑚)
13 (𝑡,x),

𝑈2(𝑡, r) =
𝑅+ 𝑧

𝑅
𝑢2(𝑡,x) + 𝜕2𝑤 +

𝑀∑︁
𝑚=0

𝑓
(𝑚)
2 (𝑧)𝜀

(𝑚)
23 (𝑡,x),

𝑈3(𝑡, r) = 𝑤(𝑡,x);

(2)

x = (𝑥1, 𝑥2) ∈ Ω, Ω = {x : 0 6 𝑥1 6 𝐿, 0 6 𝑥2 < 2𝜋},
r = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3), 𝑥3 ≡ 𝑅+ 𝑧, |𝑧| 6 ℎ, 𝑡 > 𝑡0,

где
𝑓
(𝑚)
𝑖 (𝑧) ≡ 2

ℎ2
[︀
ℎ2Φ

(𝑚)
𝑖 (𝑧)− Φ

(𝑚+2)
𝑖 (𝑧)

]︀
, 𝑖 = 1, 2,

Φ
(𝑚)
1 (𝑧) ≡ 𝑧𝑚+1

ℎ𝑚(1 +𝑚)
, Φ

(𝑚)
2 (𝑧) ≡ 𝑅+ 𝑧

ℎ𝑚
Ψ𝑚(𝑧),

Ψ𝑚(𝑧) ≡
𝑚−1∑︁
𝑙=0

(−1)𝑙𝑅𝑙𝑧𝑚−𝑙

𝑚− 𝑙
−𝑅𝑚 ln(𝑅+ 𝑧);

(3)

r — вектор места; x — вектор точки срединной поверхности (𝑧 = 0); 𝑧 — вве-
денная для удобства новая радиальная переменная; 𝑤— прогиб; 𝑢1, 𝑢2 — пе-
ремещения точек срединной поверхности в осевом и окружном направлениях;
𝑡0 — начальный момент времени 𝑡; Ω— область, которую занимает срединная
поверхность оболочки в координатах 𝑥1, 𝑥2; 𝜕𝑖 — оператор частного диффе-
ренцирования по 𝑥𝑖; 𝑀 — целое число, задающее количество слагаемых, кото-
рые удерживаются в степенных разложениях деформаций поперечного сдви-
га 𝜀𝑖3. При 𝑀 = 0 из (1)–(3) получаются кинематические соотношения теорий
Редди—Немировского [2,17] и Амбарцумяна [11]. В равенствах (1) и (2) неиз-
вестны функции 𝑤, 𝑢𝑖 и 𝜀

(𝑚)
𝑖3 (𝑖 = 1, 2, 0 6 𝑚 6 𝑀), зависящие от времени 𝑡

и двух пространственных координат 𝑥1, 𝑥2.
Материал 𝑘-го компонента композиции предполагается изотропным, а его

вязкоупругопластическое деформирование описывается определяющими урав-
нениями [15,16,20]:

�̇�
(𝑘)
𝑖𝑗 = 2𝐺(𝑘)�̇�

(𝑘)
𝑖𝑗 + 𝛿𝑖𝑗𝜆

(𝑘)�̇�
(𝑘)
𝑙𝑙 −𝐵(𝑘)𝜎

(𝑘)
𝑖𝑗 + 𝛿𝑖𝑗𝐷

(𝑘)𝜎
(𝑘)
𝑙𝑙 −

−𝐴(𝑘)𝑠
(𝑘)
𝑖𝑗 𝑠

(𝑘)
𝑚𝑙 �̇�

(𝑘)
𝑚𝑙 , 𝑖, 𝑗 = 1, 3, 0 6 𝑘 6 𝑁, (4)
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где

𝐴(𝑘) =
𝐺(𝑘)𝜅(𝑘)

𝑇 2
𝑘

, 𝐵(𝑘) =
𝐺(𝑘)

𝜂(𝑘)
(1− 𝜅(𝑘)), 𝐷(𝑘) =

1

3

(︁
𝐵(𝑘) − 𝐾(𝑘)

𝜇(𝑘)

)︁
,

𝜅(𝑘) =
𝑐(𝑘)

1 + 𝑔(𝑘)
, 𝑔(𝑘) =

�̄�(𝑘)

𝐺(𝑘)
, 𝜆(𝑘) =

𝜈(𝑘)𝐸(𝑘)

(1 + 𝜈(𝑘))(1− 2𝜈(𝑘))
,

𝐺(𝑘) =
1

2

𝐸(𝑘)

1 + 𝜈(𝑘)
, 𝐾(𝑘) =

1

3

𝐸(𝑘)

1− 2𝜈(𝑘)
,

𝑐(𝑘) =

⎧⎨⎩0, 𝑇𝑘 < 𝜏
(𝑘)
s (𝜒(𝑘)) или 𝑇𝑘 = 𝜏

(𝑘)
s , 𝑠

(𝑘)
𝑖𝑗 �̇�

(𝑘)
𝑖𝑗 6 (𝜏

(𝑘)
s (𝜒(𝑘)))2/𝜂(𝑘),

1, 𝑇𝑘 = 𝜏
(𝑘)
s (𝜒(𝑘)), 𝑠

(𝑘)
𝑖𝑗 �̇�

(𝑘)
𝑖𝑗 > (𝜏

(𝑘)
s (𝜒(𝑘)))2/𝜂(𝑘),

𝑇𝑘 =

√︂
1

2
𝑠
(𝑘)
𝑖𝑗 𝑠

(𝑘)
𝑖𝑗 , 𝜒(𝑘) =

∫︁ 𝑡

𝑡0

√︁
2�̇�

(𝑘)
𝑖𝑗 �̇�

(𝑘)
𝑖𝑗 𝑑𝑡,

𝑠
(𝑘)
𝑖𝑗 = 𝜎

(𝑘)
𝑖𝑗 − 𝛿𝑖𝑗𝜎

(𝑘)
0 , 𝜎

(𝑘)
0 =

1

3
𝜎
(𝑘)
𝑙𝑙 ;

(5)

𝜎
(𝑘)
𝑖𝑗 , 𝜀(𝑘)𝑖𝑗 — компоненты тензоров напряжений и малых деформаций; 𝑝(𝑘)𝑖𝑗 —

компоненты тензора пластических деформаций (𝑝(𝑘)𝑖𝑖 = 0); 𝐸(𝑘), 𝜈(𝑘) — мгно-
венные модуль Юнга и коэффициент Пуассона; 𝜂(𝑘), 𝜇(𝑘) — коэффициенты
линейной вязкости при чистом сдвиге и объемном расширении-сжатии; 𝜏 (𝑘)s —
функция упрочнения при чистом сдвиге, которая зависит от параметра Од-
квиста 𝜒(𝑘); �̄�(𝑘) — касательный модуль на мгновенной диаграмме чистого
сдвига 𝜏 (𝑘) ∼ 𝛾

(𝑘)
p ; 𝛾(𝑘)p — пластическая составляющая полной угловой дефор-

мации при сдвиге; 𝜏 (𝑘) — касательное напряжение при сдвиге; 𝛿𝑖𝑗 — символ
Кронекера; индекс 𝑘— номер компонента композиции (𝑘 = 0— связующее,
1 6 𝑘 6 𝑁 — арматура 𝑘-го семейства); точка — дифференцирование по вре-
мени. Соотношения (4) при учете (5) получены в [15] в предположении, что
деформации 𝜀

(𝑘)
𝑖𝑗 можно разложить на сумму вязкоупругих и пластических

𝑝
(𝑘)
𝑖𝑗 составляющих. При этом пластическое поведение материала описывает-

ся уравнениями теории течения с изотропным упрочнением, а вязкоупругое
деформирование — уравнениями модели тела Максвелла—Больцмана.

Как и в работах [15, 16, 20], решение исследуемой задачи будем стро-
ить численно, используя пошаговый алгоритм [8, 25]. Согласно этому, зна-
чения искомых функций будем вычислять в дискретные моменты времени
𝑡𝑛+1 = 𝑡𝑛 + Δ, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , где Δ— шаг по времени. В [16] была разра-
ботана структурная модель вязкоупругопластического деформирования КМ
с пространственным армированием, механическое поведение материалов ком-
позиции которого описывается соотношениями (4) при учете (5). При этом
в рассматриваемый момент времени 𝑡𝑛 определяющее уравнение для компо-
зиции записывается в матричной форме

𝑛
�̇� =

𝑛
B

𝑛
�̇�+

𝑛
p, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , (6)
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где
𝜎 = (𝜎1 𝜎2 𝜎3 𝜎4 𝜎5 𝜎6)

⊤ ≡ (𝜎11 𝜎22 𝜎33 𝜎23 𝜎31 𝜎12)
⊤,

𝜀 = (𝜀1 𝜀2 𝜀3 𝜀4 𝜀5 𝜀6)
⊤ ≡ (𝜀11 𝜀22 𝜀33 2𝜀23 2𝜀31 2𝜀12)

⊤,
p = (𝑝1 𝑝2 𝑝3 𝑝4 𝑝5 𝑝6)

⊤;
(7)

𝑛
�̇�(r) ≡ �̇�(𝑡𝑛, r),

𝑛
�̇�(r) ≡ �̇�(𝑡𝑛, r),

𝑛
p(r) ≡ p(𝑡𝑛, r),

𝑛
B(r) ≡ B(𝑡𝑛, r); (8)

𝜎𝑖𝑗 , 𝜀𝑖𝑗 — компоненты тензоров усредненных напряжений и деформаций в КМ;
B— матрица размером 6×6; индекс ⊤ — операция транспонирования.

Согласно [16], соотношение (6) линеаризовано по методу, аналогичному
методу переменных параметров упругости [26], причем матрица B и вектор p
с учетом (7) вычисляются по матричным формулам (24) из [16]. На данной
итерации указанного метода при 𝑡 = 𝑡𝑛 элементы матрицы B и вектора-
столбца p уже известны и определяются механическими характеристиками
материалов композиции, напряженным состоянием в них (которое рассчитано
на предыдущей итерации) и структурой армирования: углами 𝜃𝑘, 𝜙𝑘 (см.
рис. 3) и плотностями 𝜔𝑘 (1 6 𝑘 6 𝑁) армирования.

Далее моделируется механическое поведение КМ-оболочки как гибкой
тонкостенной системы, поэтому нормальное напряжение 𝜎33(𝑡, r) с приемле-
мой для инженерных приложений точностью можно линейно аппроксимиро-
вать по координате 𝑧 [13]:

𝜎33(𝑡, r) ≡ 𝜎3(𝑡, r) =
𝜎
(+)
33 (𝑡,x)− 𝜎

(−)
33 (𝑡,x)

2ℎ
𝑧 +

+
𝜎
(+)
33 (𝑡,x) + 𝜎

(−)
33 (𝑡,x)

2
, x ∈ Ω, |𝑧| 6 ℎ, 𝑡 > 𝑡0, (9)

где 𝜎(±)
33 (𝑡,x) ≡ 𝜎33(𝑡,x,±ℎ)— напряжения на внешней (+) и внутренней (−)

лицевых поверхностях, которые известны из силовых граничных условий.
Матричное равенство (6) является системой шести алгебраических урав-

нений. В силу условий соответствия (7) из третьего равенства этой системы
выразим скорость линейной поперечной деформации конструкции

𝑛
�̇�33 ≡

𝑛
�̇�3 =

(︀𝑛
𝑏33

)︀−1
(︁𝑛
�̇�3 −

6∑︁
𝑖=1

(1− 𝛿3𝑖)
𝑛
𝑏3𝑖

𝑛
�̇�𝑖 −

𝑛
𝑝3

)︁
, (10)

где
𝑛
𝑏3𝑖 (𝑖 = 1, 6) — элементы матрицы

𝑛
B в уравнении (6); производная �̇�3

определяется путем дифференцирования по времени выражения (9). Скоро-
сти деформаций �̇�𝑖 в правой части (10) получаются дифференцированием
по 𝑡 равенств (1), т. е. зависят от функций 𝑤, �̇�, �̇�𝑙, �̇�

(𝑚)
𝑙3 (0 6 𝑚 6 𝑀) и их

частных производных по 𝑥𝑙 (𝑙 = 1, 2).
Для окончательной формулировки начально-краевой задачи вязкоупруго-

пластического изгибного деформирования тонких армированных цилиндри-
ческих оболочек в рамках уточненной теории к равенствам (1), (2), (6), (10)
следует добавить двумерные уравнения движения и соответствующие началь-
ные и граничные условия (см. [20], соотношения (7), (17), (19) и (21)).
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2. Численный метод расчета. В разделе 1 уже отмечалось, что для
численного интегрирования сформулированной начально-краевой задачи бу-
дем использовать метод шагов по времени [8,14–16,20,25,26]. Согласно этому,
предполагаем, что в дискретные моменты времени 𝑡𝑚 уже известны следую-
щие функции:

𝑚
𝑤(x) ≡ 𝑤(𝑡𝑚,x),

𝑚
𝑢(𝑙)
𝑖 (x) ≡ 𝑢

(𝑙)
𝑖 (𝑡𝑚,x),

𝑚
𝜎(±)
33 (x) ≡ 𝜎

(±)
33 (𝑡𝑚,x),

𝑚
�̇�
(±)
33 (x) ≡ �̇�

(±)
33 (𝑡𝑚,x),

𝑚
𝜎𝑖𝑗(r) ≡ 𝜎𝑖𝑗(𝑡𝑚, r), 𝑖 = 1, 2, 𝑗 = 1, 3,

𝑚 = 𝑛− 1, 𝑛, 0 6 𝑙 6𝑀 + 1, x ∈ Ω, |𝑧| 6 ℎ,

(11)

где

𝑢
(𝑙)
𝑖 (𝑡,x) ≡

∫︁ ℎ

−ℎ
𝑈𝑖(𝑡, r)𝑧

𝑙𝑑𝑥3 𝑖 = 1, 2, 0 6 𝑙 6𝑀 + 1, (12)

— введенные новые кинематические неизвестные переменные [20].
За исключением необходимых преобразований уравнений (4) (см. [16],

формулы (19) и (20)), обеспечивающих устойчивость разрабатываемой чис-
ленной схемы [15], производные по времени далее заменяем центральными
конечными разностями на трехточечном шаблоне {𝑡𝑛−1, 𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1}. Это позво-
ляет построить явную схему численного интегрирования рассматриваемой
задачи. После аппроксимации в уравнениях движения вторых производных
по времени от кинематических переменных 𝑤 и 𝑢

(𝑙)
𝑖 (см. (12)) их конечно-

разностными аналогами, учитывая обозначения, аналогичные (8) и (11), по-
лучим [20]

2ℎ𝜌

Δ2

(︀𝑛+1
𝑤 −2

𝑛
𝑤+

𝑛−1
𝑤

)︀
= 𝜕1

(︀ 𝑛
𝑀

(0)
13 +

𝑛
𝑀

(0)
11 𝜕1

𝑛
𝑤+

𝑛

�̄�
(0)
12 𝜕2

𝑛
𝑤
)︀
+

+ 𝜕2
(︀ 𝑛

�̄�
(0)
23 +

𝑛

�̄�
(0)
21 𝜕1

𝑛
𝑤+

𝑛
¯̄𝑀
(0)
22 𝜕2

𝑛
𝑤
)︀
−

𝑛

�̄�
(0)
22 +

𝑛
𝜎(+)
33 − 𝑛

𝜎(−)
33 ,

𝜌

Δ2

(︀𝑛+1
𝑢 (𝑙)

1 − 2
𝑛
𝑢(𝑙)1 +

𝑛−1
𝑢 (𝑙)

1

)︀
= 𝜕1

(︀ 𝑛
𝑀

(𝑙)
11 −

𝑛
𝑀

(𝑙)
13𝜕1

𝑛
𝑤
)︀
+ 𝜕2

(︀ 𝑛

�̄�
(𝑙)
12 −

𝑛

�̄�
(𝑙)
23𝜕1

𝑛
𝑤
)︀
−

− 𝑙
𝑛
𝑀

(𝑙−1)
13 + 𝑙

𝑛
𝑀

(𝑙−1)
33 𝜕1

𝑛
𝑤−ℎ𝑙

[︀𝑛
𝜎(+)
33 − (−1)𝑙

𝑛
𝜎(−)
33

]︀
𝜕1

𝑛
𝑤,

(13)

𝜌

Δ2

(︀𝑛+1
𝑢 (𝑙)

2 − 2
𝑛
𝑢(𝑙)2 +

𝑛−1
𝑢 (𝑙)

2

)︀
= 𝜕1

(︀ 𝑛
𝑀

(𝑙)
21 −

𝑛

�̄�
(𝑙)
13𝜕2

𝑛
𝑤
)︀
+

+ 𝜕2
(︀ 𝑛

�̄�
(𝑙)
22 −

𝑛
¯̄𝑀
(𝑙)
23𝜕2

𝑛
𝑤
)︀
− 𝑙

𝑛
𝑀

(𝑙−1)
23 + 𝑙

𝑛

�̄�
(𝑙−1)
33 𝜕2

𝑛
𝑤−

− ℎ𝑙
[︀
(𝑅+ ℎ)−1 𝑛

𝜎(+)
33 − (−1)𝑙(𝑅− ℎ)−1 𝑛

𝜎(−)
33

]︀
𝜕2

𝑛
𝑤+

𝑛

�̄�
(𝑙)
23 ,

0 6 𝑙 6𝑀 + 1, x ∈ Ω, 𝑛 = 1, 2, 3, . . . ,

где (см. выражение (9))

𝜌 = 𝜌0𝜔0 +
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜌𝑘𝜔𝑘, 𝑀
(𝑙)
𝑖𝑗 (𝑡,x) ≡

∫︁ ℎ

−ℎ
𝜎𝑖𝑗(𝑡, r)𝑧

𝑙𝑑𝑧,

�̄�
(𝑙)
𝑖𝑗 (𝑡,x) ≡

∫︁ ℎ

−ℎ

𝜎𝑖𝑗(𝑡, r)

𝑅+ 𝑧
𝑧𝑙𝑑𝑧, ¯̄𝑀

(𝑙)
𝑖𝑗 (𝑡,x) ≡

∫︁ ℎ

−ℎ

𝜎𝑖𝑗(𝑡, r)

(𝑅+ 𝑧)2
𝑧𝑙𝑑𝑧,
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𝑙𝑀
(𝑙−1)
33 (𝑡,x) = 𝑙

∫︁ ℎ

−ℎ
𝜎33(𝑡, r)𝑧

𝑙−1𝑑𝑧 =

=
ℎ𝑙

2

[︁
(𝜎

(+)
33 + 𝜎

(−)
33 )(1− (−1)𝑙) +

𝑙

𝑙 + 1
(𝜎

(+)
33 − 𝜎

(−)
33 )(1 + (−1)𝑙)

]︁
, (14)

𝑙�̄�
(𝑙−1)
33 (𝑡,x) = 𝑙

∫︁ ℎ

−ℎ

𝜎33(𝑡, r)

𝑅+ 𝑧
𝑧𝑙−1𝑑𝑧 =

𝑙

2ℎ
(𝜎

(+)
33 + 𝜎

(−)
33 )(Ψ𝑙(ℎ)−Ψ𝑙(−ℎ)) +

+
𝑙

2
(𝜎

(+)
33 − 𝜎

(−)
33 )(Ψ𝑙−1(ℎ)−Ψ𝑙−1(−ℎ)),

𝜔0 = 1−
𝑁∑︁
𝑘=1

𝜔𝑘, 𝑖, 𝑗 = 1, 3, 0 6 𝑙 6𝑀 + 1;

𝜌0, 𝜌𝑘 — объемная плотность материала связующего и волокон 𝑘-го семейства;
функции Ψ𝑙(𝑧) определены в (3). В уравнениях (13) массовые нагрузки не
учитываются.

На основании формул (14) с учетом (11) при 𝑡 = 𝑡𝑛 можем определить
все силовые факторы 𝑀

(𝑙)
𝑖𝑗 , �̄� (𝑙)

𝑖𝑗 , ¯̄𝑀
(𝑙)
𝑖𝑗 и внешние силы 𝜎

(±)
33 , которые входят

в правые части равенств (13). Учитывая при этом необходимые граничные
условия (см. (17) и (19) в [20]), из (13) определяем по явной схеме значения
функций

𝑛+1
𝑤 ,

𝑛+1
𝑢 (𝑙)

𝑖 , 0 6 𝑙 6𝑀 +1, в следующий момент времени 𝑡𝑛+1. После
этого по формуле (23) из [20], которая вытекает из (2) и (12) при учете (3),
вычисляем функции

𝑛+1
𝑢 𝑖 и

𝑛+1
𝜀 (𝑚)

𝑖3 , 𝑖 = 1, 2, 0 6 𝑚 6 𝑀 . Затем на основании

(1) получаем осредненные деформации композиции
𝑛+1
𝜀 𝑖𝑗 . В предшествующий

момент времени 𝑡𝑛−1 деформации
𝑛−1
𝜀 𝑖𝑗 уже известны (см. (1) при учете (11)),

поэтому, используя численное дифференцирование по времени и соотношение
(10), определяем и скорости деформаций

𝑛
�̇�𝑖𝑗 в текущий момент времени 𝑡𝑛.

Дальнейшее численное решение исследуемой задачи строится совершенно так
же, как и в работах [16,20].

Структура левых частей равенств (13) свидетельствует о том, что для
начала проведения расчетов по разработанной явной схеме нужно знать зна-
чения функций

0
𝑤 и

0
𝑢(𝑙)𝑖 , известные из начальных условий (см. (21) в [20]),

а также
1
𝑤 и

1
𝑢(𝑙)𝑖 (см. (13) при 𝑛 = 1). Значения последних функций вы-

числяются по формуле Тейлора при учете начальных условий и уравнений
движения, рассматриваемых при 𝑡 = 𝑡0 (см. последние формулы раздела 2
в [20]).

Для замкнутой круговой цилиндрической оболочки область Ω (см. (2)) яв-
ляется прямоугольной. Следовательно, аппроксимируя в соотношениях (13)
производные 𝜕𝑖(·) их конечно-разностными аналогами от уже известных (см.
(14) при учете (11)) в текущий момент времени 𝑡𝑛 сеточных функций, окон-
чательно получим явную численную схему «крест» [14–16, 20]. Необходимые
условия устойчивости этой схемы для однородных тонкостенных конструк-
ций приведены в [14]. Если эти условия выполняются для каждого компонен-
та композиции, то они с запасом выполняются и для КМ-оболочки.

351



Янк о в с к и й А. П.

3. Обсуждение результатов расчетов. Исследуем неупругое динами-
ческое изгибное поведение относительно тонкой замкнутой цилиндрической
КМ-оболочки толщиной 2ℎ = 2 см, радиуса 𝑅 = 1 м и длиной 𝐿 = 4 м
(2ℎ/min(𝐿,𝑅) = 1/50), которая жестко закреплена на кромках (𝑤 = 0,
𝑢
(𝑙)
𝑖 = 0 при 𝑥1 = 0, 𝐿 и 𝑡 > 𝑡0 [20]) и до начального момента времени 𝑡 = 𝑡0 = 0

покоится в естественном состоянии (𝑤 = 0, 𝑢(𝑙)𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, 0 6 𝑙 6 𝑀 + 1,
x ∈ Ω, 𝑡 < 𝑡0 [20]). Конструкция нагружается изнутри равномерным давле-
нием 𝑝(𝑡) по закону (см. (9), (13), (14)) [25]:

𝜎
(+)
33 ≡ 0, −𝜎(−)

33 = 𝑝(𝑡) =

{︃
𝑝max𝑡/𝑡max, 0 6 𝑡 6 𝑡max,

𝑝max exp[−𝛼(𝑡− 𝑡max)], 𝑡 > 𝑡max,

𝛼 = − ln(0.01)/(𝑡min − 𝑡max) > 0, 𝑡min ≫ 𝑡max, 𝑝(𝑡min) = 0.01𝑝max,

(15)

где смысл параметров нагрузки 𝑝max, 𝑡max, 𝑡min и 𝛼 вполне очевиден и по-
дробно описан в [16,20]. Используя экспериментальные данные [25], в расче-
тах примем 𝑝max = 8 МПа, 𝑡max = 0.1 мс и 𝑡min = 2 мс. Эти данные условно
характеризуют давление, вызванное воздушной взрывной волной.

Оболочка изготовлена из эпоксидной смолы и армирована стекловолок-
нами. Мгновенное упругопластическое поведение 𝑘-го материала композиции
при активном нагружении описывается диаграммой растяжения-сжатия с ли-
нейным упрочнением

𝜎 =

⎧⎨⎩𝐸
(𝑘)𝜀, |𝜀| 6 𝜀(𝑘)s ≡ 𝜎

(𝑘)
s /𝐸(𝑘),

sign(𝜀)𝜎
(𝑘)
s + 𝐸

(𝑘)
s (𝜀− sign(𝜀)𝜀

(𝑘)
s ), |𝜀| > 𝜀

(𝑘)
s , 0 6 𝑘 6 𝑁,

где 𝜎, 𝜀— осевое напряжение и линейная деформация; 𝐸(𝑘)
s — модуль упроч-

нения; 𝜎(𝑘)s — предел текучести. Физико-механические характеристики мате-
риалов композиции приведены в таблице, причем объемная вязкость не учи-
тывается: 𝜇(𝑘) → ∞ (см. (5)).

Physico-mechanical characteristics of the composite components [21,22]
Components 𝜌, kg/m3 𝜈 𝜎s, MPa 𝐸, HPa 𝐸s, HPa 𝜂, MPa·s

Epoxy 1210 0.33 20 2.8 1.114 250
Fiberglass 2520 0.25 4500 86.8 6.230 1000

Рассматриваются две структуры однородного армирования:
1) продольно-окружное 2D-армирование (рис. 2, a) с интенсивностями ар-

мирования 𝜔1 = 0.1 и 𝜔2 = 0.3 в осевом и окружном направлениях;
2) пространственное 4D-армирование, при котором два первых семейства

волокон также уложены в продольном и окружном направлениях с плот-
ностями армирования 𝜔1 = 0.05 и 𝜔2 = 0.3, а третье и четвертое семей-
ства стекловолокон уложены наклонно с плотностями 𝜔3 = 𝜔4 = 0.025.

В случае 4D-структуры направления армирования определяются следу-
ющими значениями углов сферической системы координат (см. рис. 3): 𝜃1 =
= 𝜃2 = 𝜋/2, 𝜃3 = 𝜋/4, 𝜃4 = 3𝜋/4, 𝜙1 = 𝜙3 = 𝜙4 = 0 и 𝜙2 = 𝜋/2 (на рис. 2, b

352



Уточненная модель вязкоупругопластического деформирования. . .

угол 𝜃 = 𝜋/4 и оси 𝑥1, 𝑥2 следует поменять местами). В обеих структурах
армирования расход волокон одинаков.

При указанных условиях армирования, закрепления и нагружения цилин-
дрическая КМ-оболочка деформируется осесимметрично (решение начально-
краевой задачи не зависит от окружной переменной 𝑥2), а также симметрич-
но относительно центрального сечения 𝑥1 = 𝐿/2, например 𝑤(𝑡, 𝑥) = 𝑤(𝑡,−𝑥),
где 𝑥 = 𝑥1 − 𝐿/2 и |𝑥| 6 𝐿/2.

На рис. 4 изображены зависимости от времени наибольшего абсолютного
значения прогиба КМ-конструкции

𝑤m(𝑡) = max
06𝑥16𝐿

|𝑤(𝑡, 𝑥1)|.

Номера кривых на рис. 4 соответствуют номеру структуры армирования.
Кривые 1 и 2 получены при указанных выше входных данных. Кривая 1′′
рис. 4, a рассчитана при тех же условиях, что и кривая 1, но в рамках
теории упругопластического деформирования материалов композиции (при
𝜂(𝑘) → ∞, 0 6 𝑘 6 𝑁 ; см. (5)). Поведение кривой 1′′ показывает, что соглас-
но упругопластическому расчету, КМ-конструкция колеблется неограничен-
но долго. Кривые же 1 и 2 свидетельствуют о том, что к моменту времени
𝑡 = 400 мc осцилляции наибольшего по модулю значения прогиба практи-
чески прекращаются, а величина максимального остаточного прогиба имеет
значение, равное примерно 1.3 мм. Сопоставление кривых 1 и 1′′ на рис. 4, a
показывает, что упругопластические расчеты (кривая 1′′) не позволяют опре-
делить величину наибольшего остаточного прогиба цилиндрической КМ-обо-
лочки даже весьма приближенно.

a

b

Рис. 4. Осцилляции максимального абсолютного значения прогиба: (a) — уточненные
упругопластический и вязкоупругопластический расчеты КМ-оболочки с 2D-армировани-

ем; (b) — уточненный вязкоупругопластический расчет оболочки с 4D-армированием
[Figure 4. Oscillations of the maximum absolute value of the deflection: (a) — refined

elastoplastic and viscoelastoplastic calculations for the CM-shell with 2D-reinforcement;
(b) — refined viscoelastoplastic calculation for the shell with 4D-reinforcement]
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На рис. 5 приведены зависимости 𝑤(𝑥) (𝑥 = 𝑥1 − 𝐿/2), рассчитанные при
𝑡 = 500 мc. (Согласно поведению кривых 1 и 2 на рис. 4, осцилляции про-
гиба КМ-конструкции при этом практически уже прекратились.) Кривые 1
и 2 на рис. 5 определены при тех же условиях, что и кривые 1 и 2 на рис. 4.
Как указывалось выше, решения исследуемой задачи обладают симметрией
относительно центральных сечений конструкций 𝑥 = 0 (𝑥1 = 𝐿/2), поэтому
на рис. 5 изображены только правые части зависимостей 𝑤(𝑥) (|𝑥| 6 𝐿/2).
Сравнение максимальных значений ординат точек на кривых 1 и 2 рис. 5,
которые достигаются в зоне краевого эффекта (𝑥 ≈ 1.84 м), показывает, что
при 𝑡 = 500 мc значения 𝑤m на кривой 2 примерно на 2 % больше, чем на
кривой 1. Сопоставление же этих кривых при 0 6 𝑥 6 1.3 м свидетельствует
о том, что при использовании 4D-структуры армирования (кривая 2) остаточ-
ный прогиб в центральной части даже относительно тонкой КМ-конструкции
на 10–20% меньше аналогичной величины в цилиндрической оболочке с тра-
диционным 2D-армированием.

Все кривые на рис. 4 и 5 получены по уточненной теории изгиба оболочек
при 𝑀 = 7 (см. (1) и (2)). Расчеты, выполненные по теории Амбарцумяна
(𝑀 = 0), приводят к зависимостям 𝑤m(𝑡) и 𝑤(𝑥) при 𝑡 = 500 мc, которые
визуально практически не отличаются от кривых, приведенных на рис. 4 и 5,
поэтому не изображены.

На рис. 6 представлены зависимости от времени наибольших значений
интенсивности деформаций материалов композиции 𝜀(𝑘)* :

𝜀(𝑘)m (𝑡) = max
𝑥1,𝑧

𝜀
(𝑘)
* ,

где |𝑧| 6 ℎ, 0 6 𝑥1 6 𝐿 для цилиндрической оболочки с 4D-структурой ар-
мирования в окрестности начального момента времени (рис. 6, a) и в окрест-
ности 𝑡 = 500 мс (рис. 6, b). Номера кривых соответствуют номеру 𝑘-го
компонента композиции: 0, 0 ′ — связующее (𝑘 = 0); 2, 2 ′ — арматура второ-
го (окружного) семейства (𝑘 = 2). Сплошные кривые 0 и 2 рассчитаны по

Рис. 5. Эпюры остаточных прогибов цилиндрических КМ-обо-
лочек, рассчитанные по уточненной теории

[Figure 5. Diagrams of residual deflections of cylindrical CM-shells
calculated by the refined theory]
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уточненной теории (𝑀 = 7), а штриховые кривые 0 ′ и 2 ′ — по теории Ам-
барцумяна (𝑀 = 0). На рис. 6, a кривые 2 и 2 ′ визуально практически не
различаются. Кривые 0, 0 ′ и 2, 2 ′ на рис. 6 получены при прежних входных
данных.

Сравнение ординат глобальных максимумов на кривых 0 и 0 ′ (при 𝑡 =
= 0.5 мс) на рис. 6, a показывает, что расчет по традиционной теории Ам-
барцумяна завышает наибольшее значение 𝜀(0)m в связующем оболочки с про-
странственной структурой армирования на 29 % по сравнению с расчетом,
выполненным по уточненной теории. Сопоставление же кривых 0, 2 и 0 ′, 2 ′

на рис. 6, b демонстрирует, что теория Амбарцумяна примерно на 35 % завы-
шает величину интенсивности остаточных деформаций в компонентах ком-
позиции по сравнению с расчетом, выполненным по уточненной теории.

На рис. 7 изображены зависимости 𝜀
(𝑘)
m (𝑡), рассчитанные по уточненной

теории (𝑀 = 7) в окрестности начального момента времени (рис. 7, a) и в ок-

a

b

Рис. 6. Осцилляции наибольших значений интенсивности деформаций
компонентов композиции оболочки с 4D-армированием, рассчитанные по
разным теориям: (a) — в окрестности начального момента времени; (b) —

в окрестности 𝑡 = 500 мс
[Figure 6. Oscillations of the highest values of the deformation intensities of
components of shell compositions with 4D-reinforcement calculated by the
different theories: (a) — close to the initial moment of time; (b) — close to

the time 𝑡 = 500 ms]
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рестности 𝑡 = 500 мс (рис. 7, b) для КМ-оболочки с 2D-структурой армиро-
вания (сплошные кривые 0, 2) и с пространственной 4D-структурой (штри-
ховые кривые 0 ′, 2 ′). Как и на рис. 6, номера кривых соответствуют номеру
𝑘-го компонента композиции. Сравнение кривых 0 и 0 ′ на рис. 7, a показыва-
ет, что для относительно тонкой цилиндрической оболочки замена 2D-струк-
туры армирования на 4D-структуру приводит к увеличению максимального
значения 𝜀

(0)
m примерно на 9% (см. кривые 0 и 0 ′ при 𝑡 ≈ 0.5 мс). Одна-

ко сопоставление этих же кривых на рис. 7, b свидетельствует о том, что
к моменту времени 𝑡 = 500 мс конструкция с 4D-структурой армирования
(кривая 0 ′) практически перестала осциллировать, а оболочка с 2D-структу-
рой (кривая 0) все еще колеблется. Сравнение ординаты точки кривой 0 ′ при
𝑡 = 500 мс со средним значением ординат точек кривой 0 в окрестности этого
момента времени демонстрирует, что замена 2D-структуры на 4D-структу-
ру армирования позволяет уменьшить величину интенсивности остаточных

a

b

Рис. 7. Осцилляции наибольших значений интенсивности деформаций
компонентов композиций оболочек с разными структурами армирова-
ния, рассчитанные по уточненной теории: (a) — в окрестности начального

момента времени; (b) — в окрестности 𝑡 = 500 мс
[Figure 7. Oscillations of the highest values of the deformation intensities of
components of shell compositions with different structures of reinforcement
calculated according to the refined theory: (a) — close to the initial moment

of time; (b) — close to the time 𝑡 = 500 ms]
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деформаций связующего примерно на 30 %. Из поведения кривых 2 и 2 ′ на
рис. 7, b видно, что при такой замене структуры армирования максималь-
ное значение интенсивности остаточных деформаций второго (окружного)
семейства возрастает на 12%. Таким образом, замена «плоско»-перекрестной
2D-структуры армирования (рис. 2, a) на пространственную 4D-структуру
(рис. 2, b) при динамическом нагружении тонкой длинной цилиндрической
оболочки и фиксированном расходе волокон может приводить как к увеличе-
нию, так и уменьшению интенсивности остаточных деформаций компонентов
композиции.

В связи с этим целесообразно проанализировать неупругое поведение та-
ких цилиндрических КМ-оболочек при квазистатическом нагружении. Так,
на рис. 4, b кривые 1 ′′′ и 2 ′′′ характеризуют зависимости 𝑤m(𝑡), рассчитан-
ные при разных структурах армирования и следующих параметрах нагрузки:
𝑝max = 3 МПа, 𝑡max = 150 мс и 𝑡min = 300 мс (см. (15)). При принятом на
рис. 4, b масштабе по оси ординат кривые 1 ′′′ и 2 ′′′ визуально не различают-
ся, однако кривая 2 ′′′ все же лежит ниже кривой 1 ′′′. В отличие от кривой 2,
кривые 1 ′′′ и 2 ′′′ не осциллируют. Это свидетельствует о том, что указанное
нагружение действительно можно рассматривать как квазистатическое.

На рис. 5 кривые 1 ′′′ и 2 ′′′ характеризуют зависимости 𝑤(𝑥), рассчитан-
ные при квазистатическом нагружении в момент времени 𝑡 = 500 мс. Орди-
наты точек этих кривых уменьшены в 10 раз (см. правые участки кривых
1 ′′′ и 2 ′′′ на рис. 4, b). Из поведения кривых 1 ′′′ и 2 ′′′ на рис. 5 видно, что
при квазистатическом нагружении цилиндрических КМ-оболочек внутрен-
ним давлением такие конструкции после снятия нагрузки не приобретают
гофрированную остаточную форму, как это наблюдается при динамическом
нагружении (см. кривые 1 и 2). На отрезке 0 6 𝑥 6 1.6 м кривые 1 ′′′ и 2 ′′′

имеют практически горизонтальные участки. Это свидетельствует о том, что
при квазистатическом нагружении в длинных цилиндрических КМ-оболоч-
ках реализуется в основном безмоментное напряженное состояние и лишь
в зонах краевых эффектов (при 1.6 < 𝑥 6 2 м) возникает ярко выраженное
моментное состояние. Сравнение правых участков всех кривых на рис. 5 по-
казывает, что протяженность зон краевых эффектов как при динамическом
(кривые 1 и 2), так и при квазистатическом (кривые 1 ′′′ и 2 ′′′) нагружениях
примерно одна и та же.

Кривая 2 ′′′ на рис. 5 в основном лежит несколько ниже кривой 1 ′′′, т. е.
при квазистатическом нагружении замена 2D-структуры армирования (кри-
вая 1 ′′′) на 4D-структуру (кривая 2 ′′′) также приводит к уменьшению ве-
личины остаточного прогиба за пределами зон краевых эффектов. Однако
это уменьшение мало (около 1.5 %). Сравнение же интенсивности деформа-
ций в компонентах композиции при этом показывает, что при 𝑡 = 500 мс
значения 𝜀

(0)
m = 3.14%, 𝜀(2)m = 1.11% в случае 2D-структуры армирования

и 𝜀(0)m = 4.08%, 𝜀(2)m = 1.08% в случае использования 4D-структуры. Следова-
тельно, при квазистатическом нагружении тонкой длинной цилиндрической
оболочки замена традиционной «плоско»-перекрестной структуры армиро-
вания на пространственную структуру приводит к увеличению интенсивно-
сти остаточных деформаций связующей матрицы на 29.9 % и к уменьшению
аналогичной величины волокон второго семейства всего на 2.7%. Очевидно,
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что при квазистатическом нагружении таких конструкций указанная замена
структур армирования неэффективна.

Кривые 1 ′′′ и 2 ′′′ на рис. 4, b и 5 получены по уточненной теории изгиба
(𝑀 = 7). Расчеты, выполненные по теории Амбарцумяна, приводят прак-
тически к тем же результатам. Это относится и к определению деформи-
рованного состояния компонентов композиции оболочек. Поэтому неупругое
поведение длинных тонких цилиндрических КМ-оболочек при их квазиста-
тическом нагружении внутренним давлением вполне адекватно можно опре-
делять по традиционной неклассической теории Амбарцумяна.

Для расчета остаточных состояний (в частности, остаточных прогибов)
динамически нагружаемых и неупруго деформируемых цилиндрических обо-
лочек (в том числе и композитных, подкрепленных) ранее предлагалось ис-
пользовать модель жесткопластического тела, что позволяет в ряде случа-
ев получить достаточно простые и вполне обозримые аналитические реше-
ния [27]. Поэтому здесь целесообразно обсудить результаты расчетов по упру-
гопластической модели, но приближенной к модели жесткопластического те-
ла. С этой целью модули Юнга материалов композиции 𝐸(𝑘) (см. таблицу)
были увеличены: для связующей матрицы (𝑘 = 0) в 15 · 106 раз, а для ар-
матуры (𝑘 > 1) в 106 раз. Для обеспечения устойчивости схемы «крест» шаг
по времени Δ при этом был уменьшен в 103 раз. Динамический расчет про-
водился при исходных параметрах нагрузки: 𝑝max = 8 МПа, 𝑡max = 0.1 мс
и 𝑡min = 2 мс (см. (15)). Оказалось, что при таких входных данных величины
𝑤m имеют порядок 10−9 м, а значения 𝜀(𝑘)m (0 6 𝑘 6 𝑁) — порядок 10−6% как
в случае 2D-структуры армирования, так и в случае 4D-структуры, т. е. пла-
стичность в материалах композиции вообще не возникает. Кроме того, в мо-
мент времени 𝑡 = 𝑡max = 0.1 мс, когда внутреннее давление достигает своего
максимального значения 𝑝max, эпюра прогибов 𝑤(𝑥) имеет вид, аналогичный
кривым 1 ′′′ и 2 ′′′ на рис. 5, т. е. качественно отличается от поведения оста-
точного прогиба, характеризуемого кривыми 1 и 2 на рис. 5. Следовательно,
расчеты динамического неупругого поведения стеклопластиковых цилиндри-
ческих оболочек, выполненные по модели жесткопластического тела, ни ко-
личественно, ни качественно не позволяют определить и даже грубо оценить
остаточные формы таких конструкций.

Приведенные выше результаты относятся к относительно тонким длин-
ным цилиндрическим КМ-оболочкам (2ℎ/𝑅 = 1/50, 𝐿 = 4𝑅). Дополнитель-
ные расчеты показывают, что для относительно толстых конструкций
(2ℎ/min(𝑅,𝐿) = 1/10), а особенно для коротких цилиндрических КМ-обо-
лочек, положительный эффект от замены «плоско»-перекрестной структу-
ры армирования на пространственную 4D-структуру значительно возраста-
ет, причем он начинает проявляться уже и при квазистатическом нагружении
таких конструкций. В частности, величина наибольшего по модулю остаточ-
ного прогиба при такой замене может уменьшаться на несколько десятков
процентов, а интенсивность остаточных деформаций в связующей матрице
может уменьшаться даже в разы. Кроме того, с увеличением относительной
толщины КМ-оболочки увеличивается различие между решениями, получен-
ными по уточненной теории изгиба и традиционной неклассической теории
Амбарцумяна. Разность наибольших по модулю значений остаточных проги-
бов при этом может превосходить 5 %, а разность максимальных значений
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интенсивности остаточных деформаций компонентов композиции может до-
стигать даже сотен процентов как при «плоско»-перекрестном, так и при
пространственном армировании конструкции.

Заключение. Разработана уточненная модель вязкоупругопластическо-
го деформирования гибких цилиндрических оболочек с пространственными
структурами армирования, которая позволяет более точно, чем в рамках тео-
рии Амбарцумяна, рассчитывать остаточные перемещения и остаточные на-
пряженно-деформированные состояния в компонентах композиции при дей-
ствии интенсивных кратковременных нагрузок. Показано, что даже для от-
носительно тонкой и длинной цилиндрической КМ-оболочки динамические
расчеты, выполненные по теории Амбарцумяна, могут на несколько десятков
процентов завышать максимальное значение и остаточную величину интен-
сивности деформаций компонентов композиции. Однако при квазистатиче-
ском нагружении таких неупруго деформируемых КМ-конструкций вполне
оправданно можно использовать теорию Амбарцумяна.

Следовательно, для получения адекватных результатов динамических рас-
четов вязкоупругопластического поведения гибких КМ-конструкций целесо-
образно использовать теории изгиба более высокой точности, чем теория Ам-
барцумяна [11].

Проведенные расчеты продемонстрировали, что даже для тонких длин-
ных оболочек из стеклопластика, нагруженных изнутри давлением взрывного
типа, замена традиционной перекрестной структуры армирования по эквиди-
стантным поверхностям (см. рис. 1, b и 2, a) на пространственную структуру
(см. рис. 2, b) позволяет существенно уменьшить интенсивность остаточных
деформаций связующей матрицы, а также снизить на 10–20 % величину оста-
точных прогибов в центральной части КМ-оболочки. Наибольший остаточ-
ный прогиб, который возникает в зоне краевого эффекта, при такой замене
структур армирования изменяется пренебрежимо мало. Однако осцилляции
пространственно-армированной конструкции затухают быстрее, чем оболоч-
ки с «плоско»-перекрестной структурой армирования. При квазистатическом
нагружении тонких длинных цилиндрических оболочек внутренним давлени-
ем такая замена структур армирования является неэффективной. В случаях
же относительно толстых, и особенно коротких, цилиндрических оболочек
положительный эффект от замены 2D-структуры армирования (рис. 2, a) на
4D-структуру (рис. 2, b) значительно возрастает, причем заметно проявляет-
ся и в случаях квазистатического нагружения таких конструкций.

Показано, что после неупругого динамического деформирования тонкие
длинные стеклопластиковые цилиндрические КМ-оболочки приобретают гоф-
рированную остаточную форму, причем образующиеся складки ориентирова-
ны в окружном направлении. При квазистатическом нагружении и неупругом
деформировании таких конструкций складчатая остаточная форма не обра-
зуется (за пределами краевых эффектов цилиндрические КМ-оболочки при
этом деформируются как безмоментные).

Продемонстрировано, что использование жесткопластической модели не
позволяет адекватно рассчитывать форму остаточного прогиба цилиндриче-
ских стеклопластиковых оболочек при их динамическом нагружении. Такие
расчеты на 6 порядков занижают максимальные значения прогибов и интен-
сивностей деформаций компонентов композиции по сравнению с расчетами,
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проведенными с использованием вязкоупругопластической модели. Поэтому
модель жесткопластического тела нецелесообразно использовать для прове-
дения динамических расчетов неупругого поведения тонкостенных стекло-
пластиковых конструкций.
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Abstract

A model of viscoelastic-plastic deformation of flexible circular cylindrical
shells with spatial reinforcement structures is developed. The instant plastic
behavior of the materials of the composition is determined by flow theory
with isotropic hardening. The viscoelastic deformation of the components
of the composition is described by the equations of the Maxwell–Boltzmann
model. The geometric nonlinearity of the problem is taken into account in
the Karman approximation. The used relations make it possible to calculate
with varying degrees of accuracy the residual displacements of the points of
the construction and the residual deformed state of the components of the
composition. In this case, a possible weak resistance of the reinforced shell
to transverse shear is simulated. In the first approximation, the equations
used, the initial and boundary conditions, are reduced to the formulas of the
nonclassical Ambardzumyan theory.

The numerical solution of the formulated initial boundary-value prob-
lem is constructed according to the explicit “cross” scheme. Elastoplastic
and viscoelastic-plastic dynamic deformation of thin fiberglass shells under
the influence of internal pressure of an explosive type is investigated. Two
reinforcement structures are considered:

1) orthogonal reinforcement in the longitudinal and circumferential di-
rections;

2) spatial reinforcement in four directions.
It is shown that even for relatively thin composite shells the Ambardzu-

myan theory is unacceptable to obtain adequate results of calculations of
their viscoelastic-plastic dynamic deformation. It has been demonstrated
that a calculation according to the theory of elastoplastic deformation of
reinforced structures does not allow even an approximate estimate of the
residual states of composite shells after their dynamic loading. It is shown
that even for a relatively thin and long cylindrical shell, the replacement of
the traditional “flat”-cross-reinforcement structure with a spatial structure
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can significantly reduce the residual strain of the binder material. In cases
of relatively thick and especially short shells, the positive effect of such a
replacement of the reinforcement structures is manifested to a much greater
extent.

Keywords: cylindrical shell, spatial reinforcement, reinforcement along equi-
distant surfaces, viscoelastic-plastic deformation, explosive-type loads, re-
fined bending theories, Ambardzumyan theory, geometric nonlinearity, ex-
plicit numerical “cross” scheme type scheme.
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