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Аннотация

Приводится доказательство единственности и существования реше-
ния одной нелокальной задачи для нагруженного параболо-гиперболи-
ческого уравнения с тремя линиями изменения типа. Единственность ре-
шения доказана с помощью представления общего решения, существова-
ние решения доказано методом интегральных уравнений. Установлены
необходимые условия на параметры и заданные функции для однознач-
ной разрешимости интегральных уравнений Вольтерра второго рода со
сдвигом, эквивалентным исследуемой задаче.

Ключевые слова: нагруженное уравнение, нелокальная задача, инте-
гральное уравнение Вольтерра со сдвигом, функция Грина, единствен-
ность и существование решения.

Получение: 22 августа 2020 г. / Исправление: 15 мая 2021 г. /
Принятие: 28 июня 2021 г. / Публикация онлайн: 20 сентября 2021 г.

Научная статья
cb Контент публикуется на условиях лицензии Creative Commons Attribution 4.0

International (https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru)
Образец для цитирования
Ис л ом о в Б. И., Х о л б е к о в Ж.А. Об одной нелокальной краевой задаче для на-
груженного параболо-гиперболического уравнения с тремя линиями изменения типа //
Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки, 2021. Т. 25, № 3. С. 407–422.
https://doi.org/10.14498/vsgtu1822.
Сведения об авторах
Бозор Исломович Исломов https://orcid.org/0000-0002-4372-395X
доктор физико-математических наук, профессор; главный научный сотрудник; каф. диф-
ференциальных уравнений и математической физики; e-mail: islomovbozor@yandex.ru
Журат Абдинабиевич Холбеков https://orcid.org/0000-0002-1495-2761
ассистент; каф. высшей математики; e-mail: xolbekovja@mail.ru

© Самарский государственный технический университет 407

https://doi.org/10.14498/vsgtu1822
https://doi.org/10.14498/vsgtu1822
http://www.mathnet.ru/rus/org10531
http://www.mathnet.ru/rus/org10531
http://www.mathnet.ru/rus/org10995
http://www.mathnet.ru/rus/org10995
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/deed.ru
https://doi.org/10.14498/vsgtu1822
http://www.mathnet.ru/rus/person59921
https://orcid.org/0000-0002-4372-395X
https://orcid.org/0000-0002-4372-395X
mailto:islomovbozor@yandex.ru
http://www.mathnet.ru/rus/person172679
https://orcid.org/0000-0002-1495-2761
https://orcid.org/0000-0002-1495-2761
mailto:xolbekovja@mail.ru


Исл ом о в Б.И., Х о л б е к о в Ж.А.

Введение
Многие задачи математической физики и биологии, в том числе задачи

регулирования грунтовых вод, задачи тепломассопереноса с конечной ско-
ростью, задачи движения малосжимаемой жидкости, окруженной пористой
средой, приводят к краевым задачам для нагруженных уравнений с частны-
ми производными [1,2].

В 1969 году A. M. Нахушев предложил ряд задач нового типа, вошед-
ших в математическую литературу под названием краевых задач со смеще-
нием, которые тесно связаны с нагруженными дифференциальными уравне-
ниями [3].

Краевые задачи для нагруженных уравнений второго порядка гипербо-
лического, параболического, гиперболо-параболического и эллиптико-пара-
болического типов достаточно хорошо изучены [4–15]. Отметим работу [16],
в которой изучена задача с условием типа Бицадзе—Самарского для парабо-
ло-гиперболического уравнения с тремя линиями изменения типа.

Заметим, что локальные и нелокальные задачи для нагруженных урав-
нений смешанного типа второго порядка с тремя линиями изменения ти-
па [17, 18] изучены мало. Это связано, с одной стороны, с отсутствием пред-
ставления общего решения для таких уравнений; с другой стороны, такие
задачи сводятся к малоизученным интегральным уравнениям со сдвигом.

Настоящая работа посвящена постановке и изучению одной нелокаль-
ной краевой задачи для нагруженного параболо-гиперболического уравнения
с тремя линиями изменения типа, содержащей в себе след искомой функции.

1. Постановка задачи
В некоторой области Ω, которая определяется ниже, рассмотрим уравне-

ние

0 =

{︂
𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω0,
𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦𝑦 − 𝜇𝑗 sign 𝑦𝐻𝑗 [𝑢(𝑥, 𝑦)], (𝑥, 𝑦) ∈ Ω𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3.

(1)

Здесь 𝜇𝑗 — заданные действительные числа, причем

𝜇𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 2, 3; (2)

𝐻𝑗 [𝑢(𝑥, 𝑦)] =

⎧⎨⎩ 𝑢(𝑥, 0), 𝑗 = 1,
𝑢(0, 𝜉), 𝑗 = 2, 𝜉 = 𝑥+ 𝑦,
𝑢(1, 𝜂), 𝑗 = 3, 𝜂 = 𝑦 − 𝑥+ 1;

Ω0 — область, ограниченная отрезками 𝐴𝐵, 𝐵𝐶, 𝐶𝐷, 𝐷𝐴 прямых 𝑦 = 0,
𝑥 = 1, 𝑦 = 1, 𝑥 = 0 соответственно;

Ω1 — характеристический треугольник, ограниченный отрезком 𝐴𝐵 оси 𝑂𝑥
и двумя характеристиками 𝐴𝑁 : 𝑥 + 𝑦 = 0, 𝐵𝑁 : 𝑥 − 𝑦 = 1 урав-
нения (1), выходящими из точек 𝐴(0, 0) и 𝐵(1, 0) и пересекающимися
в точке 𝑁(1/2,−1/2);

Ω2 — характеристический треугольник, ограниченный отрезком 𝐴𝐷 оси 𝑂𝑦
и двумя характеристиками 𝐴𝐾 : 𝑥 + 𝑦 = 0, 𝐷𝐾 : 𝑦 − 𝑥 = 1 урав-
нения (1), выходящими из точек 𝐴(0, 0) и 𝐷(0, 1) и пересекающимися
в точке 𝐾(−1/2, 1/2);
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Об одной нелокальной краевой задаче. . .

Ω3 — характеристический треугольник, ограниченный отрезком 𝐵𝐶 и дву-
мя характеристиками 𝐶𝑀 : 𝑥 + 𝑦 = 2, 𝐵𝑀 : 𝑥 − 𝑦 = 1 уравнения (1),
выходящими из точек 𝐵(1, 0) и 𝐶(1, 1) и пересекающимися в точке
𝑀(3/2, 1/2);

Ω =

3∑︁
𝑗=0

Ω𝑗∪ 𝐴𝐵 ∪𝐵𝐶 ∪𝐷𝐴, 𝐽1 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 1, 𝑦 = 0};

𝐽2 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑦 < 1, 𝑥 = 0}, 𝐽3 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑦 < 1, 𝑥 = 1};

Ω*
1 = Ω1 ∪𝐴𝐵 ∪ Ω0, Ω*

2 = Ω2 ∪𝐴𝐷 ∪ Ω0 ∪𝐵𝐶 ∪ Ω3.

Задача. Найти решение уравнения (1) в классе функций

𝑊 =
{︀
𝑢 : 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(Ω̄) ∩ 𝐶2,1

𝑥,𝑦(Ω0) ∩ 𝐶2(Ω1 ∪ Ω2 ∩ Ω3),

𝑢𝑦 ∈ 𝐶(Ω*
2) ∩ 𝐶(Ω0 ∪𝐴𝐵) ∩ 𝐶(Ω1 ∪𝐴𝐵),

𝑢𝑥 ∈ 𝐶(Ω*
1) ∩ 𝐶(Ω0 ∪𝐴𝐷 ∪𝐵𝐶) ∩ 𝐶(Ω2 ∪𝐴𝐷) ∩ 𝐶(Ω3 ∪𝐵𝐶)

}︀
,

удовлетворяющее краевым условиям

𝑎(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥
𝑢
(︁𝑥
2
,−𝑥

2

)︁
+ 𝑏(𝑥)

𝑑

𝑑𝑥
𝑢
(︁1 + 𝑥

2
,
𝑥− 1

2

)︁
=

= 𝑚(𝑥)𝑢(𝑥, 0) + 𝑛(𝑥)𝑢𝑦(𝑥, 0) + 𝑐(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (3)

𝑢(𝑥, 𝑦)
⃒⃒
𝐴𝐾

= 𝜙1(𝑦), 0 6 𝑦 6
1

2
, (4)

𝑢(𝑥, 𝑦)
⃒⃒
𝑀𝐶

= 𝜙2(𝑦),
1

2
6 𝑦 6 1, (5)

а на линиях изменения типа условиям склеивания

𝑢𝑦(𝑥,+0) = 𝛼1𝑢𝑦(𝑥,−0), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (6)
𝑢𝑥(+0, 𝑦) = 𝛼2𝑢𝑥(−0, 𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐽2, (7)

𝑢𝑥(1 + 0, 𝑦) = 𝛼3𝑢𝑥(1− 0, 𝑦), (1, 𝑦) ∈ 𝐽3, (8)

где 𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝑚(𝑥), 𝑛(𝑥), 𝑐(𝑥), 𝜙1(𝑥), 𝜙2(𝑦)— заданные функции; 𝛼𝑗 — из-
вестные постоянные, причем

𝜙1(0) = 0, 𝜙2(1) = 0; 𝛼1 > 0, 𝛼2, 𝛼3 ∈ (−∞ ; +∞)∖ {0} ; (9)

𝑎2(𝑥) + 𝑏2(𝑥) ̸= 0, 𝑚2(𝑥) + 𝑛2(𝑥) ̸= 0, ∀𝑥 ∈ 𝐽1; (10)

𝑎(𝑥), 𝑏(𝑥), 𝑚(𝑥), 𝑛(𝑥) ∈ 𝐶1(𝐽1) ∩ 𝐶2(𝐽1), 𝑐(𝑥) ∈ 𝐶2(𝐽1); (11)

𝜙1(𝑦) ∈ 𝐶1[0, 1/2] ∩ 𝐶2(0, 1/2), 𝜙2(𝑦) ∈ 𝐶1[1/2, 1] ∩ 𝐶2(1/2, 1). (12)

Отметим, что аналог задачи Трикоми для уравнения (1) в случае, когда
𝑎(𝑥) = 1, 𝑏(𝑥) = 𝑚(𝑥) = 𝑛(𝑥) = 0, изучен в работах [17,18].
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2. Вывод основных функциональных соотношений
Решение задачи Коши с условиями

𝑢(𝑥,−0) = 𝜏1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1; 𝑢𝑦(𝑥,−0) = 𝜈−1 (𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1,

для уравнения (1) в области Ω1 имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑦) =
1

2
[𝜏1(𝑥+ 𝑦) + 𝜏1(𝑥− 𝑦)] +

1

2

∫︁ 𝑥+𝑦

𝑥−𝑦
𝜈−1 (𝜉) 𝑑𝜉 +

+
𝜇1
4

∫︁ 𝑥+𝑦

𝑥−𝑦
𝑑𝜉

∫︁ 𝑥−𝑦

𝜉
𝜏1

(︁𝜉 + 𝜂

2

)︁
𝑑𝜂. (13)

Подставляя (13) в (3), получим

[𝑎(𝑥)− 𝑏(𝑥) + 2𝑛(𝑥)]𝜈−1 (𝑥) = [𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)]𝜏 ′1(𝑥)− 2𝑚(𝑥)𝜏1(𝑥)−

− 𝜇1𝑎(𝑥)

∫︁ 𝑥

𝑥/2
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝜇1𝑏(𝑥)

∫︁ (𝑥+1)/2

𝑥
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡− 2𝑐(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1. (14)

Рассмотрим следующие случаи.
I. Пусть 𝑎(𝑥) = −𝑏(𝑥) ̸= −𝑛(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐽1, тогда из (14) имеем

2[𝑛(𝑥)− 𝑏(𝑥)]𝜈−1 (𝑥) = −2𝑚(𝑥)𝜏1(𝑥) +

+ 𝜇1𝑏(𝑥)

∫︁ (𝑥+1)/2

𝑥/2
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡− 2𝑐(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1.

II. Пусть 𝑎(𝑥) = −𝑏(𝑥) = −𝑛(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐽1, тогда из (14) получим

2𝑚(𝑥)𝜏1(𝑥)− 𝜇1𝑏(𝑥)

∫︁ (𝑥+1)/2

𝑥/2
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡 = −2𝑐(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1.

III. Пусть 𝑎(𝑥)− 𝑏(𝑥) + 2𝑛(𝑥) = 0, ∀𝑥 ∈ 𝐽1, тогда из (14) имеем

2[𝑛(𝑥)− 𝑏(𝑥)]𝜏 ′1(𝑥) + 2𝑚(𝑥)𝜏1(𝑥) +

+ 𝜇1𝑏(𝑥)

(︂∫︁ 𝑥

𝑥/2
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡−

∫︁ (𝑥+1)/2

𝑥
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡

)︂
= 2𝑐(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1.

IV. Пусть �̃�(𝑥) = 𝑎(𝑥)− 𝑏(𝑥) + 2𝑛(𝑥) ̸= 0, ∀𝑥 ∈ 𝐽1, тогда из (14) имеем

𝜈−1 (𝑥) = 𝑎1(𝑥)𝜏
′
1(𝑥)− 𝑎2(𝑥)𝜏1(𝑥)−

− 𝑎3(𝑥)

∫︁ 𝑥

𝑥/2
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡+ 𝑎4(𝑥)

∫︁ (𝑥+1)/2

𝑥
𝜏1(𝑡) 𝑑𝑡− 𝑎5(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (15)

где

𝑎1(𝑥) =
𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)

�̃�(𝑥)
, 𝑎2(𝑥) =

2𝑚(𝑥)

�̃�(𝑥)
, 𝑎3(𝑥) =

𝜇1𝑎(𝑥)

�̃�(𝑥)
,

𝑎4(𝑥) =
𝜇1𝑏(𝑥)

�̃�(𝑥)
, 𝑎5(𝑥) =

2𝑐(𝑥)

�̃�(𝑥)
.
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Аналогичным образом, используя решение задачи Коши [17,18] с началь-
ными данными

𝑢(−0, 𝑦) = 𝜏2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐽2; 𝑢𝑥(−0, 𝑦) = 𝜈−2 (𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐽2 (16)(︀
𝑢(1− 0, 𝑦) = 𝜏3(𝑦), (1, 𝑦) ∈ 𝐽3; 𝑢𝑥(1− 0, 𝑦) = 𝜈−3 (𝑦), (1, 𝑦) ∈ 𝐽3

)︀
,(17)

для уравнения (1) в области Ω2 (Ω3) с учетом (4) и (5), получаем функци-
ональное соотношение между 𝜏2(𝑥) (𝜏3(𝑥)) и 𝜈−2 (𝑥) (𝜈−3 (𝑥)), принесенное из
области Ω2 (Ω3) на 𝐽2 (𝐽3):

𝜈−2 (𝑦)− 𝜏 ′2(𝑦) +
𝜇2
2

∫︁ 𝑦

0
𝜏2(𝑡) 𝑑𝑡 = −𝜙′

2(𝑦/2) (18)(︂
𝜈−3 (𝑦)− 𝜏 ′3(𝑦)−

𝜇3
2
(1− 𝑦)𝜏3(𝑦) = −𝜙′

2

(︁𝑦 + 1

2

)︁)︂
. (19)

Переходя к пределу при 𝑦 → +0 в уравнении (1) с учетом условия 𝜏1(1) = 0,
получим функциональное соотношение между 𝜏1(𝑥) и 𝜈+1 (𝑥), принесенное из
области Ω0 на 𝐽1:

𝜏1(𝑥) =

∫︁ 1

𝑥
𝑑𝑡

∫︁ 1

𝑡
𝜈+1 (𝑧) 𝑑𝑧 + 𝜏 ′1(1) (𝑥− 1), (20)

где 𝜏 ′1(1)— неизвестная константа, подлежащая определению.
Решение первой краевой задачи с условиями

𝑢(𝑥,+0) = 𝜏1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1; 𝑢(+0, 𝑦) = 𝜏2(𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐽2;

𝑢(1 + 0, 𝑦) = 𝜏3(𝑦), (1, 𝑦) ∈ 𝐽3

для уравнения (1) в области Ω0 имеет вид

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 𝑦; 0, 𝜂)𝜏2(𝜂) 𝑑𝜂 +

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉(𝑥, 𝑦; 1, 𝜂)𝜏3(𝜂) 𝑑𝜂 +

+

∫︁ 1

0
𝐺(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0)𝜏1(𝜉) 𝑑𝜉, (21)

где

𝐺(𝑥, 𝑦; 𝜉, 𝜂) =
1

2
√︀
𝜋(𝑦 − 𝜂)

+∞∑︁
𝑛=−∞

{︃
exp

(︁
−(𝑥− 𝜉 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
−

− exp
(︁
−(𝑥+ 𝜉 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁}︃
— функция Грина первой краевой задачи для уравнения 𝑢𝑥𝑥 − 𝑢𝑦 = 0.

Дифференцируя (21) по 𝑥, получим

𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉𝑥(𝑥, 𝑦; 0, 𝜂)𝜏2(𝜂) 𝑑𝜂 +

∫︁ 𝑦

0
𝐺𝜉𝑥(𝑥, 𝑦; 1, 𝜂)𝜏3(𝜂) 𝑑𝜂 +

+

∫︁ 1

0
𝐺𝑥(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0)𝜏1(𝜉) 𝑑𝜉. (22)
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Здесь

𝐺𝜉𝑥(𝑥, 𝑦; 0, 𝜂) =
1

2
√︀
𝜋(𝑦 − 𝜂)

+∞∑︁
𝑛=−∞
�̸�=0

[︁ 1

𝑦 − 𝜂
− (𝑥+ 2𝑛)2

2(𝑦 − 𝜂)2

]︁
×

× exp
(︁
−(𝑥+ 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
=

𝑑

𝑑𝜂

[︂
1√︀

𝜋(𝑦 − 𝜂)
exp

(︁
− 𝑥2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
+

+
1√︀

𝜋(𝑦 − 𝜂)

+∞∑︁
𝑛=−∞
�̸�=0

exp
(︁
−(𝑥+ 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)2

)︁]︂
, (23)

𝐺𝜉𝑥(𝑥, 𝑦; 1, 𝜂) =
1

2
√︀
𝜋(𝑦 − 𝜂)

×

×
+∞∑︁

𝑛=−∞
�̸�=0

[︂(︁ 1

2(𝑦 − 𝜂)
− (𝑥− 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)2

)︁
exp

(︁
−(𝑥− 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
+

+
(︁ 1

2(𝑦 − 𝜂)
− (𝑥+ 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)2

)︁
exp

(︁
−(𝑥+ 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁]︂
=

=
𝑑

𝑑𝜂

[︂
1

2
√︀
𝜋(𝑦 − 𝜂)

exp
(︁
− (𝑥− 1)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
+

+
1

2
√︀
𝜋(𝑦 − 𝜂)

+∞∑︁
𝑛=−∞
�̸�=0

exp
(︁
−(𝑥− 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁]︂
+

+
𝑑

𝑑𝜂

[︂
1

2
√︀
𝜋(𝑦 − 𝜂)

exp
(︁
− (𝑥+ 1)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
+

+
1

2
√︀
𝜋(𝑦 − 𝜂)

+∞∑︁
𝑛=−∞
𝑛 ̸=0

exp
(︁
− (𝑥+ 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁]︂
, (24)

𝐺𝑥(𝑥, 𝑦; 𝜉, 0) =
1

2
√
𝜋𝑦

+∞∑︁
𝑛=−∞

exp
(︁
−(𝑥+ 2𝑛)2 + 𝜉2

4𝑦

)︁
×

×
(︁𝜉
𝑦
ch 2𝜉(𝑥+ 2𝑛)− 𝑥+ 𝑛

𝑦
sh 2𝜉(𝑥+ 2𝑛)

)︁
.

Применяя формулу интегрирования по частям к (22) с учетом (23) и (24),
а затем, принимая во внимание

𝜙1(0) = 𝜏2(0) = 0, 𝜏1(1) = 𝜏3(0) = 0,

lim
𝑧→0

𝑧−𝜒 exp(−𝑧−1) = 0, 𝜒 > 0,
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имеем

𝑢𝑥(𝑥, 𝑦) = − 1√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′2(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

exp
(︁
− 𝑥2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
𝑑𝜂 −

− 1√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′2(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

+∞∑︁
𝑛=−∞
𝑛 ̸=0

exp
(︁
−(𝑥+ 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
𝑑𝜂 +

+
1

2
√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′3(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

exp
(︁
− (𝑥− 1)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
𝑑𝜂 +

+
1

2
√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′3(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

+∞∑︁
𝑛=−∞
�̸�=0

exp
(︁
−(𝑥− 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
𝑑𝜂 +

+
1

2
√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′3(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

exp
(︁
− (𝑥+ 1)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
𝑑𝜂 +

+
1

2
√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′3(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

+∞∑︁
𝑛=−∞
�̸�=0

exp
(︁
−(𝑥+ 1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
𝑑𝜂 +

+
1

2
√
𝜋𝑦

∫︁ 1

0

+∞∑︁
𝑛=−∞

exp
(︁
−(𝑥+ 2𝑛)2 + 𝜉2

4𝑦

)︁
×

×
(︁𝜉
𝑦
ch 2𝜉(𝑥+ 2𝑛)− 𝑥+ 𝑛

𝑦
sh 2𝜉(𝑥+ 2𝑛)

)︁
𝜏1(𝜉) 𝑑𝜉. (25)

В равенстве (25), устремляя 𝑥→ 0 (𝑥→ 1), с учетом тождеств

+∞∑︁
𝑛=−∞
�̸�=0

exp
(︁
−(2𝑛− 1)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
=

+∞∑︁
𝑛=−∞
�̸�=0

exp
(︁
−(2𝑛+ 1)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
=

= exp
(︁
− 1

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
+ 2

+∞∑︁
𝑛=1

exp
(︁
−(2𝑛+ 1)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
,

+∞∑︁
𝑛=−∞
�̸�=0

exp
(︁
− (2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
= 2

+∞∑︁
𝑛=1

exp
(︁
− 𝑛2

𝑦 − 𝜂

)︁
,

+∞∑︁
𝑛=−∞
�̸�=0

exp
(︁
−(1 + 𝑛)2

(𝑦 − 𝜂)

)︁
= 1 + exp

(︁
− 1

𝑦 − 𝜂

)︁
+ 2

+∞∑︁
𝑛=1

exp
(︁
−(𝑛+ 1)2

𝑦 − 𝜂

)︁

получим соответственно функциональное соотношение между 𝜏2(𝑦) (𝜏3(𝑦))
и 𝜈+2 (𝑦) (𝜈+3 (𝑦)), принесенное из области Ω0 на 𝐽2 (𝐽3):

𝜈+2 (𝑦) = − 1√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′2(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

𝑑𝜂 − 1√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝐾2(𝑦, 𝜂)√
𝑦 − 𝜂

𝜏 ′2(𝜂) 𝑑𝜂 + 𝐹2(𝑦, 𝜏
′
3, 𝜏1) (26)
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𝜈+3 (𝑦) =

1√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′3(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

𝑑𝜂 +
1√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝐾3(𝑦, 𝜂)√
𝑦 − 𝜂

𝜏 ′3(𝜂) 𝑑𝜂 + 𝐹3(𝑦, 𝜏
′
2, 𝜏1)

)︂
, (27)

где

𝑢𝑥(+0, 𝑦) = 𝜈+2 (𝑦), (0, 𝑦) ∈ 𝐽2; 𝑢𝑥(1 + 0, 𝑦) = 𝜈+3 (𝑦), (1, 𝑦) ∈ 𝐽3;

𝐾2(𝑦, 𝜂) = 2

+∞∑︁
𝑛=1

exp
(︁
− 𝑛2

𝑦 − 𝜂

)︁
,

𝐾3(𝑦, 𝜂) = exp
(︁
− 1

𝑦 − 𝜂

)︁
+

+∞∑︁
𝑛=1

exp
(︁
−(𝑛+ 1)2

𝑦 − 𝜂

)︁
+

1

2
𝐾2(𝑦, 𝜂);

𝐹2(𝑦, 𝜏
′
3, 𝜏1) =

2√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′3(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

exp
(︁
− 1

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
𝑑𝜂 +

+
2√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′3(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

+∞∑︁
𝑛=1

exp
(︁
−(1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
𝑑𝜂 +

+
1

2
√
𝜋𝑦

∫︁ 1

0

+∞∑︁
𝑛=−∞

exp
(︁
−4𝑛2 + 𝜉2

4𝑦

)︁(︁𝜉
𝑦
ch 4𝜉𝑛− 𝑛

𝑦
sh 4𝜉𝑛

)︁
𝜏1(𝜉) 𝑑𝜉,

𝐹3(𝑦, 𝜏
′
2, 𝜏1) = − 2√

𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′2(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

exp
(︁
− 1

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
𝑑𝜂 −

− 2√
𝜋

∫︁ 𝑦

0

𝜏 ′2(𝜂)√
𝑦 − 𝜂

+∞∑︁
𝑛=1

exp
(︁
−(1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝜂)

)︁
𝑑𝜂 +

+
1

2
√
𝜋𝑦

∫︁ 1

0

+∞∑︁
𝑛=−∞

exp
(︁
− (1 + 2𝑛)2 + 𝜉2

4𝑦

)︁
×

×
(︁𝜉
𝑦
ch 2𝜉(1 + 2𝑛)− 1 + 𝑛

𝑦
sh 2𝜉(1 + 2𝑛)

)︁
𝜏1(𝜉) 𝑑𝜉.

3. Исследование задачи
Теорема. Если выполнены условия (2), (9)–(12) и

𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)

�̃�(𝑥)
6 0,

(︁𝑎(𝑥) + 𝑏(𝑥)

�̃�(𝑥)

)︁′
6 0,

2𝑚(𝑥)

�̃�(𝑥)
6 0,

𝜇1𝑎(𝑥)

�̃�(𝑥)
6 0,

𝜇1𝑏(𝑥)

�̃�(𝑥)
> 0,

(28)
то в области Ω существует единственное регулярное решение поставлен-
ной задачи.

Пример. Функции 𝑎(𝑥) = 2𝑥 + 1, 𝑏(𝑥) = −𝑥, 𝑛(𝑥) = −𝑥/2 − 1, 𝑚(𝑥) = 𝑥2,
𝑥 ∈ [0, 1], удовлетворяют всем условиям (28).

До к а з ат е л ь ств о. Рассмотрим случай IV. Пусть

�̃�(𝑥) = 𝑎(𝑥)− 𝑏(𝑥) + 2𝑛(𝑥) ̸= 0, ∀𝑥 ∈ 𝐽1,

414



Об одной нелокальной краевой задаче. . .

тогда, исключив 𝜈−1 (𝑥) из соотношений (15) и (20), с учетом (6) после неко-
торых вычислений получим интегральное уравнение относительно 𝜏1(𝑥):

𝜏1(𝑥) +

∫︁ 1

𝑥
𝐾1(𝑥, 𝑡)𝜏1(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜏 ′1(1)(𝑥− 1) + Φ1(𝑥), (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (29)

где

𝐾1(𝑥, 𝑡) = 𝛼1 ·
[︂
𝑎1(𝑡) + (𝑎′1(𝑡) + 𝑎2(𝑡))(𝑡− 𝑥) +

+

∫︁ 2𝑡

𝑡
(𝑧 − 𝑥)𝑎3(𝑧) 𝑑𝑧 −

∫︁ 𝑡

2𝑡−1
(𝑧 − 𝑥)𝑎4(𝑧) 𝑑𝑧

]︂
, (30)

Φ1(𝑥) = −𝛼1

∫︁ 1

𝑥
(𝑧 − 𝑥)𝑎5(𝑧) 𝑑𝑧. (31)

В силу (2), (9), (11) из (30) и (31) с учетом класса 𝑊 следует, что

|𝐾1(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶1 при любых 0 6 𝑥 6 1, 0 6 𝑡 6 1; (32)

и
Φ1(𝑥) ∈ 𝐶1(𝐽1) ∩ 𝐶2(𝐽1). (33)

Таким образом, в силу (32) и (33) уравнение (29) является интегральным
уравнением Вольтерра второго рода. Согласно теории интегральных уравне-
ний Вольтерра [19] заключаем, что интегральное уравнение (29) однозначно
разрешимо в классе 𝐶1(𝐽1) ∩ 𝐶2(𝐽1) и его решение дается формулой

𝜏1(𝑥) = 𝜏 ′1(1)(𝑥− 1) + Φ1(𝑥)−

−
∫︁ 1

𝑥
�̃�1(𝑥, 𝑡)[𝜏

′
1(1)(𝑡− 1) + Φ1(𝑡)] 𝑑𝑡, (𝑥, 0) ∈ 𝐽1, (34)

где �̃�1(𝑥, 𝑡)— резольвента ядра 𝐾1(𝑥, 𝑡). Она имеет вид

�̃�1(𝑥, 𝑡) =

∞∑︁
𝑚=1

𝐾1𝑚(𝑥, 𝑡), 𝐾11(𝑥, 𝑡) = 𝐾1(𝑥, 𝑡),

𝐾1𝑚(𝑥, 𝑡) =

∫︁ 𝑥

𝑡
𝐾1(𝑥, 𝑠)𝐾1𝑚−1(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠, 𝑚 = 2, 3, . . . .

Дифференцируя (34) по 𝑥, получим

𝜏 ′1(𝑥) = 𝜏 ′1(1) + Φ′
1(𝑥) + �̃�1(𝑥, 𝑥)[𝜏

′
1(1)(𝑥− 1) + Φ1(𝑥)]−

−
∫︁ 1

𝑥
�̃� ′

1(𝑥, 𝑡)[𝜏
′
1(1)(𝑡− 1) + Φ1(𝑡)] 𝑑𝑡, (𝑥, 0) ∈ 𝐽1. (35)

В силу (32), (33) из (34) и (35) с учетом (11) заключаем, что

𝜏1(𝑥) ∈ 𝐶1(𝐽1) ∩ 𝐶2(𝐽1), 𝜏 ′1(𝑥) ∈ 𝐶(𝐽1) ∩ 𝐶2(𝐽1). (36)
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Подставляя (34) и (35) в (15), с учетом (9), (36) определим функцию
𝜈−1 (𝑥) ∈ 𝐶(𝐽1) ∩ 𝐶1(𝐽1).

Теперь, положив в (34) 𝑥 = 0, с учетом 𝜙1(0) = 𝜏1 (0) = 0 находим неиз-
вестную константу 𝜏 ′1(1):

𝜏 ′1(1) =

Φ1(0)−
∫︁ 1

0
�̃�1(0, 𝑡)Φ1(𝑡) 𝑑𝑡

1−
∫︁ 1

0
(1− 𝑡)�̃�1(0, 𝑡) 𝑑𝑡

. (37)

В силу (28) из (30) следует, что ядра𝐾1(0, 𝑡) 6 0 и резольвента �̃�1(0, 𝑡) 6 0,
∀𝑥, 𝑡 ∈ [0, 1]. Значит, знаменатель формулы (37) для любых 0 6 𝑡 6 1 не об-
ращается в нуль, т.е.

1−
∫︁ 1

0
(1− 𝑡)�̃�1(0, 𝑡) 𝑑𝑡 > 0.

Если в (34) положим 𝑥 = 1, то с учетом (31) получим

𝜏1(1) = Φ1(1) = 𝜏3(0) = 0.

Исключив 𝜈−𝑗 (𝑦) и 𝜈+𝑗 (𝑦) из соотношений (18), (26) и (19), (27), с учетом
(7), (8) получим системы интегральных уравнений относительно 𝜏 ′𝑗(𝑦), (𝑗 =

2, 3):

𝜏 ′2(𝑦)−
∫︁ 𝑦

0
𝑀2(𝑦, 𝑡)𝜏

′
2(𝑡) 𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑦

0
𝑁2(𝑦, 𝑡)𝜏

′
3(𝑡) 𝑑𝑡+Φ2(𝑦, 𝜏1), (38)

𝜏 ′3(𝑦)−
∫︁ 𝑦

0
𝑀3(𝑦, 𝑡)𝜏

′
3(𝑡) 𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑦

0
𝑁3(𝑦, 𝑡)𝜏

′
2(𝑡) 𝑑𝑡+Φ3(𝑦, 𝜏1), (39)

где

𝑀2(𝑦, 𝑡) =
𝜇2
2
(𝑦 − 𝑡)− 1 +𝐾2(𝑦, 𝑡)√

𝛼2

√︀
𝜋(𝑦 − 𝑡)

,

𝑀3(𝑦, 𝑡) = −𝜇3
2
(1− 𝑦) +

1 +𝐾3(𝑦, 𝑡)√
𝛼3

√︀
𝜋(𝑦 − 𝑡)

,

𝑁𝑗(𝑦, 𝑡) =

[︂
exp

(︁
− 1

4(𝑦 − 𝑡)

)︁
+

+∞∑︁
𝑛=1

exp
(︁
−(1 + 2𝑛)2

4(𝑦 − 𝑡)

)︁]︂
×

×

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2

𝛼2

√︀
𝜋(𝑦 − 𝑡)

, 𝑗 = 2,

− 2(𝑦 − 𝑡)−1/2

√
𝜋𝛼3

[︀
1 + 𝜇3

2 (1− 𝑦)
]︀ , 𝑗 = 3,

Φ2(𝑦, 𝜏1) = 𝜙′
1

(︁𝑦
2

)︁
+

1

2𝛼2
√
𝜋𝑦

×
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×
∫︁ 1

0

+∞∑︁
𝑛=−∞

exp
(︁
−4𝑛2 + 𝜉2

4𝑦

)︁(︁𝜉
𝑦
ch 4𝜉𝑛− 𝑛

𝑦
sh 4𝜉𝑛

)︁
𝜏1(𝜉) 𝑑𝜉,

Φ3(𝑦, 𝜏1) =
1

2𝛼3
√
𝜋𝑦

∫︁ 1

0

+∞∑︁
𝑛=−∞

exp
(︁
−(1 + 2𝑛)2 + 𝜉2

4𝑦

)︁
×

×
(︁𝜉
𝑦
ch 2𝜉(1 + 2𝑛)− 1 + 𝑛

𝑦
sh 2𝜉(1 + 2𝑛)

)︁
𝜏1(𝜉) 𝑑𝜉 + 𝜙′

2

(︁𝑦 + 1

2

)︁
,

а известная функция 𝜏1(𝑥) определяется из (34) и (37).
Принимая во внимание, что

lim
𝑧→0

𝑧−𝜎 exp
(︁
−1

𝑧

)︁
= 0,

для любых фиксированных 𝜎 > 0 с учетом (12), (36) заключаем следующее:
1) ядра 𝑀𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑗 = 2, 3, непрерывны в {(𝑦, 𝑡) : 0 6 𝑡 < 𝑦 6 1} и при 𝑦 → 𝑡

допускают оценку
|𝑀𝑗(𝑦, 𝑡)| 6 𝑐2(𝑦 − 𝑡)−1/2; (40)

2) ядра𝑁𝑗(𝑦, 𝑡), 𝑗 = 2, 3, непрерывны и ограничены в {(𝑦, 𝑡) : 0 6 𝑡 6 𝑦 6 1},
т.е.

|𝑁𝑗(𝑦, 𝑡)| 6 𝑐3; (41)

3) для функций Φ𝑗(𝑦, 𝜏1), 𝑗 = 2, 3, имеет место следующая принадлеж-
ность:

Φ𝑗(𝑦, 𝜏1) ∈ 𝐶[0, 1] ∩ 𝐶2(0, 1). (42)

Таким образом, интегральные уравнения (38) и (39) являются интеграль-
ными уравнениями Вольтерра второго рода со слабой особенностью.

Согласно теории интегральных уравнений Вольтерра второго рода за-
ключаем, что интегральное уравнение (38) однозначно разрешимо в классе
𝐶[0, 1] ∩ 𝐶2(0, 1) и его решение дается формулой

𝜏 ′2(𝑦) = Φ2(𝑦, 𝜏1) +

∫︁ 𝑦

0
𝑁2(𝑦, 𝑡)𝜏

′
3(𝑡) 𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑦

0
𝑀*

2 (𝑦, 𝑡)

[︂
Φ2(𝑡, 𝜏1) +

∫︁ 𝑡

0
𝑁2(𝑡, 𝑧)𝜏

′
3(𝑧) 𝑑𝑧

]︂
𝑑𝑡, (0, 𝑦) ∈ 𝐽2, (43)

где 𝑀*
2 (𝑦, 𝑡)— резольвента ядра 𝑀2(𝑦, 𝑡).

Подставляя (43) в (39), после некоторых преобразований получим инте-
гральное уравнение Вольтерра второго рода относительно функции 𝜏 ′3(𝑦):

𝜏 ′3(𝑦)−
∫︁ 𝑦

0
𝑀4(𝑦, 𝑡)𝜏

′
3(𝑡) 𝑑𝑡 = Φ4(𝑦, 𝜏1), 𝑦 ∈ 𝐽3, (44)

где
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𝑀4(𝑦, 𝑡) =𝑀3(𝑦, 𝑡) +

∫︁ 𝑦

𝑡
𝑁3(𝑦, 𝑧)𝑁2(𝑧, 𝑡) 𝑑𝑧 +

+

∫︁ 𝑦

𝑡
𝑁3(𝑦, 𝑧) 𝑑𝑧

∫︁ 𝑧

𝑡
𝑀*

2 (𝑧, 𝑠)𝑁2(𝑠, 𝑡) 𝑑𝑠, (45)

Φ4(𝑦, 𝜏1) =

∫︁ 𝑦

0
𝑁3(𝑦, 𝑡)Φ2(𝑡, 𝜏1) 𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝑦

0
𝑁3(𝑦, 𝑡) 𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝑀*

2 (𝑡, 𝑧)Φ2(𝑧, 𝜏1) 𝑑𝑧 +Φ3(𝑦, 𝜏1). (46)

В силу (9), (12), (42) из (45) и (46) следует, что

|𝑀4(𝑦, 𝑡)| 6 𝑐4(𝑦 − 𝑡)−1/2, 0 6 𝑡 < 𝑦 6 1,

a для функции Φ4(𝑦, 𝜏1) имеет место следующая принадлежность:

Φ4(𝑦, 𝜏1) ∈ 𝐶[0, 1] ∩ 𝐶2(0, 1). (47)

Интегральное уравнение (44) является интегральным уравнением Воль-
терра второго рода со слабой особенностью, его решение будем искать в клас-
се 𝐶[0, 1] ∩ 𝐶2(0, 1).

Согласно теории интегральных уравнений Вольтерра второго рода [19]
решение уравнения (44) запишем в виде

𝜏 ′3(𝑦) =

∫︁ 𝑦

0
𝑀*

4 (𝑦, 𝑡)Φ4(𝑡, 𝜏1) 𝑑𝑡+Φ4(𝑦, 𝜏1), (0, 𝑦) ∈ 𝐽3, (48)

где 𝑀*
4 (𝑦, 𝑡)— резольвента ядра 𝑀4(𝑦, 𝑡) уравнения (44).

В силу 𝜏2(0) = 𝜏3(0) = 0 из (43) и (48) соответственно находим функцию
𝜏2(𝑦) и 𝜏3(𝑦):

𝜏2(𝑦) =

∫︁ 𝑦

0

{︂
Φ2(𝜔, 𝜏1) +

∫︁ 𝜔

0
𝑁2(𝜔, 𝑡) 𝑑𝑡

∫︁ 𝑡

0
𝑀*

4 (𝑡, 𝑧)Φ4(𝑧, 𝜏1) 𝑑𝑧 +

+

∫︁ 𝜔

0
𝑁2(𝜎, 𝑡)Φ4(𝑡, 𝜏1)𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝜔

0
𝑀*

2 (𝜔, 𝑡)

[︂
Φ2(𝑡, 𝜏1) +

∫︁ 𝑡

0
𝑁2(𝑡, 𝑧)Φ4(𝑧, 𝜏1) 𝑑𝑧

]︂
𝑑𝑡+

+

∫︁ 𝜔

0
𝑀*

2 (𝜔, 𝑡)

[︂
Φ2(𝑡, 𝜏1) +

+

∫︁ 𝑡

0
𝑁2(𝑡, 𝑧) 𝑑𝑧

∫︁ 𝑧

0
𝑀*

4 (𝑧, 𝑠)Φ4(𝑠, 𝜏1) 𝑑𝑠

]︂
𝑑𝑡

}︂
𝑑𝜔, (0, 𝑦) ∈ 𝐽2, (49)
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𝜏3(𝑦) =

∫︁ 𝑦

0

[︂∫︁ 𝑡

0
𝑀*

4 (𝑡, 𝑧)Φ4(𝑧, 𝜏1) 𝑑𝑧 +Φ4(𝑡, 𝜏1)

]︂
𝑑𝑡, (0, 𝑦) ∈ 𝐽3. (50)

Поставляя (34), (49), (50) в (26) и (27), с учетом (7), (8), (16), (17), (36),
(40)–(42) и (47) определим функции 𝜈−𝑗 (𝑦) и 𝜈+𝑗 (𝑦) из класса 𝐶[0, 1]∩𝐶1(0, 1).

Таким образом, решение поставленной задачи можно восстановить в об-
ласти Ω0 как решение первой краевой задачи для уравнения (1) (см. (21)),
а в областях Ω𝑗 , 𝑗 = 1, 2, 3, — как решение задачи Коши для уравнения (1)
(см. (13)). Следовательно, задача однозначно разрешима. �

Замечание. Аналогично можно доказать однозначную разрешимость по-
ставленной задачи в случаях I–III.
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