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Аннотация
Рассматривается построение на основе натурных экспериментов и

численно-аналитических исследований математической модели импуль-
са подводной ударной волны, наблюдаемого на выходе датчика дав-
ления. Представлены разработка и сравнительный анализ различных
численных методов нелинейного оценивания параметров этой модели.
Предлагается численный метод оценки энергии импульса ударной вол-
ны на основе результатов эксперимента в форме осциллограммы избы-
точного давления, полученной при натурных испытаниях как на беско-
нечном промежутке времени, так и при заданной длительности импуль-
са. Приведены результаты апробации разработанных численных мето-
дов математического моделирования импульса подводной ударной вол-
ны при обработке результатов эксперимента при взрыве эталонного за-
ряда взрывчатого вещества. Достоверность и эффективность представ-
ленных в работе алгоритмов вычислений и методов нелинейного оцени-
вания подтверждаются результатами численно-аналитических исследо-
ваний и построенными на основе экспериментальных данных математи-
ческими моделями импульсов избыточного давления ударной волны.
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Введение. При проведении подводных испытаний боеприпасов и зарядов
взрывчатых веществ основной задачей является получение таких величин,
как максимальное избыточное давление ударной волны и энергия импульса
фазы сжатия. Эти параметры являются основными поражающими фактора-
ми взрыва [1–3]. Кроме того, на их основе определяют тротиловый эквивалент
взрыва и работоспособность изделия. Как правило, ударную волну представ-
ляют в виде разрывного скачка давления, за которым следует экспоненциаль-
ное затухание в течение некоторого промежутка времени [4–8]. Предсказание
поведения давления на ниспадающей части экспериментальной кривой дают
теоретические положения [4, 9]. Отрезок кривой давления (до 30 % от мак-
симального значения) описывается экспонентой, а оставшаяся часть кривой
давления — по степенному закону 𝑡−4/5. Таким образом, аппроксимация опи-
сывается суммой двух функций на двух различных временных интервалах.
В большинстве практических случаев используют более грубое приближение,
соответствующее экспоненциальному закону

𝑃 (𝑡) = 𝑃max exp(−𝑡/𝜃), (1)

где 𝑃max — начальное пиковое давление, 𝜃— постоянная времени экспоненци-
ального затухания.

В этих же работах [4, 9] указывается на то, что повышение точности
описания экспериментальной кривой давления нецелесообразно и сопряжено
со значительными затратами при постановке экспериментов. Однако, с дру-
гой стороны, в [4] отмечается существенное отклонение формы подводной
ударной волны от экспоненциальной модели. Эти отклонения определяются
формой заряда, типом взрывчатого вещества, гидродинамическими процесса-
ми отражения волн давления от границ раздела, движущихся в газообразных
продуктах детонации.

При оценке эффективности новых перспективных взрывчатых веществ
и конструкций боевых частей при подводном взрыве применение математиче-
ской модели (1) может привести к значительным ошибкам в оценках парамет-
ров ударной волны. В частности, можно отметить результаты, приводимые
в работах, посвященных исследованию подводного взрыва металлизирован-
ных взрывчатых веществ [5,10–13]. В этих работах указано на существенное
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изменение формы кривой давления на спаде вследствие догорания металли-
ческих компонентов взрывчатых веществ или заряда.

При проведении акваторных испытаний полезный сигнал давления испы-
тывает сильные аддитивные и мультипликативные возмущения, возникаю-
щие при действии импульса давления на элементы измерительной системы —
разъемы и кабели, длина которых составляет десятки и сотни метров. При
этом проявляется колебательный характер измерительной системы, собствен-
ные колебания которой имеют значительную амплитуду.

Кроме того, давление, действующее на элементы измерительной систе-
мы, приводит к помехам замирания сигнала и его исчезновению (выпадают
участки полезного сигнала, несущего информацию) или появлению резких
скачков сигнала. Использование известных методов фильтрации приводит
к искажению сигнала и потере информации. Кроме того, большой объем из-
мерительной информации приводит к необходимости автоматизации обработ-
ки результатов наблюдений в ходе эксперимента или натурных испытаний.
При этом одной из важнейших задач является выделение полезного сигнала
подводной ударной волны на фоне помех.

Таким образом, решение проблемы построения адекватной математиче-
ской модели, описывающей форму подводной ударной волны, и помехоустой-
чивая оценка её параметров является актуальной задачей. Эта задача может
быть решена только на основе методов статистической обработки результатов
эксперимента, методов нелинейной регрессии с использованием современных
средств вычислений и обработки информации.

1. Организация и техническое обеспечение натурных экспери-
ментов. Исследования на основе натурных экспериментов проводились с при-
менением современного оборудования и широко используемых в настоящее
время методик [5, 13, 14]. Статистическому анализу подвергались большие
массивы экспериментальных данных, полученных при проведении взрывов
малых зарядов взрывчатых веществ (до 2 кг) в искусственном бассейне и боль-
ших зарядов (до 300 кг) в открытом водоеме с выполнением условий подвод-
ного взрыва, при которых расстояния от заряда до поверхности, дна и бе-
регов водоема настолько велики, что отраженная волна появляется через
промежуток времени не менее 6𝜃. При проведении экспериментальных иссле-
дований использовались датчики подводной ударной волны PCB Piezotronic
138А05 [10, 15]. Схема проведения натурных испытаний по измерению избы-
точного давления импульса подводной ударной волны приведена на рис. 1.

Эксперименты проводились как со сферическими, так и с цилиндрически-
ми зарядами металлизированных и индивидуальных взрывчатых веществ.
При обработке экспериментальных данных тротиловый эквивалент опреде-
лялся на основании измеренных давлений подводной ударной волны и вы-
числения энергии импульса в предположении, что спад давления подчиняет-
ся экспоненциальному закону. Однако использование современных металли-
зированных взрывчатых веществ приводит к дополнительному искажению
формы сигнала за счет растягивания фронта при догорании компонентов
взрывчатого вещества [10, 17]. В связи с этим необходимы поиск наилучшей
формы математической модели, аппроксимирующей результаты эксперимен-
та, и помехоустойчивая оценка ее параметров.
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Рис. 1. Схема проведения исследований по измерению избыточного давления импульса
подводной ударной волны: 1 — заряд взрывчатого вещества; 2–5 — датчики давления; 6 —

поплавок; 7 — груз
[Figure 1. Research design on measuring the overpressure of an underwater shockwave pulse:

1 — the explosive charge; 2–5 — the pressure sensors; 6 — the float; 7 — the weight]

2. Постановка задачи исследования и методы ее решения. Ос-
новной задачей научных исследований, результаты которых представлены
в данной работе, является построение на основе натурных экспериментов
и численно-аналитических исследований математической модели импульса
подводной ударной волны, наблюдаемого на выходе датчика давления, а так-
же разработка и сравнительный анализ различных численных методов оцен-
ки параметров этой модели. Кроме того, в данной работе рассматриваются
задачи, связанные с построением и параметрической идентификацией мате-
матической модели датчика давления — важнейшего элемента системы фор-
мирования результатов натурного эксперимента — в форме линейного диф-
ференциального оператора второго порядка. Предлагается численный метод
оценки энергии импульса ударной волны на основе результатов эксперимен-
та в форме осциллограммы избыточного давления, полученной при натурных
испытаниях. При решении поставленных задач используются как известные
статистические методы обработки результатов эксперимента [19] и линейной
и нелинейной регрессии [20–25], так и новые методы параметрической иден-
тификации нелинейных систем на основе разностных уравнений [26–28].

3. Анализ результатов эксперимента в виде осциллограмм из-
быточного давления и выбор на его основе формы математической
модели. Ударная волна при подводных взрывах представляет собой разрыв-
ной скачок давления 𝑃 (𝑡) с последующим монотонным спадом на длитель-
ном промежутке времени. Анализ форм осциллограмм избыточного давле-
ния, полученных при натурных испытаниях (рис. 2, 3), позволяет сделать
вывод о некоторых свойствах непрерывной функции 𝑦(𝑡), лежащей в основе
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Рис. 2. Осциллограмма избыточного давления, полученная при натурных испытаниях ма-
лых зарядов взрывчатых веществ (500 грамм пластита)

[Figure 2. The overpressure trace curve from field tests of small explosive charges (500 grams
of plastic explosives)]

Рис. 3. Выделение области влияния инерционности датчика давления на выходной сигнал

[Figure 3. Highlighting an area of the influence of the inertia of the pressure sensor to the
output signal]

математической модели подводной ударной волны:

𝑦(0) = 𝑦max,
𝑑𝑦

𝑑𝑡
< 0,

𝑑2𝑦

𝑑𝑡2
> 0, lim

𝑡→∞
𝑦(𝑡) = 0.

В качестве такой функции с учетом некоторых допущений были рассмот-
рены различные зависимости:

𝑦(𝑡) = 𝐴𝑒−𝛼𝑡, 𝑦(𝑡) = 𝐴(𝑒−𝛼1𝑡 − 𝑒−𝛼2𝑡), 𝑦(𝑡) = 𝐴𝑡𝑛𝑒−𝛼𝑡,

𝑦(𝑡) =
𝑐0 + 𝑐1𝑡

1 + 𝑐2𝑡
, 𝑦(𝑡) =

𝑐0
1 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡2

и некоторые другие.
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Проведенные на основе компьютерного моделирования численно-аналити-
ческие исследования для различных математических моделей, описывающих
монотонный спад давления на промежутке времени, в котором отсутствует
влияние инерционности датчика давления на выходной сигнал, показали, что
наиболее адекватной результатам эксперимента является дробно-рациональ-
ная трехпараметрическая нелинейная зависимость вида

𝑦(𝑡) =
𝑐0

1 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡2
.

Очевидно, что для того, чтобы эта функция удовлетворяла указанным выше
свойствам, достаточно выполнения условий

𝑐1 > 0, 0 < 𝑐2 < 𝑐21/4.

При анализе начальных участков осциллограмм избыточного давления
𝑃 (𝑡) можно выделить две основные области (рис. 3): область I — промежуток
времени 𝑡 ∈ [0, 𝑡1], в котором проявляется инерционность датчика давления,
и область II — промежуток времени 𝑡 ∈ [𝑡1,∞), в котором отсутствует влия-
ние инерционности датчика давления на выходной сигнал. Сравнение формы
сигналов на входе 𝑃 (𝑡) и выходе 𝑢(𝑡) датчика давления позволяет сделать
вывод о заметном влиянии инерционности датчика в области I на выходной
сигнал.

Такой подход к построению математической модели динамического про-
цесса, наблюдаемого на выходе датчика давления — в виде суммы двух адди-
тивных составляющих, одна из которых 𝑧(𝑡) описывает реакцию датчика на
скачок давления, а другая 𝑦(𝑡) аппроксимирует медленный спад избыточного
давления, — позволяет предложить модель датчика давления в виде линей-
ного дифференциального оператора второго порядка

𝐿𝑢 = 𝑚(𝑡)𝑢′′(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑢′(𝑡) + 𝑢(𝑡) (2)

с переменными (в общем случае) коэффициентами 𝑚(𝑡) и 𝑏(𝑡).
На рис. 4 представлена блок-схема математической модели датчика давле-

ния, в которой 𝑃 (𝑡)— избыточное давление на входе датчика (в атм.); 𝑢(𝑡)—
наблюдаемый на выходе датчика давления сигнал (в вольтах); 𝑘𝑑 — коэффи-
циент преобразования давления в выходной сигнал датчика давления.

Линейный характер дифференциального оператора второго порядка (2)
позволяет представить сигнал с выхода датчика давления в виде суммы

𝑢(𝑡) = 𝑧(𝑡) + 𝑦(𝑡),

Рис. 4. Блок-схема математической модели датчика давления
[Fig. 4. The block diagram of the mathematical model of the pressure sensor]
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где функция 𝑧(𝑡) аппроксимирует реакцию датчика на разрывной скачок дав-
ления в начальный момент времени и является решением однородного диф-
ференциального уравнения 𝐿𝑢 = 0; функция 𝑦(𝑡) описывает медленный спад
избыточного давления 𝑃 (𝑡) в импульсе ударной волны, наблюдаемом на вы-
ходе датчика.

Выбор вида модели 𝑧(𝑡) осуществляется на основе анализа осциллограмм
избыточного давления, полученных в ходе эксперимента. По результатам ана-
лиза многочисленных осциллограмм избыточного давления, вид которых ока-
зался идентичным кривым, представленным на рис. 2 и 3, можно отметить,
что реакция датчика на скачок давления представляет собой быстро затуха-
ющие колебания, период которых нестационарен (область I на рис. 3). При
этом был сделан вывод о целесообразности использования в качестве аппрок-
симации 𝑧(𝑡) реакции датчика на разрывной скачок давления модели вида

𝑧(𝑡) = 𝑒−𝛼𝑡[𝐴0 cos(𝛽1𝑡+ 𝛽2𝑡
2) +𝐵0 sin(𝛽1𝑡+ 𝛽2𝑡

2)], (3)

где с учетом быстрого затухания амплитуды колебаний параметр 𝛼 > 0 имеет
достаточно большую величину; параметры 𝛽1 и 𝛽2 характеризуют изменение
частоты свободных колебаний датчика давления; 𝐴0 и 𝐵0 — некоторые про-
извольные постоянные.

С учетом выбранной формы математической модели (3) были получены
соотношения, связывающие коэффициенты𝑚(𝑡) и 𝑏(𝑡) в линейном дифферен-
циальном операторе второго порядка (2) с динамическими характеристиками
𝛼, 𝛽1 и 𝛽2 затухающих свободных колебаний (3):

𝑚(𝑡) =
𝛽1 + 2𝛽2𝑡

𝛼2(𝛽1 + 2𝛽2𝑡)− 2𝛼𝛽2 + (𝛽1 + 2𝛽2𝑡)3
,

𝑏(𝑡) =
2𝛼(𝛽1 + 2𝛽2𝑡)− 2𝛽2

𝛼2(𝛽1 + 2𝛽2𝑡)− 2𝛼𝛽2 + (𝛽1 + 2𝛽2𝑡)3
.

(4)

Очевидно, что при больших значениях времени 𝑡 функции𝑚(𝑡) и 𝑏(𝑡) стре-
мятся к нулю, а математическая модель датчика давления для области II
(монотонного спада давления) сводится к коэффициенту 𝑘𝑑. Можно также
отметить, что при значениях параметра 𝛽2, близких к нулю, когда реакция
на выходе датчика представляет собой затухающие гармонические колебания
с постоянной частотой 𝛽1, математическая модель (2) вырождается в извест-
ный линейный дифференциальный оператор второго порядка с постоянными
коэффициентами 𝑚 = (𝛼2 + 𝛽21)

−1 и 𝑏 = 2𝛼(𝛼2 + 𝛽21)
−1 [18].

Таким образом, общее решение обыкновенного дифференциального урав-
нения второго порядка

𝑚(𝑡)𝑢′′(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑢′(𝑡) + 𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡),

описывающее математическую модель сигнала на выходе датчика давления,
можно представить в виде

𝑢(𝑡) = 𝑒−𝛼𝑡[𝐴0 cos(𝛽1𝑡+ 𝛽2𝑡
2) +𝐵0 sin(𝛽1𝑡+ 𝛽2𝑡

2)] +
𝑐0

1 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡2
.
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В качестве начальных условий для этой аппроксимирующей функции
принимаем значения, соответствующие результатам эксперимента:

𝑢(0) = 𝑢0 и𝑢′(0) = 𝑢′0.

Здесь величина 𝑢′0 может быть найдена по одной из известных формул чис-
ленного дифференцирования, например,

𝑢′0 =
−3𝑢0 + 4𝑢1 − 𝑢2

2𝜏
,

где 𝑢0, 𝑢1, 𝑢2 — результаты эксперимента. При таких начальных условиях
имеем

𝐴0 = 𝑢0 − 𝑐0 и 𝐵0 =
(𝑢0 − 𝑐0)𝛼+ 𝑐0𝑐1 + 𝑢′0

𝛽1
.

Введем обозначения

𝑎0 = 𝑐0 − 𝑢0, 𝑏0 =
𝑐0𝑐1 + 𝑢′0
𝑐0 − 𝑢0

. (5)

Тогда математическая модель сигнала с датчика давления с учетом началь-
ных условий принимает вид

𝑢(𝑡) =
𝑐0

1 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡2
− 𝑎0𝑒

−𝛼𝑡
[︁
cos(𝛽1𝑡+ 𝛽2𝑡

2) +
𝛼− 𝑏0
𝛽1

sin(𝛽1𝑡+ 𝛽2𝑡
2)
]︁
. (6)

Функция

𝑧(𝑡) = −𝑎0𝑒−𝛼𝑡
[︁
cos(𝛽1𝑡+ 𝛽2𝑡

2) +
𝛼− 𝑏0
𝛽1

sin(𝛽1𝑡+ 𝛽2𝑡
2)
]︁

представляет собой решение однородного дифференциального уравнения

𝑚(𝑡)𝑧′′(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑧′(𝑡) + 𝑧(𝑡) = 0

с переменными коэффициентами (4). С учетом этого дифференциальное урав-
нение

𝑚(𝑡)𝑢′′(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑢′(𝑡) + 𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡),

где 𝑢(𝑡) = 𝑧(𝑡) + 𝑦(𝑡), принимает вид

𝑚(𝑡)𝑦′′(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑦′(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 𝑓(𝑡).

Таким образом, восстановить математическую модель импульса взрывной
волны 𝑓(𝑡) можно по формуле

𝑓(𝑡) = 𝑦(𝑡) + 𝑏(𝑡)𝑦′(𝑡) +𝑚(𝑡)𝑦′′(𝑡). (7)

С учетом выбранной формы аппроксимации

𝑦(𝑡) =
𝑐0

1 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡2
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формула (7) принимает вид

𝑓(𝑡) =
𝑐0

1 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡2

[︁
1− 𝑏(𝑡)

2𝑐2𝑡+ 𝑐1
1 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡2

+ 2𝑚(𝑡)
(𝑐21 − 𝑐2) + 3𝑐1𝑐2𝑡+ 3𝑐22𝑡

2

(1 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡2)2

]︁
.

При малых значениях функций 𝑚(𝑡) и 𝑏(𝑡) на участке II (см. рис. 3) мо-
нотонного спада давления можно положить

𝑓(𝑡) ≈ 𝑦(𝑡) =
𝑐0

1 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡2
.

4. Разработка и сравнительный анализ численных методов оцен-
ки параметров математической модели, аппроксимирующей спад
избыточного давления в подводной ударной волне. При оценке пара-
метров математической модели, аппроксимирующей спад избыточного давле-
ния, следует использовать только те результаты наблюдений 𝑢𝑘, для которых
аддитивной составляющей

𝑧(𝑡) = −𝑎0𝑒−𝛼𝑡
[︁
cos(𝛽1𝑡+ 𝛽2𝑡

2) +
𝛼− 𝑏0
𝛽1

sin(𝛽1𝑡+ 𝛽2𝑡
2)
]︁

можно пренебречь: 𝑧(𝑡) ≈ 0.
Анализ многочисленных осциллограмм избыточного давления, получен-

ных в ходе натурных испытаний, показал, что колебания на начальном участ-
ке практически полностью затухают за промежуток времени [0, 𝑡1], равный
3𝑡max, где 𝑡max — момент времени, соответствующий максимальному значе-
нию в выборке результатов наблюдения (рис. 3).

Отсюда следует, что 𝑁1 — номер отсчета, начиная с которого аддитивной
составляющей 𝑧(𝑡) можно пренебречь: 𝑧𝑘 ≈ 0, — может быть найден по фор-
муле

𝑁1 =
3𝑡max

𝜏
+ 1 = 3𝑘max + 1, (8)

где 𝑘max — номер отсчета, соответствующий максимуму импульса ударной
волны.

Однако численно-аналитические исследования на основе компьютерно-
го моделирования показали, что игнорирование отброшенных на основании
формулы (8) результатов наблюдений: 𝑢0, 𝑢1, . . . , 𝑢𝑁1−1, существенно влияет
на точность математического моделирования спада избыточного давления.
Экспериментально было установлено, что наиболее эффективной является
трехшаговая процедура построения модели, аппроксимирующей спад избы-
точного давления в подводной ударной волне.

На первом шаге эта модель — 𝑦1(𝑡)— строится по выборке результатов на-
блюдений 𝑢𝑘, 𝑘 = 𝑁1, 𝑁 − 1, 𝑁 — объем выборки результатов эксперимента.
На втором шаге формируется выборка результатов вычислений 𝑧𝑘 = 𝑢𝑘−𝑦1𝑘,
𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁1−1, на основе которой строится математическая модель 𝑧(𝑡),
аппроксимирующая свободные колебания датчика давления. На третьем, за-
ключительном шаге находятся уточненные среднеквадратичные оценки па-
раметров модели (6), описывающей сигнал на выходе датчика давления, в том
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числе и параметры модели 𝑦(𝑡), аппроксимирующей спад избыточного дав-
ления в подводной ударной волне.

В основе параметрической идентификации математической модели

𝑦(𝑡) =
𝑐0

1 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡2
(9)

лежит минимизация остаточной суммы квадратов 𝑄res на множестве коэф-
фициентов дробно-рациональной (гиперболической) функции (9):

𝑄res = ‖𝑦 − 𝑦‖2 =
𝑁−1∑︁
𝑘=0

(𝑦𝑘 − 𝑦𝑘)
2 =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝜀2𝑘 → min,

где 𝑦𝑘 — данные, полученные в ходе эксперимента; 𝑦𝑘 — результаты вычисле-
ний на основе построенной модели, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁−1 [19]. Эта задача может
быть решена известными методами нелинейной регрессии [20–23]. Основны-
ми проблемами при этом являются выбор начального приближения вектора
оценок параметров модели (9), а также сходимость итерационных процедур,
используемых в методах нелинейного оценивания.

Рассмотрим три алгоритма среднеквадратичного оценивания парамет-
ров нелинейной модели (9), в основе которых лежат линейные регрессионные
модели, коэффициенты которых известным образом связаны с параметрами
нелинейной модели (9). Такой подход позволяет свести задачу нелинейного
оценивания к задаче линейного прикладного регрессионного анализа [24,25],
решение которой сводится к простому решению системы линейных алгебра-
ических уравнений.

Первый алгоритм. Рассмотрим первый алгоритм среднеквадратичной
оценки параметров нелинейной математической модели (9). Характерной чер-
той этого алгоритма является линеаризация регрессионной модели, постро-
енной на основе нелинейной функциональной зависимости (9). Этот подход
позволил избежать применения итерационных процедур уточнения оценок
коэффициентов регрессионной модели, тем самым существенно упростив ал-
горитм вычислений.

На основе непрерывной зависимости (9) можно получить модель в форме
дискретной функции вида

𝑦𝑘 =
𝑐0

1 + 𝑐1𝜏𝑘 + 𝑐2𝜏2𝑘2
, (10)

где 𝜏 — период дискретизации; 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁 − 1; 𝑁 — объем выборки ре-
зультатов эксперимента.

Результаты наблюдений 𝑦𝑘, используемые при решении задачи парамет-
рической идентификации, отличаются от результатов вычислений 𝑦𝑘 по фор-
муле (10) на случайную величину 𝜀𝑘 разброса данных эксперимента относи-
тельно построенной модели: 𝑦𝑘 = 𝑦𝑘+𝜀𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁−1. Отсюда следует,
что

𝑦𝑘 = 𝑦𝑘

(︁
1 +

𝜀𝑘
𝑦𝑘

)︁
= 𝑦𝑘

(︁
1 +

𝜀𝑘
𝑦𝑘 − 𝜀𝑘

)︁
= 𝑦𝑘

(︁
1− 𝜀𝑘

𝑦𝑘

)︁−1
.
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При малых значениях случайной величины 𝜀𝑘 имеем |𝜀𝑘/𝑦𝑘| ≪ 1:(︁
1− 𝜀𝑘

𝑦𝑘

)︁−1
= 1 +

𝜀𝑘
𝑦𝑘

+
𝜀2𝑘
𝑦2𝑘

+
𝜀3𝑘
𝑦3𝑘

+ . . . ≈ 1 +
𝜀𝑘
𝑦𝑘
. (11)

Отсюда с точностью до 𝑂(𝜀2𝑘) имеем равенство

𝑦𝑘 = 𝑦𝑘

(︁
1 +

𝜀𝑘
𝑦𝑘

)︁
или

𝑦2𝑘
𝑦𝑘

= 𝑦𝑘 + 𝜀𝑘

и из формулы (10) получаем(︁ 1

𝑐0
+
𝑐1
𝑐0
𝜏𝑘 +

𝑐2
𝑐0
𝜏2𝑘2

)︁
𝑦2𝑘 = 𝑦𝑘 + 𝜀𝑘,

или
𝑦𝑘 = 𝜆1𝑦

2
𝑘 + 𝜆2𝑘𝑦

2
𝑘 + 𝜆3𝑘

2𝑦2𝑘 − 𝜀𝑘, (12)

где

𝜆1 =
1

𝑐0
, 𝜆2 =

𝑐1𝜏

𝑐0
= 𝑐1𝜏𝜆1, 𝜆3 =

𝑐2𝜏
2

𝑐0
= 𝑐2𝜏

2𝜆1. (13)

Среднеквадратичные оценки линейной регрессионной модели (12) �̂�1, �̂�2
и �̂�3 находятся из условия минимизации

𝑁−1∑︁
𝑘=0

(𝑦𝑘 − 𝑦𝑘)
2 =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

(𝑦𝑘 − 𝜆1𝑦
2
𝑘 − 𝜆2𝑘𝑦

2
𝑘 − 𝜆3𝑘

2𝑦2𝑘)
2 → min

на основе решения нормальной системы линейных алгебраических уравнений⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜆1
𝑁−1∑︀
𝑘=0

𝑦4𝑘 + 𝜆2
𝑁−1∑︀
𝑘=0

𝑘𝑦4𝑘 + 𝜆3
𝑁−1∑︀
𝑘=0

𝑘2𝑦4𝑘 =
𝑁−1∑︀
𝑘=0

𝑦3𝑘;

𝜆1
𝑁−1∑︀
𝑘=0

𝑘𝑦4𝑘 + 𝜆2
𝑁−1∑︀
𝑘=0

𝑘2𝑦4𝑘 + 𝜆3
𝑁−1∑︀
𝑘=0

𝑘3𝑦4𝑘 =
𝑁−1∑︀
𝑘=0

𝑘𝑦3𝑘;

𝜆1
𝑁−1∑︀
𝑘=0

𝑘2𝑦4𝑘 + 𝜆2
𝑁−1∑︀
𝑘=0

𝑘3𝑦4𝑘 + 𝜆3
𝑁−1∑︀
𝑘=0

𝑘4𝑦4𝑘 =
𝑁−1∑︀
𝑘=0

𝑘2𝑦3𝑘.

(14)

С учетом среднеквадратичных оценок коэффициентов модели (12) и со-
отношений (13) оценки параметров математической модели (9), аппроксими-
рующей спад избыточного давления, могут быть найдены по формулам

𝑐0 =
1

�̂�1
, 𝑐1 =

�̂�2

𝜏 �̂�1
, 𝑐2 =

�̂�3

𝜏2�̂�1
. (15)

Основным достоинством данного алгоритма среднеквадратичного оцени-
вания параметров модели (9) является его простота — вычисление оценок сво-
дится к решению системы линейных уравнений (14) — и отсутствие в алго-
ритме итерационных процедур уточнения среднеквадратичных оценок пара-
метров. Однако применение аппроксимации (11) при построении линейной
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регрессионной модели (12), лежащей в основе вычисления оценок парамет-
ров нелинейной зависимости (20), не позволяет достигнуть точного минимума
остаточной суммы квадратов

𝑄res =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝜀2𝑘 =

𝑁−1∑︁
𝑘=0

(𝑦𝑘 − 𝑦𝑘)
2.

Проведенные на основе компьютерного моделирования численно-аналитиче-
ские исследования показали, что при малых значениях величины случай-
ной помехи 𝜀𝑘 в данных эксперимента 𝑦𝑘 (до 3 %) относительное отклонение
остаточной суммы квадратов 𝑄res от ее минимально возможного значения
min𝑄res не превышает 5%. Однако при случайной помехе величиной 10 %
относительное отклонение от min𝑄res составляет порядка 20%.

Второй алгоритм. Во втором алгоритме среднеквадратичного оцени-
вания параметров модели (9) математическая модель, описывающая резуль-
таты эксперимента

𝑦𝑘 =
𝑐0

1 + 𝑐1𝜏𝑘 + 𝑐2𝜏2𝑘2
+ 𝜀𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁 − 1,

приводится к виду

𝑦𝑘 + 𝑐1𝜏𝑘𝑦𝑘 + 𝑐2𝜏
2𝑘2𝑦𝑘 = 𝑐0 + (1 + 𝑐1𝜏𝑘 + 𝑐2𝜏

2𝑘2)𝜀𝑘,

или в форме обобщенной регрессионной модели:{︂
𝑦𝑘 = 𝜆1 + 𝜆2𝑘𝑦𝑘 + 𝜆3𝑘

2𝑦𝑘 + 𝜂𝑘+1;
𝜂𝑘+1 = (1− 𝜆2𝑘 − 𝜆3𝑘

2)𝜀𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁 − 1,
(16)

где
𝜆1 = 𝑐0, 𝜆2 = −𝑐1𝜏, 𝜆3 = −𝑐2𝜏2. (17)

В матричной форме уравнения (16) можно представить в виде{︂
𝑏 = 𝐹𝜆+ 𝜂;
𝜂 = 𝑃𝜆𝜀,

(18)

где 𝑏 = (𝑦0, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑁−1)
⊤ — вектор результатов эксперимента;

𝜆 = (𝜆1, 𝜆2, 𝜆3)
⊤ — вектор неизвестных коэффициентов, известным образом —

по формулам (17) — связанный с параметрами модели (18);

𝐹 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1 0 0
1 𝑦1 𝑦1
1 2𝑦2 4𝑦2
...

...
...

1 (𝑁 − 1)𝑦𝑁−1 (𝑁 − 1)2𝑦𝑁−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦— матрица размера [𝑁×3];

𝜂 = (𝜂1, 𝜂2, 𝜂3, . . . , 𝜂𝑁 )
⊤ — вектор эквивалентного случайного возмущения (не-

вязка); 𝑃𝜆 — диагональная матрица линейного преобразования вектора слу-
чайной помехи в результатах эксперимента:

𝑃𝜆 = diag[1, 1− 𝜆2 − 𝜆3, 1− 2𝜆2 − 4𝜆3, . . . , 1− (𝑁 − 1)𝜆2 − (𝑁 − 1)2𝜆3]; (19)
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𝜀 = (𝜀0, 𝜀1, 𝜀2, 𝜀3, . . . , 𝜀𝑁−1)
⊤ — вектор случайной помехи в результатах экспе-

римента.
При условии det𝑃𝜆 ̸= 0 из (18) получаем регрессионную модель в форме

𝑃−1
𝜆 𝑏 = 𝑃−1

𝜆 𝐹𝜆+ 𝜀, (20)

где 𝑃−1
𝜆 — диагональная матрица вида

𝑃−1
𝜆 = diag

[︁
1,

1

1− 𝜆2 − 𝜆3
,

1

1− 2𝜆2 − 4𝜆3
, . . . ,

1

1− (𝑁 − 1)𝜆2 − (𝑁 − 1)2𝜆3

]︁
.

Очевидно, что регрессионная модель (20) нелинейна по параметрам 𝜆2
и 𝜆3, и среднеквадратичная оценка ее параметров относится к задаче нели-
нейной регрессии [20–23]. Однако если в диагональной матрице 𝑃−1

𝜆 исполь-
зовать некоторые известные оценки �̂�

(𝑖)
2 и �̂�

(𝑖)
3 , то мы получим линейную ре-

грессионную модель
𝑃−1

�̂�(𝑖)
𝑏 = 𝑃−1

�̂�(𝑖)
𝐹𝜆+ 𝜀, (21)

аппроксимирующую нелинейную регрессию (20).
При этом среднеквадратичные оценки коэффициентов линейной регрес-

сионной модели (21), удовлетворяющие условию

‖𝜀‖2 =
⃦⃦
𝑃−1

�̂�(𝑖)
𝑏− 𝑃−1

�̂�(𝑖)
𝐹𝜆

⃦⃦2
= (𝑏− 𝐹𝜆)⊤Ω−1

�̂�(𝑖)
(𝑏− 𝐹𝜆) → min,

находятся из решения нормальной системы линейных алгебраических урав-
нений

𝐹⊤Ω−1

�̂�(𝑖)
𝐹𝜆 = 𝐹⊤Ω−1

�̂�(𝑖)
𝑏 (22)

по формуле
𝜆 =

(︀
𝐹⊤Ω−1

�̂�(𝑖)
𝐹
)︀−1

𝐹⊤Ω−1

�̂�(𝑖)
𝑏, (23)

где Ω−1

�̂�(𝑖)
= (𝑃−1

�̂�(𝑖)
)⊤𝑃−1

�̂�(𝑖)
= (𝑃−1

�̂�(𝑖)
)2 — диагональная матрица с элементами

𝜔−1
𝑘𝑘 =

1

[1− (𝑘 − 1)�̂�
(𝑖)
2 − (𝑘 − 1)2�̂�

(𝑖)
3 ]2

, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁.

Формула (23) лежит в основе итерационной процедуры уточнения средне-
квадратичных оценок коэффициентов обобщенной регрессионной модели (18):

�̂�(𝑖+1) = (𝐹⊤Ω−1

�̂�(𝑖)
𝐹 )−1𝐹⊤Ω−1

�̂�(𝑖)
𝑏, (24)

где 𝑖 = 0, 1, 2, . . . — номер итерации.
За начальное приближение вектора среднеквадратичных оценок �̂�(0) мож-

но принять решение системы уравнений

𝐹⊤𝐹𝜆 = 𝐹⊤𝑏

по формуле
�̂�(0) = (𝐹⊤𝐹 )−1𝐹⊤𝑏,
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которая может быть получена из условия минимизации невязки:

‖𝜂‖2 = ‖𝑏− 𝐹𝜆‖ → min.

Очевидно, что начальное приближение �̂�(0) может быть получено из формулы
(24) при условии

𝑃�̂�(𝑖) = 𝑃−1

�̂�(𝑖)
= Ω−1

�̂�(𝑖)
= 𝐸,

где 𝐸 — единичная матрица, которое выполняется при �̂�(𝑖)2 = �̂�
(𝑖)
3 = 0.

С учетом среднеквадратичных оценок коэффициентов модели (16) и со-
отношений (17) оценки параметров математической модели (9), аппроксими-
рующей спад избыточного давления, могут быть найдены по формулам

𝑐0 = �̂�1, 𝑐1 = − �̂�2
𝜏
, 𝑐2 = − �̂�3

𝜏2
. (25)

Отметим, что и в этом алгоритме также не гарантируется точный ми-
нимум остаточной суммы квадратов из-за аппроксимации нелинейной моде-
ли (20) линейной регрессионной моделью (21), что позволило существенно
упростить построение нормальной системы линейных алгебраических урав-
нений (22) в методе наименьших квадратов.

При этом численно-аналитические исследования показали, что при зна-
чениях величины случайной помехи 𝜀𝑘 в данных эксперимента 𝑦𝑘 до 4 % от-
носительное отклонение остаточной суммы квадратов 𝑄res от ее минимально
возможного значения min𝑄res не превышает 1 %, а при случайной помехе ве-
личиной 10 % относительное отклонение от min𝑄res составляет порядка 5%.
Очевидно, что этот алгоритм среднеквадратичного оценивания параметров
модели (9), хотя и не обеспечивает минимум остаточной суммы квадратов,
существенно (в четыре раза) точнее первого алгоритма.

Третий алгоритм. Для устранения основного недостатка первых двух
алгоритмов среднеквадратичного оценивания параметров модели (20) пред-
лагается третий алгоритм, в основе которого лежит построение нормальной
системы уравнений в методе наименьших квадратов, решение которой обес-
печивает достижение точного минимума остаточной суммы квадратов.

Среднеквадратичные оценки коэффициентов нелинейной регрессионной
модели (20), удовлетворяющие условию

𝑄res = 𝜀⊤𝜀 = ‖𝜀‖2 = ‖𝑃−1
𝜆 𝑏− 𝑃−1

𝜆 𝐹𝜆‖2 = (𝑏− 𝐹𝜆)⊤Ω−1
𝜆 (𝑏− 𝐹𝜆) → min,

находятся в соответствии с методикой, описанной в [26–28]. Используя аппа-
рат матричной алгебры и формулы дифференцирования вектора, матрицы,
обратной матрицы и произведения матриц по вектору аргументов, можно
получить следующее соотношение [28]:

𝜕𝑄res

𝜕𝜆
=

[︁𝜕(𝜀⊤𝜀)
𝜕𝜆

]︁⊤
= −2

(︁
𝐹 +

𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆

𝐵𝜀

)︁⊤
Ω−1
𝜆 (𝑏− 𝐹𝜆) = 0̄, (26)

где Ω−1
𝜆 = (𝑃−1

𝜆 )⊤𝑃−1
𝜆 = (𝑃−1

𝜆 )2 — диагональная матрица с элементами

𝜔−1
𝑘𝑘 =

1

[1− (𝑘 − 1)𝜆2 − (𝑘 − 1)2𝜆3]2
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁 ;
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𝐵𝜀(𝜆) =

⎡⎣𝑃−1
𝜆 (𝑏− 𝐹𝜆) 0̄ 0̄

0̄ 𝑃−1
𝜆 (𝑏− 𝐹𝜆) 0̄

0̄ 0̄ 𝑃−1
𝜆 (𝑏− 𝐹𝜆)

⎤⎦— блочно-диагональная

матрица размера [3𝑁×3]; 0̄— нулевой вектор размера [𝑁×1];
𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆

=

[︂
𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆1

𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆2

𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆3

]︂
— блочная матрица-строка размера [𝑁×3𝑁 ], бло-

ки которой с учетом формулы (19) описываются следующим образом:
𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆1

— нулевая квадратная матрица размера [𝑁×𝑁 ],
𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆2

и
𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆3

— диагональ-

ные матрицы размера [𝑁×𝑁 ] вида

𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆2

= diag[0, −1, −2, . . . , −(𝑁−1)],
𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆3

= diag[0, −1, −4, . . . , −(𝑁−1)2].

Из формулы (26) получаем нормальную систему уравнений, решение ко-
торой — вектор �̂� = (�̂�1, �̂�2, �̂�3)

⊤ — обеспечивает точный минимум остаточной
суммы квадратов:(︁

𝐹 +
𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆

𝐵𝜀

)︁⊤
Ω−1
𝜆 𝐹𝜆 =

(︁
𝐹 +

𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆

𝐵𝜀

)︁⊤
Ω−1
𝜆 𝑏. (27)

Система алгебраических уравнений в матричной форме (27) нелинейна
относительно коэффициентов обобщенной регрессионной модели (16). Одна-
ко ее решение достаточно просто можно найти итерационными методами [29].
Из (27) получаем

𝜆 =
[︁(︁
𝐹 +

𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆

𝐵𝜀

)︁⊤
Ω−1
𝜆 𝐹

]︁−1(︁
𝐹 +

𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆

𝐵𝜀

)︁⊤
Ω−1
𝜆 𝑏.

Отсюда итерационная формула уточнения среднеквадратичных оценок
параметров модели (9) принимает вид

�̂�(𝑖+1) =
[︁(︁
𝐹 +

𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆

𝐵(𝑖)
𝜀

)︁⊤
Ω−1

�̂�(𝑖)
𝐹
]︁−1(︁

𝐹 +
𝜕𝑃𝜆
𝜕𝜆

𝐵(𝑖)
𝜀

)︁⊤
Ω−1

�̂�(𝑖)
𝑏,

где 𝑖 = 0, 1, 2, . . . — номер итерации.
По сравнению с классическими методами нелинейного оценивания в дан-

ном алгоритме не требуется предварительной оценки начального приближе-
ния параметров модели. Начальные оценки коэффициентов обобщенной ре-
грессионной модели формируются в самом алгоритме вычислений. За началь-
ное приближение вектора среднеквадратичных оценок �̂�(0), как и во втором
алгоритме, может быть принято либо решение �̂�(0) = (𝐹⊤𝐹 )−1𝐹⊤𝑏 систе-
мы уравнений 𝐹⊤𝐹𝜆 = 𝐹⊤𝑏, которая формируется из условия минимизации
невязки:

‖𝜂‖2 = ‖𝑏− 𝐹𝜆‖ → min,

либо нулевой вектор оценок коэффициентов:

�̂�
(0)
1 = �̂�

(0)
2 = �̂�

(0)
3 = 0.
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Оценки параметров математической модели (9), аппроксимирующей спад
избыточного давления, могут быть найдены по формулам (25), как и во вто-
ром алгоритме.

На основе численно-аналитических исследований с использованием ими-
тационного моделирования проведен сравнительный анализ трех рассмотрен-
ных выше алгоритмов среднеквадратичного оценивания параметров матема-
тической модели (9), аппроксимирующей спад избыточного давления в под-
водной ударной волне.

Условия проведения численных экспериментов с использованием имита-
ционного моделирования и учетом реальных осциллограмм избыточного дав-
ления, полученных при натурных испытаниях, были следующими. На ос-
нове формулы (10) при заданных значениях параметров 𝑐0 = 1, 𝑐1 = 20
и 𝑐2 = 12 с шагом дискретизации 𝜏 = 0.002 сек была сформирована выбор-
ка 𝑦𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁 − 1, объемом 𝑁 = 400.

К результатам имитационного моделирования 𝑦𝑘 добавлялась случайная
помеха 𝜀𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁 − 1, мощность которой

𝜀 =
‖𝜀‖
‖𝑦‖

· 100% =

⎯⎸⎸⎷𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝜀2𝑘

⧸︂𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑦2𝑘 · 100%

изменялась от 0% до 10 % с шагом 1%.
По сформированным данным 𝑦𝑘 = 𝑦𝑘 + 𝜀𝑘, моделирующим результаты

натурного эксперимента, с использованием каждого из трех описанных ал-
горитмов вычислялись среднеквадратичные оценки параметров модели (9),
их относительные погрешности, а также остаточная сумма квадратов и сред-
неквадратические отклонения в относительных единицах, характеризующие
адекватность модели данным эксперимента. Кроме этого, фиксировалось вре-
мя вычислений для каждого алгоритма. Вычисления при каждом значении 𝜀
(в %) случайной помехи повторялись 𝑀 = 20 раз, и результаты этих вычис-
лений усреднялись.

Результаты усредненных вычислений для каждого из трех алгоритмов
приведены в табл. 1–3, где

𝛿𝑐𝑖 =
|𝑐𝑖 − 𝑐𝑖|
|𝑐𝑖|

· 100%, 𝑖 = 0, 1, 2

— относительная погрешность среднеквадратичной оценки 𝑐𝑖 параметра мо-
дели (9);

𝑄res = ‖𝑦 − 𝑦‖2 =
𝑁−1∑︁
𝑘=0

(𝑦𝑘 − 𝑦𝑘)
2

— остаточная сумма квадратов;

𝑠 =
‖𝑦 − 𝑦‖
‖𝑦‖

· 100%

— оценка среднеквадратичного отклонения модели от результатов экспери-
мента в относительных единицах; 𝑡calc — время требуемых расчетов на основе
соответствующего алгоритма вычислений (в сек).

142



Математическое моделирование и помехоустойчивая оценка параметров импульса. . .

Таблица 1
Результаты вычислений при использовании первого алгоритма

[The calculation results using first algorithm]

𝜀, % 𝛿𝑐0, % 𝛿𝑐1, % 𝛿𝑐2, % 𝑄res 𝑠, % 𝑡calc, sec

0 0.0 0.0 0.0 0.000 0.0 0.31
1 0.1 0.3 1.8 0.002 1.0 0.31
2 0.2 0.8 8.1 0.009 2.0 0.31
3 0.4 1.5 18.1 0.021 3.1 0.31
4 0.7 2.7 29.9 0.039 4.2 0.31
5 0.8 3.5 43.3 0.065 5.4 0.31
6 0.6 3.5 55.7 0.098 6.6 0.31
7 1.4 5.5 73.9 0.142 8.0 0.31
8 1.1 6.2 92.8 0.196 9.4 0.31
9 1.1 6.0 104.4 0.258 10.7 0.31

10 1.5 7.0 117.2 0.329 12.1 0.31

Таблица 2
Результаты вычислений при использовании второго алгоритма

[The calculation results using second algorithm]

𝜀, % 𝛿𝑐0, % 𝛿𝑐1, % 𝛿𝑐2, % 𝑄res 𝑠, % 𝑡calc, sec

0 0.0 0.0 0.0 0.000 0.0 0.63
1 0.1 0.2 0.9 0.002 1.0 0.94
2 0.2 0.4 2.5 0.009 2.0 1.05
3 0.3 0.7 5.0 0.020 3.0 1.25
4 0.5 1.0 8.7 0.036 4.0 1.24
5 0.8 1.6 12.3 0.057 5.0 1.37
6 1.5 2.6 14.5 0.083 6.1 1.56
7 1.6 2.7 19.9 0.115 7.2 1.55
8 2.7 3.8 28.6 0.153 8.3 1.68
9 3.6 5.6 31.4 0.196 9.3 1.86

10 3.9 6.5 35.9 0.244 10.4 1.87

Таблица 3
Результаты вычислений при использовании третьего алгоритма

[The calculation results using third algorithm]

𝜀, % 𝛿𝑐0, % 𝛿𝑐1, % 𝛿𝑐2, % 𝑄res 𝑠, % 𝑡calc, sec

0 0.0 0.0 0.0 0.000 0.0 3.00
1 0.1 0.2 0.9 0.002 1.0 5.56
2 0.2 0.5 1.6 0.009 2.0 6.73
3 0.2 0.7 2.6 0.020 3.0 7.75
4 0.4 1.1 3.5 0.035 4.0 8.01
5 0.4 1.3 5.5 0.055 5.0 8.13
6 0.4 1.2 6.1 0.080 6.0 8.27
7 0.7 1.6 4.3 0.109 7.0 8.27
8 0.8 1.8 4.2 0.142 8.0 8.91
9 0.9 2.0 8.4 0.179 8.9 9.17

10 0.8 2.5 8.2 0.219 9.8 9.94
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Результаты вычислений на основе третьего алгоритма, представленные
в табл. 3, обеспечивают точный минимум остаточной суммы квадратов. Вид-
но, что при использовании этого алгоритма оценки параметров модели (9)
имеют наименьшую погрешность. Однако время вычисления этих оценок из-
за итерационной процедуры их уточнения по сравнению с двумя другими
алгоритмами относительно велико. Из-за отсутствия итерационных проце-
дур наибольшим быстродействием обладает первый из представленных алго-
ритмов вычислений. Однако в силу того, что он не обеспечивает минимума
остаточной суммы квадратов, среднеквадратичные оценки параметров мо-
дели, вычисленные на его основе, имеют достаточно высокую погрешность
при величине случайной помехи в результатах наблюдений более 3%. Опти-
мальным можно считать второй алгоритм вычислений, результаты которых
представлены в табл. 2. Этот алгоритм обладает как быстродействием, так
и достаточной для практических расчетов точностью вычисления оценок.

5. Построение и параметрическая идентификация математиче-
ской модели датчика давления. Преобразование сигнала в виде избы-
точного давления 𝑃 (𝑡) на входе датчика давления в напряжение на его выхо-
де описывается линейным дифференциальным оператором второго порядка
с переменными коэффициентами (2). С учетом начальных условий 𝑢(0) = 𝑢0
и 𝑢′(0) = 𝑢′0 аддитивная составляющая 𝑧(𝑡) в равенстве 𝑢(𝑡) = 𝑧(𝑡) + 𝑦(𝑡),
описывающем сигнал на выходе датчика давления, имеет вид

𝑧(𝑡) = −�̂�0𝑒−𝛼𝑡
[︁
cos(𝛽1𝑡+ 𝛽2𝑡

2) +
𝛼− �̂�0
𝛽1

sin(𝛽1𝑡+ 𝛽2𝑡
2)
]︁
, (28)

где �̂�0 и �̂�0 — известные (найденные по формулам (5) с учетом результатов
вычислений 𝑐0 и 𝑐1) оценки параметров модели (9).

Исходными данными для параметрической идентификации динамической
модели датчика давления в виде (28), описывающей его реакцию на разрыв-
ной скачок давления, служат результаты вычислений 𝑧𝑘 = 𝑢𝑘 − 𝑦𝑘, где 𝑢𝑘,
𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁−1, — данные натурного эксперимента, 𝑦𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,
𝑁−1, — результаты расчета по построенной модели (9), аппроксимирующей
спад избыточного давления в подводной ударной волне.

Так как время затухания колебаний, описываемых формулой (28), доста-
точно мало по сравнению с временем наблюдения и анализа импульса под-
водной ударной волны, при оценке параметров модели (28) целесообразно
использовать только начальный участок осциллограммы избыточного давле-
ния, полученной при натурных испытаниях. Анализ результатов натурных
испытаний показал, что при 𝑡 > 3𝑡max, где 𝑡max — момент времени, соответ-
ствующий максимуму импульса ударной волны, имеем 𝑧𝑘 ≈ 0, 𝑘 = 𝑁1, 𝑁 − 1,
где 𝑁1 — номер отсчета, который находится по формуле (8). Поэтому объем
выборки результатов вычислений 𝑧𝑘 = 𝑢𝑘 − 𝑦𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁1 − 1, равен
𝑁1 = 3𝑘max + 1.

В основе параметрической идентификации математической модели (28)
лежит минимизация остаточной суммы квадратов 𝑄res на множестве трех
параметров 𝛼, 𝛽1 и 𝛽2:

𝑄res = ‖𝑧 − 𝑧‖2 =
𝑁1−1∑︁
𝑘=0

(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘)
2 =

𝑁1−1∑︁
𝑘=0

𝜀2𝑘 → min,
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где 𝑧𝑘 = 𝑢𝑘−𝑦𝑘 — результаты расчетов с использованием среднеквадратичных
оценок параметров модели (9), полученных на основе одного из алгоритмов,
описанных выше; 𝑧𝑘 — результаты вычислений на основе построенной моде-
ли (28):

𝑧𝑘 = −�̂�0𝑒−𝛼𝜏𝑘
[︁
cos(𝛽1𝜏𝑘 + 𝛽2𝜏

2𝑘2) +
𝛼− �̂�0
𝛽1

sin(𝛽1𝜏𝑘 + 𝛽2𝜏
2𝑘2)

]︁
. (29)

Задача среднеквадратичного оценивания параметров 𝛼, 𝛽1 и 𝛽2 модели
(28) по результатам расчетов 𝑧𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁1 − 1, относится к задаче
нелинейного прикладного регрессионного анализа [20–23]. Для данной задачи
применим метод среднеквадратичного оценивания параметров нелинейной
модели (28), в основе которого лежит параметрическая линеаризация этой
модели в окрестности точки (�̂�(𝑖), 𝛽

(𝑖)
1 , 𝛽

(𝑖)
2 ) [21]:

𝑧𝑘(𝛼, 𝛽1, 𝛽2) ≈ 𝑧
(𝑖)
𝑘 +

𝜕𝑧
(𝑖)
𝑘

𝜕𝛼
(𝛼− �̂�(𝑖)) +

𝜕𝑧
(𝑖)
𝑘

𝜕𝛽1
(𝛽2 − 𝛽

(𝑖)
1 ) +

𝜕𝑧
(𝑖)
𝑘

𝜕𝛽2
(𝛽2 − 𝛽

(𝑖)
2 ), (30)

где 𝑧(𝑖)𝑘 = 𝑧𝑘(�̂�
(𝑖), 𝛽

(𝑖)
1 , 𝛽

(𝑖)
2 ), а частные производные в точке (�̂�(𝑖), 𝛽

(𝑖)
1 , 𝛽

(𝑖)
2 ) вы-

числяются по формулам

𝜕𝑧
(𝑖)
𝑘

𝜕𝛼
= �̂�0𝑒

−�̂�(𝑖)𝑡𝑘
[︁
𝑡𝑘 cos(𝛽

(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝛽

(𝑖)
2 𝑡2𝑘)+

+
𝑡𝑘(�̂�

(𝑖) − �̂�0)− 1

𝛽
(𝑖)
1

sin(𝛽
(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝛽

(𝑖)
2 𝑡2𝑘)

]︁
, (31)

𝜕𝑧
(𝑖)
𝑘

𝜕𝛽1
= −�̂�0𝑒−�̂�

(𝑖)𝑡𝑘
[︁
𝑡𝑘
�̂�(𝑖) − 𝑐1

𝛽
(𝑖)
1

cos(𝛽
(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝛽

(𝑖)
2 𝑡2𝑘)−

−
(︁
𝑡𝑘 +

�̂�(𝑖) − �̂�01

(𝛽
(𝑖)
1 )2

)︁
sin(𝛽

(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝛽

(𝑖)
2 𝑡2𝑘)

]︁
, (32)

𝜕𝑧
(𝑖)
𝑘

𝜕𝛽2
= −�̂�0𝑡2𝑘𝑒−�̂�

(𝑖)𝑡𝑘
[︁ �̂�(𝑖) − �̂�0

𝛽
(𝑖)
1

cos(𝛽
(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝛽

(𝑖)
2 𝑡2𝑘)−

− sin(𝛽
(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝛽

(𝑖)
2 𝑡2𝑘)

]︁
, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑁1 − 1. (33)

Сформированная на основе формулы (30) линейная обобщенная регрес-
сионная модель имеет вид

Δ𝑧(𝑖) = 𝐹 (𝑖)Δ𝑎(𝑖) + 𝜀, (34)
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где

𝐹 (𝑖) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜕𝑧
(𝑖)
0
𝜕𝛼

𝜕𝑧
(𝑖)
0

𝜕𝛽1

𝜕𝑧
(𝑖)
0

𝜕𝛽2

𝜕𝑧
(𝑖)
1
𝜕𝛼

𝜕𝑧
(𝑖)
1

𝜕𝛽1

𝜕𝑧
(𝑖)
1

𝜕𝛽2

...
...

...

𝜕𝑧
(𝑖)
𝑁1−1

𝜕𝛼

𝜕𝑧
(𝑖)
𝑁1−1

𝜕𝛽1

𝜕𝑧
(𝑖)
𝑁1−1

𝜕𝛽2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Δ𝑧(𝑖) = 𝑧 − 𝑧(𝑖) =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑧0 − 𝑧
(𝑖)
0

𝑧1 − 𝑧
(𝑖)
1

...

𝑧𝑁1−1 − 𝑧
(𝑖)
𝑁1−1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(35)

— матрица регрессоров размера [𝑁1×3] и вектор размера [𝑁1×1] соответ-
ственно; �̂�(𝑖) = (�̂�(𝑖), 𝛽

(𝑖)
1 , 𝛽

(𝑖)
2 )⊤ — вектор промежуточных оценок размера [3×1];

Δ𝑎(𝑖) = 𝑎− �̂�(𝑖) = (Δ�̂�(𝑖),Δ𝛽
(𝑖)
1 ,Δ𝛽

(𝑖)
2 )⊤ = (𝛼− �̂�(𝑖), 𝛽1 − 𝛽

(𝑖)
1 , 𝛽2 − 𝛽

(𝑖)
2 )⊤ — век-

тор коэффициентов, подлежащих нахождению, размера [3× 1];
𝜀 = (𝜀0, 𝜀1, 𝜀2, . . . , 𝜀𝑁1−1)

⊤ — вектор случайной помехи в результатах расчета.
С учетом среднеквадратичного критерия вычисления оценки вектора Δ�̂�(𝑖)

коэффициентов модели (34):

‖𝜀‖2 = ‖Δ𝑧(𝑖) − 𝐹 (𝑖)Δ𝑎(𝑖)‖2 → min

алгоритм вычислений — уточнения оценок параметров — принимает вид

Δ�̂�(𝑖) = [𝐹 (𝑖)⊤𝐹 (𝑖)]−1𝐹 (𝑖)⊤Δ𝑧(𝑖), �̂�(𝑖+1) = �̂�(𝑖) +Δ�̂�(𝑖), 𝑖 = 0, 1, 2, 3, . . . (36)

Начальные оценки элементов �̂�(0), 𝛽(0)1 , 𝛽(0)2 вектора Δ�̂�(0) можно найти
по формулам

�̂�(0) =
1

𝑡min − 𝑡max
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑧max

𝑧min

⃒⃒⃒⃒
, 𝛽

(0)
1 =

𝜋

𝑡min − 𝑡max
, 𝛽

(0)
2 =

𝜋

𝑡22 − 𝑡21
− 𝛽

(0)
1

𝑡1 + 𝑡2
, (37)

где 𝑡max и 𝑡min — моменты времени, соответствующие первому максимальному
𝑧max и следующему за ним первому минимальному 𝑧min значениям в после-
довательности результатов расчета 𝑧𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁1 − 1; 𝑡1 и 𝑡2 — два
первых последовательных момента времени, в которых функция 𝑧(𝑡) прини-
мает нулевое значение.

Условием завершения итерационной процедуры уточнения среднеквадра-
тичных оценок параметров модели (28) может служить выполнение неравен-
ства ‖Δ�̂�(𝑖)‖ < 0.01‖�̂�(𝑖)‖.

6. Численный метод оценки энергии импульса ударной волны
на основе результатов эксперимента в форме осциллограммы избы-
точного давления, полученной при натурных испытаниях. Одной из
основных задач при проведении подводных испытаний боеприпасов являет-
ся достоверная оценка информативных параметров импульса ударной волны,
таких как максимальное избыточное давление 𝑃max и энергия импульса удар-
ной волны на промежутке времени 𝑡 ∈ [0, 𝑡0.95]:∫︁ 𝑡0.95

0
𝑃 2(𝑡)𝑑𝑡 = 0.95

∫︁ ∞

0
𝑃 2(𝑡)𝑑𝑡.
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Рассмотрим решение этой задачи на основе математической модели

𝑓(𝑡) = 𝑘𝑑𝑃 (𝑡) =
𝑐0

1 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡2
,

описывающей монотонный спад избыточного давления, параметры которой
идентифицируются представленными выше алгоритмами по результатам экс-
перимента в форме осциллограммы избыточного давления.

С учетом монотонного характера спада избыточного давления, наблюдае-
мого при натурных испытаниях, к аппроксимирующей функции 𝑓(𝑡) предъяв-
ляются следующие требования: 𝑓(𝑡) > 0, 𝑓 ′(𝑡) < 0 и 𝑓 ′′(𝑡) > 0 при 𝑡 ∈ [0;∞).
По результатам проведенных аналитических исследований сделан вывод о
том, что для выполнения этих требований достаточно, чтобы параметры этой
функции удовлетворяли условию: 𝑐0 > 0, 𝑐1 > 0 и 0 < 𝑐2 6 𝑐21.

Очевидно, что максимальное значение функция

𝑓(𝑡) =
𝑐0

1 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡2
,

аппроксимирующая монотонный спад избыточного давления на промежутке
времени 𝑡 > 0, принимает в начальный момент времени 𝑡 = 0: 𝑓max = 𝑓(0) = 𝑐0.

Для вычисления интеграла∫︁ 𝑡0.95

0
𝑃 2(𝑡)𝑑𝑡 =

1

𝑘2𝑑

∫︁ 𝑡0.95

0
𝑓2(𝑡)𝑑𝑡,

описывающего энергию импульса ударной волны, найдена первообразная

𝐹 (𝑡) =

∫︁
𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁
𝑐20

(1 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡2)2
𝑑𝑡 =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
− 𝑐20(2𝑐2𝑡+𝑐1)
𝐷(1+𝑐1𝑡+𝑐2𝑡2)

+
4𝑐20𝑐2
𝐷

(︀
1
𝑐1

− 1√
−𝐷 arctg

√
−𝐷 𝑡
𝑐1𝑡+2

)︀
, 𝐷 < 0;

− 16𝑐20
3𝑐1(𝑐1𝑡+2)3

, 𝐷 = 0;

− 𝑐20(2𝑐2𝑡+𝑐1)
𝐷(1+𝑐1𝑡+𝑐2𝑡2)

− 2𝑐20𝑐2

𝐷
√
𝐷
ln 2𝑐2𝑡+𝑐1−

√
𝐷

2𝑐2𝑡+𝑐1+
√
𝐷
, 𝐷 > 0,

(38)

где 𝐷 = 𝑐21 − 4𝑐2 — дискриминант квадратного трехчлена 1 + 𝑐1𝑡+ 𝑐2𝑡
2.

Отсюда получаем

𝐹 (0) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
− 𝑐20
𝑐1
, 𝐷 < 0;

−2𝑐20
3𝑐1
, 𝐷 = 0;

− 𝑐20
𝐷

(︀
𝑐1 +

2𝑐2√
𝐷
ln 𝑐1−

√
𝐷

𝑐1+
√
𝐷

)︀
, 𝐷 > 0

(39)

и

𝐹 (∞) =

{︃
4𝑐20𝑐2
𝐷

(︀
1
𝑐1

− 1√
−𝐷 arctg

√
−𝐷
𝑐1

)︀
, 𝐷 < 0;

0, 𝐷 > 0.
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Энергия импульса ударной волны на бесконечном промежутке 𝑡 ∈ [0,∞)
может быть найдена по формуле

𝐽∞=

∫︁ ∞

0
𝑓2(𝑡)𝑑𝑡=𝐹 (∞)− 𝐹 (0)=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑐20
𝐷

(︀
𝑐1 − 4𝑐2√

−𝐷 arctg
√
−𝐷
𝑐1

)︀
, 𝐷 < 0;

2𝑐20
3𝑐1
, 𝐷 = 0;

𝑐20
𝐷

(︀
𝑐1 +

2𝑐2√
𝐷
ln 𝑐1−

√
𝐷

𝑐1+
√
𝐷

)︀
, 𝐷 > 0.

(40)

Одним из основных информативных параметров импульса ударной волны
в натурных экспериментах является энергия импульса

𝐽𝛼 =

∫︁ 𝑡𝛼

0
𝑓2(𝑡)𝑑𝑡 (41)

за некоторый промежуток времени 𝑡𝛼, величина которого задается с помо-
щью коэффициента 𝛼. Этот коэффициент характеризует отношение энергии
импульса ударной волны 𝐽𝛼 за промежуток времени [0, 𝑡𝛼] к энергии импульса

𝐽∞ =

∫︁ ∞

0
𝑓2(𝑡)𝑑𝑡

на бесконечном промежутке времени: 𝛼 = 𝐽𝛼/𝐽∞. Обычно величина 𝛼 зада-
ется равной 𝛼 = 0.95.

При вычислении интеграла (41), характеризующего энергию импульса
ударной волны за промежуток времени [0, 𝑡𝛼], воспользуемся формулами (38)
и (39):

𝐽𝛼(𝑡𝛼) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
− 𝑐20(2𝑐2𝑡𝛼+𝑐1)
𝐷(1+𝑐1𝑡𝛼+𝑐2𝑡2𝛼)

+
𝑐20
𝐷

(︀
𝑐1 − 4𝑐2√

−𝐷 arctg
√
−𝐷·𝑡𝛼
𝑐1𝑡𝛼+2

)︀
, 𝐷 < 0;

2𝑐20
3𝑐1

[︀
1− 8

(𝑐1𝑡𝛼+2)3

]︀
, 𝐷 = 0;

− 𝑐20(2𝑐2𝑡𝛼+𝑐1)
𝐷(1+𝑐1𝑡𝛼+𝑐2𝑡2𝛼)

+
𝑐20
𝐷

[︀
𝑐1 +

2𝑐2√
𝐷
ln (𝑐1−

√
𝐷)𝑡𝛼+2

(𝑐1+
√
𝐷)𝑡𝛼+2

]︀
, 𝐷 > 0.

(42)

Полученная формула (42) позволяет оценить энергию 𝐽𝛼 импульса удар-
ной волны, длительность которого равна 𝑡𝛼. На бесконечном промежутке вре-
мени [0,∞] полная энергия 𝐽∞ импульса ударной волны находится по фор-
муле (40).

Рассмотрим обратную задачу определения длительности 𝑡𝛼 исследуемого
импульса ударной волны при заданной величине его энергии 𝐽𝛼 в относитель-
ных к 𝐽∞ единицах.

Алгоритм решения этой задачи включает следующие шаги:
– по представленным выше методикам находятся оценки параметров 𝑐0,
𝑐1 и 𝑐2 математической модели (9) импульса ударной волны;

– проверяется выполнение условий 0 < 𝑐2 6 𝑐21 и вычисляется дискрими-
нант 𝐷 = 𝑐21 − 4𝑐2;

– задается величина отношения 𝛼 = 𝐽𝛼/𝐽∞, например, 𝛼 = 0.95;
– в зависимости от величины𝐷 по формуле (40) вычисляется значение 𝐽∞;
– решается нелинейное уравнение 𝐽𝛼(𝑡) = 𝛼𝐽∞, в котором функция 𝐽𝛼(𝑡)

описывается соотношением (42) в зависимости от величины дискрими-
нанта 𝐷. Корень этого уравнения 𝑡𝛼 соответствует длительности им-
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пульса ударной волны, энергия которого составляет 𝛼,% от полной
энергии импульса на бесконечном промежутке времени.

При решении нелинейного трансцендентного уравнения 𝐽𝛼(𝑡) = 𝛼𝐽∞ мож-
но воспользоваться разработанным численным методом, алгоритм которого
включает итерационную процедуру уточнения корня уравнения:

𝑡(𝑖+1)
𝛼 = 𝑡(𝑖)𝛼

[︁
1− 0.01[𝐽𝛼(𝑡

(𝑖)
𝛼 )− 𝛼𝐽∞]

𝐽𝛼(1.01𝑡
(𝑖)
𝛼 )− 𝐽𝛼(𝑡

(𝑖)
𝛼 )

]︁
, 𝑖 = 0, 1, 2, 3, . . . ,

где величина 𝐽𝛼(𝑡
(𝑖)
𝛼 ) вычисляется по формуле (42), а 𝐽∞ — по формуле (40).

В качестве начального приближения переменной 𝑡(0)𝛼 можно выбрать зна-
чение 𝑡(0)𝛼 = 0.1𝑡𝑁−1, где 𝑡𝑁−1 — момент времени последнего наблюдения в вы-
борке результатов эксперимента.

7. Апробация численных методов математического моделирова-
ния ударной волны при обработке результатов натурного экспери-
мента. Разработанный численный метод математического моделирования
импульса ударной волны был апробирован при обработке результатов экс-
перимента при взрыве 500 грамм пластита.

Непосредственно с датчика давления была получена выборка результа-
тов эксперимента 𝑢𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁 − 1, объемом 𝑁 = 1723 с периодом
дискретизации 𝜏 = 0.0004 мсек. Графики наблюдаемого на выходе датчика
давления импульса ударной волны, построенные по результатам эксперимен-
та, приведены на рис. 2 и 3.

Построение математической модели (6), описывающей сигнал на выходе
датчика давления, по результатам эксперимента осуществлялось в три этапа.

На первом шаге алгоритма идентификации импульса ударной волны ре-
шалась задача предварительной оценки параметров математической моде-
ли (9), аппроксимирующей спад избыточного давления. После предваритель-
ной обработки экспериментальных данных, снятых с датчика давления, была
сформирована выборка результатов наблюдений 𝑢𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁−1, объ-
емом 𝑁 = 200 с периодом дискретизации 𝜏 = 0.0032 мсек.

Найденный по выборке результатов эксперимента номер отсчета, соот-
ветствующий максимальному значению в этой выборке 𝑢max = 0.824, равен
𝑘max = 3. По формуле (8) находим 𝑁1 = 3 · 3 + 1 = 10. Используя с 10-го
по 199-й члены выборки результатов наблюдения 𝑦𝑘, 𝑘 = 10, 11, 12, . . . , 199,
в соответствии с первым (наиболее простым) алгоритмом среднеквадратич-
ной оценки параметров нелинейной математической модели (9) сформирова-
на нормальная система линейных алгебраических уравнений (14):⎧⎨⎩

0.738𝜆1 + 14.58𝜆2 + 418.91𝜆3 = 1.919;

14.58𝜆1 + 418.91𝜆2 + 21223.2𝜆3 = 49.311;

418.91𝜆1 + 21223.2𝜆2 + 1863557𝜆3 = 2244.1.

Из решения этой системы уравнений найдены следующие предваритель-
ные оценки коэффициентов регрессионной модели (12):

�̂�1 = 0.983, �̂�2 = 0.0796, �̂�3 = 0.0000762.
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По формулам (15) вычислены оценки параметров математической модели (8),
аппроксимирующей спад избыточного давления:

𝑐0 = 1.017, 𝑐1 = 25.32, 𝑐2 = 7.566.

График построенной зависимости, аппроксимирующей спад избыточного
давления

𝑦(𝑡) =
1.017

1 + 25.32𝑡+ 7.566𝑡2
, (43)

представлен на рис. 5.
Остаточная сумма квадратов и остаточная дисперсия, характеризующие

среднеквадратическое отклонение построенной модели (43) от результатов
наблюдения, следующие:

𝑄res1 = ‖𝑢− 𝑦‖2 =
𝑁1−1∑︁
𝑘=0

(𝑢𝑘 − 𝑦𝑘)
2 = 0.0172, 𝑠2res1 = 0.000091,

что в относительных единицах составляет

‖𝑢− 𝑦‖
‖𝑢‖

· 100% = 5.4%.

При найденных параметрах построенной модели (43) вычислим энергию
импульса ударной волны:

𝐽0.95 = 0.95𝐽∞.

Интеграл 𝐽∞ на бесконечном промежутке 𝑡 ∈ [0,∞) вычисляется по форму-
ле (40):

𝐽∞ = 0.0383.

Отсюда
𝐽0.95 = 0.95 · 0.0373 = 0.0364.

Рис. 5. График функции 𝑦(𝑡), аппроксимирующей спад избыточного давления
[Fig. 5. The graph of the function 𝑦(𝑡) which approximates the overpressure decrease]
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С использованием описанного выше алгоритма и формулы (42) найдена
длительность импульса 𝑡0.95 = 0.428 мсек ударной волны с энергией 𝐽0.95 =
= 0.0364.

На втором этапе алгоритма построения математической модели наблюда-
емого сигнала решалась задача параметрической идентификации модели 𝑧(𝑡),
описывающей реакцию датчика на разрывной скачок давления.

График зависимости 𝑧(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝑦(𝑡), где 𝑢(𝑡)— наблюдаемый сигнал,
𝑦(𝑡)— построенная на предыдущем шаге модель (43), представлен точками 𝑧𝑘
на рис. 6.

При оценке параметров модели (29):

𝑧𝑘 = −�̂�0𝑒−𝛼𝜏𝑘
[︁
cos(𝛽1𝜏𝑘 + 𝛽2𝜏

2𝑘2) +
𝛼− �̂�0
𝛽1

sin(𝛽1𝜏𝑘 + 𝛽2𝜏
2𝑘2)

]︁
по результатам расчета 𝑧𝑘 = 𝑢𝑘−𝑦𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁2−1, при 𝜏 = 0.0004 мсек
и известных �̂�0 = 1.009 и �̂�0 = 29.06 воспользуемся одним из методов нели-
нейного оценивания, в основе которого лежит параметрическая линеаризация
нелинейной зависимости (28) по параметрам 𝛼, 𝛽1 и 𝛽2. Объем выборки 𝑁2

результатов расчета с периодом дискретизации 𝜏 = 0.0004 мсек вычислялся
по формуле (8): 𝑁2 = 3𝑘max + 1 = 3 · 20 + 1 = 61, где 𝑘max = 20.

Результаты расчетов 𝑧𝑘 = 𝑢𝑘−𝑦𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁2−1, можно представить
в виде суммы 𝑧𝑘 = 𝑧𝑘(𝛼, 𝛽1, 𝛽2) + 𝜀𝑘, где случайная величина 𝜀𝑘 описывает
естественный разброс результатов расчета относительно модели (29) в точ-
ках 𝑡𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁2−1. Оценки параметров модели находятся из условия
минимизации суммы квадратов отклонений

‖𝜀‖2 = ‖𝑧 − 𝑧‖2 =
𝑁2−1∑︁
𝑘=0

[︀
𝑧𝑘 − 𝑧𝑘(𝛼, 𝛽1, 𝛽2)

]︀2 → min.

Рис. 6. Данные зависимости 𝑧(𝑡) (маркеры), описывающей реакцию датчика на разрывной
скачок давления, и их аппроксимация (44) (сплошная линия)

[Fig. 6. Data of the dependence 𝑧(𝑡) (markers) which describes the sensor response
to a pressure surge, and their approximation (44) (solid line)]
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В соответствии с описанным выше алгоритмом среднеквадратичного оце-
нивания и формулами (31)–(33) для нахождения частных производных в точ-
ке (�̂�(𝑖), 𝛽

(𝑖)
1 , 𝛽

(𝑖)
2 ) на каждой итерации вычисления оценок Δ�̂�(𝑖) и �̂�(𝑖+1) по

формулам (35) формировались матрица регрессоров 𝐹 (𝑖) и вектор Δ𝑧(𝑖).
Начальные оценки параметров �̂�(0), 𝛽(0)1 и 𝛽

(0)
2 вычислялись по форму-

лам (37) при 𝑡max = 0.0080, 𝑧max = 0.1868, 𝑡min = 0.0116, 𝑧min = −0.0794,
𝑡1 = 0.0070 и 𝑡2 = 0.0098:

�̂�(0) =
1

0.0036
ln

⃒⃒⃒⃒
0.1868

−0.0794

⃒⃒⃒⃒
= 237.6, 𝛽

(0)
1 =

𝜋

0.0080
= 392.7,

𝛽2 =
𝜋

0.000047
− 392.7

0.0168
= 43410.6.

Уточнение среднеквадратичных оценок параметров модели (29) по фор-
муле (36) завершается при выполнении условия

max
{︁⃒⃒⃒Δ𝛼(𝑖)

�̂�(𝑖)

⃒⃒⃒
,
⃒⃒⃒Δ𝛽(𝑖)1

𝛽
(𝑖)
1

⃒⃒⃒
,
⃒⃒⃒Δ𝛽(𝑖)2

𝛽
(𝑖)
2

⃒⃒⃒}︁
< 0.001 (0.1%).

В табл. 4 представлены результаты вычислений среднеквадратичных оценок
параметров модели (29) для каждой итерации.

Таким образом, оценки параметров, обеспечивающие минимум суммы квад-
ратов отклонения модели (29) от результатов расчета 𝑧𝑘, принимают следу-
ющие значения:

�̂� = 333.2, 𝛽1 = 146.0, 𝛽2 = 37273.5.

Таблица 4
Оценка параметров модели (29) для каждой итерации

[Estimates of model parameters (29) for each iteration]

Iteration Estimates of model parameters
number �̂�(𝑖) 𝛽

(𝑖)
1 𝛽

(𝑖)
2

0 237.56 392.70 43410.61
1 407.63 294.34 55790.40
2 695.81 155.03 67142.47
3 751.13 75.77 30353.65
4 302.43 207.68 50559.76
5 403.52 173.17 49174.47
6 395.61 158.65 38597.13
7 340.38 159.95 34848.08
8 343.26 150.89 36484.60
9 339.33 148.24 36853.76

10 336.78 147.04 37043.28
11 335.23 146.46 37148.29
12 334.30 146.19 37207.88
13 333.74 146.05 37242.12
14 333.41 145.99 37261.95
15 333.21 145.96 37273.47
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А сама математическая модель, описывающая реакцию датчика на разрыв-
ной скачок давления, имеет вид

𝑧(𝑡) = −1.009𝑒−333.2𝑡
[︀
cos(146.0𝑡+ 37273.5𝑡2)+

+ 29.06 sin(146.0𝑡+ 37273.5𝑡2)
]︀
. (44)

При оценке ее адекватности исходным данным 𝑧𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁2 − 1,
можно воспользоваться величиной остаточной суммы квадратов

𝑄res2 = ‖𝑧 − 𝑧‖2 =
𝑁2−1∑︁
𝑘=0

(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘)
2 = 0.094, 𝑠2res2 = 0.0016,

что в относительных единицах составляет ‖𝑧−𝑧‖
‖𝑧‖ · 100% = 10.2%.

График зависимости (44) представлен на рис. 6.
На последнем шаге алгоритма параметрической идентификации импуль-

са ударной волны по результатам эксперимента 𝑢𝑘, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁 − 1,
с 𝜏 = 0.0004 мсек и 𝑁 = 1723 оценки всех параметров математической мо-
дели (6) уточняются непосредственно из условия минимизации остаточной
суммы квадратов

‖𝜀‖2 = ‖𝑢− �̂�‖2 =
𝑁−1∑︁
𝑘=0

[︀
𝑢𝑘 − �̂�𝑘(𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝛼, 𝛽1, 𝛽2)

]︀2 → min,

где

�̂�𝑘 =
𝑐0

1 + 𝑐1𝑡𝑘 + 𝑐2𝑡2𝑘
− 𝑎0(𝑐0)𝑒

−𝛼𝑡𝑘
[︁
cos(𝛽1𝑡𝑘 + 𝛽2𝑡

2
𝑘)+

+
𝛼− 𝑏0(𝑐0, 𝑐1)

𝛽1
sin(𝛽1𝑡𝑘 + 𝛽2𝑡

2
𝑘)
]︁
. (45)

Эта задача решается аналогично на основе линеаризации нелинейной за-
висимости (45) по параметрам 𝑐0, 𝑐1, 𝑐2, 𝛼, 𝛽1 и 𝛽2:

Δ𝑢𝑘 ≈
𝜕𝑧

(𝑖)
𝑘

𝜕𝑐0
Δ𝑐

(𝑖)
0 +

𝜕𝑧
(𝑖)
𝑘

𝜕𝑐1
Δ𝑐

(𝑖)
1 +

𝜕𝑧
(𝑖)
𝑘

𝜕𝑐2
Δ𝑐

(𝑖)
2 +

𝜕𝑧
(𝑖)
𝑘

𝜕𝛼
Δ𝛼(𝑖)+

𝜕𝑧
(𝑖)
𝑘

𝜕𝛽1
Δ𝛽

(𝑖)
1 +

𝜕𝑧
(𝑖)
𝑘

𝜕𝛽2
Δ𝛽

(𝑖)
2 ,

где
Δ𝑢

(𝑖)
𝑘 = 𝑢𝑘 − �̂�

(𝑖)
𝑘 , �̂�

(𝑖)
𝑘 = �̂�𝑘(𝑐

(𝑖)
0 , 𝑐

(𝑖)
1 , 𝑐

(𝑖)
2 , �̂�(𝑖), 𝛽

(𝑖)
1 , 𝛽

(𝑖)
2 ),

Δ𝑐
(𝑖)
0 = 𝑐0 − 𝑐

(𝑖)
0 , Δ𝑐

(𝑖)
1 = 𝑐1 − 𝑐

(𝑖)
1 , Δ𝑐

(𝑖)
2 = 𝑐2 − 𝑐

(𝑖)
2 ,

Δ𝛼(𝑖) = 𝛼− �̂�(𝑖), Δ𝛽
(𝑖)
1 = 𝛽1 − 𝛽

(𝑖)
1 , Δ𝛽

(𝑖)
2 = 𝛽2 − 𝛽

(𝑖)
2 ;

𝜕�̂�
(𝑖)
𝑘

𝜕𝑐0
=
�̂�
(𝑖)
𝑘

𝑐
(𝑖)
0

− 𝑒−�̂�
(𝑖)𝑡𝑘

[︁
cos(𝛽

(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝛽

(𝑖)
2 𝑡2𝑘) +

�̂�(𝑖) − 𝑐
(𝑖)
1

𝛽
(𝑖)
1

sin(𝛽
(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝛽

(𝑖)
2 𝑡2𝑘)

]︁
,
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𝜕�̂�
(𝑖)
𝑘

𝜕𝑐1
= − 𝑐

(𝑖)
0 𝑡𝑘

(1 + 𝑐
(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝑐

(𝑖)
2 𝑡2𝑘)

+
𝑐
(𝑖)
0

𝛽
(𝑖)
1

𝑒−�̂�
(𝑖)𝑡𝑘 sin(𝛽

(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝛽

(𝑖)
2 𝑡2𝑘),

𝜕�̂�
(𝑖)
𝑘

𝜕𝑐2
= −

𝑐
(𝑖)
0 𝑡2𝑘

(1 + 𝑐
(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝑐

(𝑖)
2 𝑡2𝑘)

,

𝜕�̂�
(𝑖)
𝑘

𝜕𝛼
= �̂�

(𝑖)
0 𝑒−�̂�

(𝑖)𝑡𝑘
[︁
𝑡𝑘 cos(𝛽

(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝛽

(𝑖)
2 𝑡2𝑘)+

+
𝑡𝑘(�̂�

(𝑖) − �̂�
(𝑖)
0 )− 1

𝛽
(𝑖)
1

sin(𝛽
(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝛽

(𝑖)
2 𝑡2𝑘)

]︁
,

𝜕�̂�
(𝑖)
𝑘

𝜕𝛽1
= −�̂�(𝑖)0 𝑒−�̂�

(𝑖)𝑡𝑘
[︁
𝑡𝑘
�̂�(𝑖) − �̂�

(𝑖)
0

𝛽
(𝑖)
1

cos(𝛽
(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝛽

(𝑖)
2 𝑡2𝑘)−

−
(︁
𝑡𝑘 +

�̂�(𝑖) − �̂�
(𝑖)
0

(𝛽
(𝑖)
1 )2

)︁
sin(𝛽

(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝛽

(𝑖)
2 𝑡2𝑘)

]︁
,

𝜕�̂�
(𝑖)
𝑘

𝜕𝛽2
= −�̂�(𝑖)0 𝑡2𝑘𝑒

−�̂�(𝑖)𝑡𝑘
[︁ �̂�(𝑖) − �̂�

(𝑖)
0

𝛽
(𝑖)
1

cos(𝛽
(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝛽

(𝑖)
2 𝑡2𝑘)− sin(𝛽

(𝑖)
1 𝑡𝑘 + 𝛽

(𝑖)
2 𝑡2𝑘)

]︁
при

�̂�
(𝑖)
0 = 𝑐

(𝑖)
0 − 𝑢0 и �̂�

(𝑖)
0 =

𝑐
(𝑖)
0 𝑐

(𝑖)
1 + 𝑢′0

𝑐
(𝑖)
0 − 𝑢0

.

В качестве начального приближения принимаются оценки, полученные на
предыдущих этапах:

𝑐
(0)
0 = 1.017, 𝑐

(0)
1 = 25.32, 𝑐

(0)
2 = 7.566,

�̂�(𝑖) = 333.2, 𝛽
(0)
1 = 146.0, 𝛽

(0)
2 = 37273.5

и, соответственно, �̂�(0)0 = 1.009 и �̂�(0)0 = 29.06.
В табл. 5 представлены результаты вычислений среднеквадратичных оце-

нок параметров модели (45) для каждой итерации.
Таблица 5

Оценка параметров модели (45) для каждой итерации
[Estimates of model parameters (45) for each iteration]

Iteration Estimates of model parameters
number 𝑐

(𝑖)
0 𝑐

(𝑖)
1 𝑐

(𝑖)
2 �̂�(𝑖) 𝛽

(𝑖)
1 𝛽

(𝑖)
2

0 1.017 25.32 7.566 333.2 146.0 37273.5
1 0.982 24.17 8.718 301.4 154.9 36223.5
2 0.985 24.27 8.672 312.2 151.4 37238.6
3 0.983 24.20 8.746 306.5 152.9 36763.4
4 0.984 24.23 8.716 309.5 152.1 37019.9
5 0.984 24.22 8.733 307.9 152.5 36888.9
6 0.984 24.22 8.724 308.7 152.3 36957.5
7 0.984 24.22 8.729 308.3 152.4 36922.0
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Таким образом, оценки параметров, минимизирующие среднеквадратич-
ное отклонение модели (45) от результатов эксперимента 𝑢𝑘, принимают сле-
дующие значения:

𝑐0 = 0.984, 𝑐1 = 24.22, 𝑐2 = 8.729, �̂� = 308.3, 𝛽1 = 152.4, 𝛽2 = 36922.0,

а сама математическая модель, описывающая импульс подводной ударной
волны, наблюдаемый на выходе датчика давления, имеет вид

�̂�(𝑡) =
0.984

1 + 24.22𝑡+ 8.729𝑡2
− 0.976𝑒−308.3𝑡

[︀
cos(152.4𝑡+ 36922.0𝑡2)+

+ 28.08 sin(152.4𝑡+ 36922.0𝑡2)
]︀
. (46)

При оценке адекватности модели (46) результатам эксперимента 𝑢𝑘,
𝑘 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁 − 1, можно воспользоваться величиной остаточной суммы
квадратов

𝑄res = ‖𝑢− �̂�‖2 =
𝑁−1∑︁
𝑘=0

(𝑢𝑘 − �̂�𝑘)
2 = 0.231, 𝑠2res = 0.00013,

что в относительных единицах составляет ‖𝑢−�̂�‖
‖𝑢‖ · 100% = 5.3%.

График зависимости (46) представлен на рис. 7.
Выделяя из формулы (46) составляющую, описывающую монотонный спад

давления на выходе датчика, получаем математическую модель вида

𝑦(𝑡) =
0.984

1 + 24.22𝑡+ 8.729𝑡2
. (47)

Рис. 7. Экспериментальные данные и кривая зависимости, построенная на основе матема-
тической модели (46), аппроксимирующей импульс подводной ударной волны

[Fig. 7. Experimental data dependence curve which approximates the impulse underwater
shock wave built on the basis of the mathematical model (46)]
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С учетом параметров построенной модели (47) вычислим энергию импуль-
са ударной волны:

𝐽0.95 = 0.95𝐽∞.

Интеграл 𝐽∞ на бесконечном промежутке 𝑡 ∈ [0,∞) вычисляется по форму-
ле (40):

𝐽∞ = 0.0370.

Отсюда
𝐽0.95 = 0.95 · 0.0370 = 0.0352.

Длительность импульса 𝑡0.95 ударной волны с энергией 𝐽0.95 = 0.0352,
найденная в соответствии с формулой (42) и описанным выше алгоритмом,
составляет величину 𝑡0.95 = 0.420 мсек.

Проведен сравнительный анализ математических моделей (43) и (47), ап-
проксимирующих спад избыточного давления, где модель (43) была построе-
на на первом шаге алгоритма идентификации импульса ударной волны, когда
решалась задача предварительной оценки параметров. Результаты сравнения
систематизированы в табл. 6.

Таблица 6
Сравнительный анализ математических моделей (43) и (47) [Comparative

analysis of mathematical models (43) and (47)]
Mathematical models which approximate the overpressure

decrease at the outlet of the pressure sensor

The model (43) The model (47)

The model equation 𝑦(𝑡) =
1.017

1 + 25.32𝑡+ 7.566𝑡2
𝑦(𝑡) =

0.984

1 + 24.22𝑡+ 8.729𝑡2

The residual sum of
squares for a model
deviation from test re-
sults 𝑡 ∈ [0.032; 0.637]

𝑄res = 0.0172, 5.4% 𝑄res = 0.0169, 5.3%

Energy and duration 𝐽∞ = 0.0383, 𝐽∞ = 0.0370,
of a shock wave 𝐽0.95 = 0.0364, 𝐽0.95 = 0.0352,

𝑡0.95 = 0.428 msec 𝑡0.95 = 0.420 msec

По результатам сравнения можно сделать вывод о статистической эквива-
лентности обеих моделей. Различие в результатах вычисления основных па-
раметров модели импульса подводной ударной волны не превышает 5%, что
соизмеримо с естественным разбросом данных эксперимента относительно
построенных моделей. Поэтому при оценке основных информативных харак-
теристик импульса ударной волны — максимального избыточного давления
и энергии импульса в первом приближении можно использовать достаточно
простой алгоритм построения математической модели, описывающий моно-
тонный спад избыточного давления на выходе датчика.

Заключение. В данной работе разработаны и описаны алгоритмы по-
строения математических моделей импульса подводной ударной волны, а так-
же алгоритмы методов нелинейного оценивания параметров этих моделей на
основе результатов натурных испытаний.
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Приведены результаты численно-аналитических исследований и сравни-
тельный анализ помехозащищенности и быстродействия различных алгорит-
мов нелинейного оценивания параметров математических моделей подводной
ударной волны.

На основе анализа данных натурного эксперимента построена матема-
тическая модель датчика давления в форме линейного дифференциального
оператора второго порядка с переменными коэффициентами, а также модель
в виде импульсной характеристики. Описана область применения этих моде-
лей.

Разработан и описан алгоритм численного метода построения математи-
ческой модели импульса подводной ударной волны, наблюдаемого на выходе
датчика давления, учитывающей инерционные свойства датчика давления.

Разработан и реализован численный метод оценки энергии импульса удар-
ной волны на основе результатов эксперимента в форме осциллограммы из-
быточного давления, полученной при натурных испытаниях, как на беско-
нечном промежутке времени, так и при заданной длительности импульса.

Приведены результаты апробации разработанных численных методов ма-
тематического моделирования импульса подводной ударной волны при об-
работке результатов эксперимента при взрыве 500 грамм пластита, которые
вместе с результатами численно-аналитических исследований подтверждают
достоверность и эффективность представленных в работе алгоритмов вычис-
лений и методов нелинейного оценивания.
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Abstract

The article deals with the construction of a mathematical model of the
underwater shock wave pulse based on the results of the experiment and
numerical and analytical scientific research. The results of the development
and comparative analysis of various numerical methods for nonlinear esti-
mation of the parameters of this model are presented. A numerical method
is proposed for estimating the pulse energy of a shock wave based on the
experimental results in the form of an overpressure waveform both over an
infinite period of time and at a given pulse duration. The results of testing
the developed numerical methods for mathematical modeling of the under-
water shock wave pulse when processing the results of the experiment at
the explosion of model charge are presented. The reliability and efficiency
of the computational algorithms and numerical methods of nonlinear es-
timation presented in this paper is confirmed by the results of numerical
and analytical studies and mathematical models constructed on the basis of
experimental data.

Keywords: underwater shock wave pulse, mathematical model, nonlinear
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