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Термомеханические состояния
гиротропных микрополярных тел

Е. В. Мурашкин, Ю. Н. Радаев
Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского РАН,
Россия, 119526, Москва, просп. Вернадского, 101, корп. 1.

Аннотация
Статья посвящена вопросам моделирования процессов теплопровод-

ности в микрополярных телах, термомеханические состояния которых
реагируют на зеркальные отражения трехмерного пространства. По-
строен новый вариант теории теплопроводности, в рамках которого теп-
ловой поток оказывается псевдовектором алгебраического веса +1, по-
добным псевдовектору спинорных перемещений. С этим вариантом тео-
рии связаны определяющие псевдоинварианты нечетного отрицатель-
ного веса (например, коэффициент теплопроводности и теплоемкость).
Этой цели удалось достичь, выбрав естественные элементы объема и пло-
щади в виде псевдоинвариантов веса −1. Для представления трансляци-
онных перемещений использовался абсолютный контравариантный век-
тор, а для спинорных перемещений фиксировался контравариантный
псевдовектор веса +1. В результате тепловой поток, тензор силовых
напряжений, плотность массы и теплоемкость оказываются псевдотен-
зорными величинами нечетного веса. В качестве термодинамического
потенциала используется свободная энергия Гельмгольца, отнесенная
к единице естественного элемента объема, а функциональными аргумен-
тами выступают: температура, симметричные части и сопутствующие
векторы линейного асимметричного тензора деформаций и псевдотен-
зора изгиба–кручения. Обсуждается принцип абсолютной инвариантно-
сти абсолютной термодинамической температуры. Получено нелинейное
уравнение теплопроводности и выполнена его линеаризация.

Ключевые слова: теплопроводность, микрополярность, тензорный эле-
мент объема, псевдовектор потока тепла, псевдотензор, зеркальное от-
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ражение, полуизотропное тело, гиротропное тело, абсолютная термоди-
намическая температура, правило баланса весов.

Получение: 9 сентября 2023 г. / Исправление: 10 ноября 2023 г. /
Принятие: 13 декабря 2023 г. / Публикация онлайн: 26 декабря 2023 г.

1. Введение и предварительные сведения. Конструкционные мета-
материалы и биокомпозиты обладают сложной микроструктурой [1–3]. Зача-
стую микро- и наноструктурные состояния таких материалов оказываются
чувствительными к преобразованиям трехмерного пространства, меняющим
его ориентацию на противоположную (с левой на правую и, наоборот, с пра-
вой на левую). Моделирование термомеханического отклика указанных мате-
риалов следует выполнять средствами теорий микрополярной термомехани-
ки. Фундаментальным определяющим параметром, характеризующим мик-
роструктурные особенности материала, в таких теориях является характер-
ная микродлина 𝐿1 [4–6], связанная с характерным размером микрострук-
туры (гранулы, волокна, соты, диполи жидких кристаллов, полимерные мо-
лекулы и т.д.). При этом в стандартных длинах: для макромеханики следу-
ет положить 𝐿 ∼ 1, для микромеханики —𝐿 ∼ 10−6, а для наномеханики —
𝐿 ∼ 10−9. Важно отметить, что характерная микродлина микрополярной тео-
рии 𝐿— важнейший из модулей, которому может быть естественным образом
приписан алгебраический вес, т.е. ее можно трактовать как определяющий
псевдоскаляр, реагирующий на изменение ориентации координатного базиса.

В работах [7–11] было показано, что характерная микродлина 𝐿 является
ковариантно постоянным псевдоскаляром веса −1, чувствительным к преоб-
разованиям зеркального отражения, что в свою очередь можно вывести из
условия ковариантного постоянства:

∇𝑠

[−1]

𝐿 = 0,

откуда немедленно следует
[−1]

𝐿 =
[−1]

1 𝐿.

Определение псевдоскалярной единицы
[−1]

1 будет дано в следующем разделе
настоящей статьи.

Несмотря на то, что аппарат алгебры и анализа псевдотензоров достаточ-
но хорошо развит [12–19], подавляющее большинство математических теорий
разрабатывается в терминах абсолютных тензоров [20–24] и лишь сравни-
тельно малое число публикаций посвящено описанию в рамках псевдотен-
зорного формализма [7–11].

Построение теорий микрополярной термоупругости следует начинать
с выбора тензорных измерений элементарных объемов и площадей. Такой
выбор существенным образом влияет на алгебраический вес, приписываемый
основным характеристикам микро-, нано- термомеханических состояний мик-
рополярного континуума. Например, при выборе дублетного элемента объема

1В работах Нейбера [5, 6] характерная микродлина обозначалась 𝑙.
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и соответствующего элемента площади тензор силовых напряжений оказы-
вается псевдотензором отрицательного веса −1, тензор моментных напряже-
ний — псевдотензором отрицательного веса −2, тепловой поток — псевдовек-
тором алгебраического веса −1, массовая плотность — псевдоскаляром алгеб-
раического веса −1, что было продемонстрировано в работе [25]. В настоящей
работе для измерения элементарных объемов и площадей использованы есте-
ственные элементы объема и площади. Как было показано ранее [13, 26, 27],
в этом случае тензор силовых напряжений оказывается псевдотензором поло-
жительного алгебраического веса +1. Отметим, что использование естествен-
ных элементов объема характерно для вариационных функционалов физиче-
ских теорий поля [28, 29]. Несмотря на то, что тензорные элементы объема
и площади в 𝑁 -мерном пространстве наиболее просто задаются в терминах
псевдотензоров [30, 31], описание обычно проводится с использованием фор-
мализма кососимметричных дифференциальных форм [32–34], существенно
искажающих очевидные свойства указанных объектов и их псевдотензорную
природу.

Другим фундаментальным аспектом разрабатываемой теории, на кото-
рый следует обратить внимание, является задание кинематики микрополяр-
ного тела, базирующейся на одной из трех знаменитых теорем Шаля [35]. Из
трех теорем Шаля, по существу, только вторая применялась в формулиров-
ках основных положений линейной микрополярной теории упругости [20–24].
Литературный поиск показывает скудность информации об использовании
при математическом моделировании микрополярного континуума винтовой
(третьей) теоремы Шаля, в которой кинематика микрополярного тела пред-
ставляется как скользящий поворот. В конвенциональных микрополярных
теориях упругости и термоупругости [20–24] обычно оперируют двумя неза-
висимыми полями трансляционных и спинорных перемещений (микропово-
ротов), последнее из которых наиболее просто задается псевдовектором. Воз-
можны различные способы задания псевдовектора спинорных перемещений.
В частности, представлению с помощью контравариантного псевдовектора
[+1]

𝜑 𝑘 положительного веса +1 посвящены работы [7–10], а моделям микро-

полярных тел, в которых использовался ковариантный псевдовектор
[−1]

𝜑 𝑘 от-
рицательного веса −1, посвящены работы [11,36]. Указанные псевдовекторы
легко преобразуются к абсолютным векторам спинорных перемещений 𝜑𝑘

(или 𝜑𝑘).
В настоящей статье обсуждаются вопросы моделирования процессов теп-

лопроводности в микро- и наноструктурных телах, термомеханические со-
стояния которых могут быть сенсибилизированы к зеркальным отражениям
трехмерного пространства. Построен новый вариант теории теплопроводно-
сти, в рамках которого тепловой поток оказывается псевдовектором алгебра-
ического веса +1, подобным псевдовектору спинорных перемещений. Сфор-
мулирован принцип абсолютной инвариантности абсолютной температуры,
следующий из определения и строгой положительности, что демонстрирует
свойство неизменности поля температуры при зеркальных отражениях трех-
мерного пространства и невозможность приписать этому фундаментальному
физическому полю ненулевой алгебраический вес.

Во втором разделе статьи приводятся минимально необходимые для по-
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нимания статьи сведения и понятия из алгебры псевдотензоров и многомер-
ной геометрии. Вводятся псевдоскалярные единицы. Обсуждается правило
баланса весов (the weights balance rule).

В третьем разделе обсуждаются понятия элементарных псевдотензорных
объемов в 𝑁 -пространстве. Приводятся определения естественного и дублет-
ного элементов объема. Устанавливаются соотношения, связывающие контра-
и ковариантные тензорные элементы объема.

В четвертом разделе результаты, полученные в предыдущем разделе ста-
тьи, проецируются на трехмерный случай. Подробно обсуждаются двумер-
ные элементы площади и их пространственные ориентации. Приводятся со-
отношения, связывающие псевдовекторные и псевдоскалярные элементы пло-
щади.

В пятом разделе статьи обсуждаются вопросы распространения тепла в
микро- и наноструктурных телах, чувствительных к преобразованиям, меня-
ющим ориентацию пространства. Обсуждается процедура, позволяющая при-
писать вектору теплового потока нечетный алгебраический вес. После этого
вычисляются алгебраические веса массовой плотности, тензоров силовых и
моментных напряжений, а также сопутствующих им векторов.

В шестом разделе сформулирован фундаментальный принцип абсолют-
ной инвариантности абсолютной температуры.

Седьмой, заключительный раздел статьи, посвящен выводу уравнения
теплопроводности и определяющих уравнений для микро- и наноструктур-
ных тел, чувствительных к преобразованиям, меняющим ориентацию трех-
мерного пространства. Продемонстрировано, что для гиротропных упругих
микрополярных тел тензор теплопроводности и теплоемкость сводятся к псев-
доскалярам нечетного веса, реагирующим на изменение ориентации простран-
ства на противоположную.

2. Псевдотензоры в 𝑁-мерном пространстве. Здесь и далее будем
использовать терминологию и понятия современной геометрии и тензорного
анализа [15, 38]. В дальнейшем изложении, где это не очевидно, сверху кор-
невого символа псевдотензора в квадратных скобках будем отмечать его вес,
а снизу в круглых скобках его ранг. Нулевой вес абсолютных тензоров и веса
некоторых фундаментальных псевдотензоров в обозначениях отражаться не
будут. Рассмотрим 𝑁 -мерное евклидово пространство.

Фундаментальными объектами многомерной геометрии ориентируемых
пространств, связанными с ориентацией локальных базисов, являются сим-
волы перестановок:

[−1]
𝜖 ℎ1ℎ2...ℎ𝑁

=
[+1]
𝜖 𝑘1𝑘2...𝑘𝑁 . (1)

Отметим, что равенство (1) нарушает принятые в псевдотензорной алгеб-
ре соглашения о балансе индексов и весов псевдотензоров. Кроме того, для
символов перестановок требуются специальные правила жонглирования ин-
дексами:

𝜖ℎ1ℎ2...ℎ𝑁
= 𝑒−2𝑔ℎ1𝑘1𝑔ℎ2𝑘2 · · · 𝑔ℎ𝑁𝑘𝑁 𝜖

𝑘1𝑘2...𝑘𝑁 . (2)
Введем в 𝑁 -мерном пространстве ковариантный базис 𝚤

1
, 𝚤
2

. . . , 𝚤
𝑁

. Косое

произведение векторов базиса [38]

⌈𝚤
1
, 𝚤
2
, . . . , 𝚤

𝑁
⌋ = 𝑒 (3)
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позволяет ввести понятие фундаментального ориентирующего псевдоскаляра
𝑒 и тем самым разделить локальные базисные системы на право- и лево-
ориентированные.

В трехмерном пространстве фундаментальный ориентирующий псевдо-
скаляр веса +1 (3) и две псевдоскалярные единицы определим согласно [36]:

𝑒 = 𝚤
1
· (𝚤

2
× 𝚤

3
),

[+1]

1 = 𝑒,
[−1]

1 = 𝑒−1. (4)

Отметим, что знак псевдоскалярной единицы в (4) определяет ориента-

цию координатных систем, т.е. для правоориентированных —
[+1]

1 > 0, для

левоориентированных —
[+1]

1 < 0.
Кроме того, целые степени псевдоскалярных единиц ковариантно посто-

янны, т.е.

∇𝑘

[±g]

1 =
[±g]

0 ,

где ∇𝑘 — оператор ковариантного дифференцирования в метрике 𝑔𝑗𝑠.
В дальнейшем изложении припишем функции w.g.t значение веса псевдо-

тензора, на который действует эта функция. Например,

w.g.t
(︀[g]
1
)︀
= g. (5)

Псевдотензор
[g]
𝑇
(𝑛)

ℎ1ℎ2...ℎ𝑠··...·
··...·𝑘1𝑘2...𝑘𝑟 алгебраического веса g ранга 𝑛 = 𝑠+ 𝑟 с помо-

щью степеней псевдоскалярной единицы можно преобразовать к абсолютно-
му тензору того же ранга согласно

𝑇
(𝑛)

ℎ1ℎ2...ℎ𝑠··...·
··...·𝑘1𝑘2...𝑘𝑟 =

[−g]
1

[g]
𝑇
(𝑛)

ℎ1ℎ2...ℎ𝑠··...·
··...·𝑘1𝑘2...𝑘𝑟 .

В последнем равенстве выполняется правило баланса весов (the weights
balance rule) [37,39,40]. Действительно, учитывая (5), имеем

w.g.t
(︁
𝑇
(𝑛)

ℎ1ℎ2...ℎ𝑠··...·
··...·𝑘1𝑘2...𝑘𝑟

)︁
= w.g.t

(︁[−g]
1

[g]
𝑇
(𝑛)

ℎ1ℎ2...ℎ𝑠··...·
··...·𝑘1𝑘2...𝑘𝑟

)︁
= −g + g = 0.

3. Псевдоинвариантные элементы площади и объема в 𝑁 -мерном
пространстве. В 𝑁 -мерном евклидовом пространстве выберем криволиней-
ную систему координат 𝑥𝑘 (𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁). Рассмотрим погруженное в него
многообразие (поверхность) Σ размерности 𝑀 (𝑀 6 𝑁). Пусть многообразие
Σ задано его гауссовой параметризацией 𝑢𝛼 (𝛼 = 1, 2, . . . ,𝑀):

𝑥𝑘 = 𝑥𝑘(𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑀 ). (6)

В формуле (6) 𝑥𝑘 являются внешними координатами для Σ, а 𝑢𝛼 — внутрен-
ними.
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Тензорный элемент объема, следуя концепциям А. Пуанкаре [41, 42], за-
дается согласно правилу

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 =𝑀 !𝑑
1
𝑥[𝑖1𝑑

2
𝑥𝑖2 · · · 𝑑

𝑀
𝑥𝑖𝑀 ]. (7)

Здесь в квадратные скобки заключены индексы, по которым выполняется
альтернирование.

Нетрудно заметить, что формулу (7) можно представить в следующем
виде [15, см. c. 256–257]:

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑀 = 𝜖𝛼1𝛼2...𝛼𝑀𝜕𝛼1𝑥
𝑖1𝜕𝛼2𝑥

𝑖2 · · · 𝜕𝛼𝑀𝑥
𝑖𝑀det(𝑑

b
𝑢𝛾). (8)

Для случая 𝑀 = 𝑁 с учетом формулы (8) получим псевдотензорный
элемент объема:

𝑑𝜏 𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 =
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑁 [+1]
𝜖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 , (9)

где
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑁 — естественный элемент объема, представляющий собой псевдо-
скаляр веса −1, который определяется согласно

[−1]

𝑑𝜏 12...𝑁 = det(𝜕𝛼𝑥
𝑘)𝑑𝑢1𝑑𝑢2 · · · 𝑑𝑢𝑁 = 𝑑𝑥1𝑑𝑥2 · · · 𝑑𝑥𝑁 .

Опустив в формуле (9) индексы, т.е. применив правило жонглирования
индексами для символов перестановок (2), определим ковариантный тензор-
ный элемент объема в виде

𝑑𝜏𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 = 𝑒2
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑁 [−1]
𝜖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 =

[+1]

𝑑𝜏12...𝑁
[−1]
𝜖 𝑖1𝑖2...𝑖𝑁 , (10)

где
[+1]

𝑑𝜏12...𝑁 — дублетный элемент объема, представляющий собой псевдоска-
ляр веса +1.

С помощью псевдоскаляров
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑁 ,
[+1]

𝑑𝜏12...𝑁 и псевдоскалярных единиц
[∓1]

1 можно образовать абсолютный скаляр 𝑑𝜏 , являющийся инвариантным
элементом объема:

𝑑𝜏 =
[+1]

1
[−1]

𝑑𝜏 12...𝑁 =
[−1]

1
[+1]

𝑑𝜏12...𝑁 .

4. Проекция на трехмерный случай (𝑁 = 3). Рассмотрим случай
трехмерного пространства. В качестве многообразия выберем двумерную по-
верхность, заданную естественной (гауссовой) параметризацией 𝑢1, 𝑢2. Для
этого случая в формуле (8) примем 𝑁 = 3, 𝑀 = 2, откуда получим контра-
вариантный тензорный элемент площади поверхности [30,31]:

𝑑𝜏 𝑖𝑗 = 𝜖𝛼1𝛼2𝜕𝛼1𝑥
𝑖𝜕𝛼2𝑥

𝑗𝑑𝑢1𝑑𝑢2 = 2𝜕1𝑥
[𝑖𝜕2𝑥

𝑗]𝑑𝑢1𝑑𝑢2. (11)

Ковариантный тензорный элемент площади 𝑑𝜏𝑖𝑗 можно получить, опустив
индексы у 𝑑𝜏 𝑖𝑗 в (11) в соответствии с правилом жонглирования индексами
(10).
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Антисимметричным абсолютным тензорам 𝑑𝜏 𝑖𝑗 и 𝑑𝜏𝑖𝑗 сопутствуют кова-
риантный и контравариантный псевдовекторы

[−1]

𝑑𝐴𝑘 =
1

2
𝜖𝑘𝑖𝑗𝑑𝜏

𝑖𝑗 ,
[+1]

𝑑𝐴𝑘 =
1

2
𝜖𝑘𝑖𝑗𝑑𝜏𝑖𝑗 . (12)

Абсолютные векторные элементы площади поверхности можно опреде-
лить, домножив псевдовекторные элементы площади (12) на соответствую-
щую степень псевдоскалярной единицы:

𝑑𝐴𝑘 =
[+1]

1
[−1]

𝑑𝐴𝑘, 𝑑𝐴𝑘 =
[−1]

1
[+1]

𝑑𝐴𝑘. (13)

Пседоскалярные элементы площади поверхности задаются следующими
формулами:

[−1]

𝑑𝐴 = (sgn 𝑒)

√︂
𝑔𝑠𝑘

[−1]

𝑑𝐴𝑠

[−1]

𝑑𝐴𝑘,
[+1]

𝑑𝐴 = (sgn 𝑒)

√︂
𝑔𝑠𝑘

[+1]

𝑑𝐴𝑠
[+1]

𝑑𝐴𝑘. (14)

И тот и другой элемент площади (14) чувствительны к изменению ориентации
координатной системы, что обусловлено знаком фундаментального ориенти-
рующего псевдоскаляра.

Инвариантный элемент площади поверхности определяется через абсо-
лютные векторные элементы площади (13) согласно

𝑑𝐴 =
√︀
𝑑𝐴𝑘𝑑𝐴𝑘 > 0. (15)

Использовав введенные выше определения для элементов площади (14)
и (15), можно показать, что

(︀[±1]

𝑑𝐴
)︀2

=
1

2

[±2]

1 𝑑𝜏 𝑖𝑠𝑑𝜏𝑖𝑠,
(︀
𝑑𝐴

)︀2
=

1

2
𝑑𝜏 𝑖𝑠𝑑𝜏𝑖𝑠.

5. Распространение тепла в микрополярных средах. Рассмотрим
распространение тепла в средах, термомеханические характеристики кото-
рых проявляют чувствительность к зеркальным отражениям и инверсиям
трехмерного евклидова пространства. Как отмечалось ранее, выбор тензор-
ных элементов объема и площади существенным образом влияет на алгебраи-
ческий вес, приписываемый основным характеристикам микро- и нанострук-
турных термомеханических состояний микрополярного континуума. Основы-
ваясь на результатах предыдущих разделов настоящей статьи, следует отме-
тить, что существует три варианта развития микрополярной термоупругости,

различающихся элементарными объемами: 𝑑𝜏,
[+1]

𝑑𝜏 ,
[−1]

𝑑𝜏 . Их можно определить
следующей диаграммой весов элементарных объемов, элементарных площа-
дей, тепловых потоков, коэффициентов теплопроводности и теплоемкостей:

(1) 𝑑𝜏 𝑑𝐴 ℎ𝑘 𝜆 𝑐

(2)
[+1]

𝑑𝜏
[+1]

𝑑𝐴
[−1]

ℎ 𝑘
[−1]

𝜆
[−1]
𝑐

(3)
[−1]

𝑑𝜏
[−1]

𝑑𝐴
[+1]

ℎ 𝑘
[+1]

𝜆
[+1]
𝑐
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Эта диаграмма отражает возможную чувствительность теплоемкости к пре-
образованиям, меняющим ориентацию пространства, в теориях, развиваемых
в терминах псевдоинвариантных элементов объема и площади.

Здесь и далее примем для измерения элементарных площадей и объемов
псевдоинвариантные (естественные) элементы:

[−1]

𝑑𝐴,
[−1]

𝑑𝐴𝑘,
[−1]

𝑑𝜏 . (16)

Количество тепла 𝑄, поступающее через фиксированную замкнутую по-
верхность 𝜕 в единицу времени, с учетом (16) будет определяться соотноше-
нием

𝑄 =

∮︁
𝜕

[+1]

ℎ 𝑘𝑛𝑘
[−1]

𝑑𝐴 =

∮︁
𝜕

[+1]

ℎ 𝑘
[−1]

𝑑𝐴𝑘, (17)

где
[+1]

ℎ 𝑘 — псевдовектор потока тепла, 𝑛𝑘 — единичный вектор внешней нор-
мали к поверхности 𝜕 (абсолютный вектор [26,43]).

Баланс весов в (17) базируется на фундаментальном утверждении

w.g.t (𝑄) = 0,

означающем невозможность приписать какой бы то ни было целый алгебра-
ический вес количеству тепла 𝑄. Отсюда немедленно следует, что

w.g.t
(︀[+1]

ℎ 𝑘
[−1]

𝑑𝐴𝑘

)︀
= 0.

Важно отметить, что в этом случае вектор потока тепла оказывается псевдо-
вектором положительного веса +1.

Правило баланса весов позволяет заключить, что для алгебраических ве-
сов плотности 𝜌, псевдотензора силовых 𝑡𝑖𝑘 и тензора моментных 𝜇𝑖··𝑘 напря-
жений справедливы равенства

w.g.t (𝜌) = +1, w.g.t (𝑡𝑖𝑘) = +1, w.g.t (𝜇𝑖··𝑘) = 1− 1 = 0. (18)

Для ассоциированных (сопутствующих) векторов силовых напряжений 𝜏𝑖
и псевдовектора моментных напряжений

[+1]
𝜇 𝑖, учитывая (18), имеем

2𝜏𝑖 = −𝜖𝑖𝑗𝑘
[+1]
𝑡 [𝑗𝑘], 2

[+1]
𝜇 𝑖 = 𝜖𝑖𝑘𝑠𝜇[𝑘𝑠],

что подтверждается выполнением равенств

w.g.t (𝜏𝑖) = w.g.t (𝜖𝑖𝑗𝑘
[+1]
𝑡 [𝑗𝑘]) = −1 + 1 = 0,

w.g.t (
[+1]
𝜇 𝑖) = w.g.t (𝜖𝑖𝑘𝑠𝜇[𝑘𝑠]) = 1 + 0 = +1.
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6. Принцип абсолютной инвариантности абсолютной температу-
ры в термомеханике. В этом разделе работы рассматривается абсолютная
термодинамическая температура с целью решения вопроса о возможности
приписать ей целый алгебраический вес, т.е. рассматривать ее как псевдоин-
вариант.2 В качестве термодинамического потенциала сначала выберем внут-
реннюю энергию 𝑢 как функцию термодинамических переменных состояния:

𝑢 = 𝑢(𝜖(𝑘𝑙),
[+1]
𝜅 (𝑘𝑙),

[+1]
𝜙 𝑖, 𝜅𝑖, 𝑠).

Чертой сверху будем в дальнейшем обозначать потенциалы состояния. Здесь
в качестве термодинамических переменных, кроме энтропии, выбраны сим-
метричные части асимметричного тензора деформаций и тензора изгиба-кру-
чения:

𝜖(𝑘𝑙) = ∇(𝑘𝑢𝑙) =
1

2
(∇𝑘𝑢𝑙+∇𝑙𝑢𝑘),

[+1]
𝜅 (𝑘𝑙) = ∇(𝑘

[+1]

𝜑 𝑙) =
1

2
(∇𝑘

[+1]

𝜑 𝑙+∇𝑙

[+1]

𝜑 𝑘), (19)

а также сопутствующие псевдовектор и вектор:

[+1]
𝜙 𝑖 = −1

2
𝜖𝑖𝑘𝑙𝜖[𝑘𝑙], 𝜅𝑖 =

1

2
𝜖𝑖𝑘𝑙

[+1]
𝜅 [𝑘𝑙]. (20)

Абсолютная температура 𝜃 в термомеханике сплошных сред определяет-
ся как функция параметров термодинамического состояния и вычисляется
как частная производная потенциальной функции (внутренней энергии 𝑢) по
энтропии 𝑠:

𝜃 =
𝜕𝑢(𝜖(𝑘𝑙),

[+1]
𝜅 (𝑘𝑙),

[+1]
𝜙 𝑖, 𝜅𝑖, 𝑠)

𝜕𝑠
. (21)

Для наших целей удобно использовать плотности в расчете на единицу
объема:

𝑆 = 𝜌𝑠, 𝑈 = 𝜌𝑢.

Тогда формула (21) преобразуется к виду

𝜃 =
𝜕𝑈(𝜖(𝑘𝑙),

[+1]
𝜅 (𝑘𝑙),

[+1]
𝜙 𝑖, 𝜅𝑖, 𝑆)

𝜕𝑆
.

Кроме того, следует принимать во внимание фундаментальное термодинами-
ческое неравенство

inf 𝜃 > 0,

постулирующее как положительность абсолютной температуры,3 так и невоз-
можность достичь абсолютного нуля ни при каком допустимом термодина-
мическом процессе.

2В классической термомеханике континуума абсолютная термодинамическая темпера-
тура 𝜃 — всегда абсолютный инвариант, не зависящий ни от поворотов ни от зеркальных
отражений пространства.

3Положительность абсолютной температуры может быть доказана исходя из канониче-
ского распределения Гиббса для ансамбля элементарных термодинамических систем.
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Из определения (21) видно, что независимо от выбора веса элементарного
объема, веса плотности внутренней энергии и веса плотности энтропии4

w.g.t (𝜃) = w.g.t (𝑈)− w.g.t (𝑆) = 0.

Отсюда немедленно следует фундаментальное утверждение, что абсолютная
температура является абсолютным инвариантом, сохраняющим неизменным
свое значение при поворотах и отражениях пространства, что показывает
принципиальную нереализуемость приписывания какого бы то ни было ал-
гебраического веса абсолютной термодинамической температуре. Последнее
обстоятельство обусловлено различной природой внутренней энергии (адди-
тивность) и температуры (неаддитивность).

7. Уравнение теплопроводности и определяющие уравнения для
гиротропных микрополярных тел. Учитывая (18) и правило баланса ве-
сов, псевдоскалярное уравнение баланса энтропии в рамках развиваемой схе-
мы исследования можно записать в виде

[+1]
𝜌 �̇� = −∇𝑗

[+1]

𝐽 𝑗 +
[+1]
𝜌 𝜎 +

[+1]
𝜌 𝜉, (22)

где
[+1]

𝐽 𝑗 — псевдовектор потока энтропии, 𝜉 — неконтролируемое производ-
ство энтропии (в единицу времени в расчете на единицу массы), 𝜎— контро-
лируемое производство энтропии (в единицу времени в расчете на единицу
массы). Отметим, что 𝑠, 𝜉 и 𝜎 являются абсолютными скалярами, т.е. не ме-
няются при любых преобразованиях пространства. В дальнейшем изложении
будем полагать отсутствие лучистого тепла, т.е. 𝜎 = 0.

При этом для энтропии справедливо следующее соотношение:

𝑠 = −𝜕𝜓
𝜕𝜃
.

Здесь в качестве термодинамического потенциала выбрана свободная энергия
Гельмгольца 𝜓 в расчете на единицу массы как функция термодинамических
переменных состояния:

𝜓 = 𝜓(𝜖(𝑘𝑙),
[+1]
𝜅 (𝑘𝑙),

[+1]
𝜙 𝑖, 𝜅𝑖, 𝜃). (23)

В дальнейшем удобно ввести следующие обозначения:

[+1]

𝑆 =
[+1]
𝜌 𝑠,

[+1]

Ψ =
[+1]
𝜌 𝜓,

[+1]

Ξ =
[+1]
𝜌 𝜉. (24)

Тогда приведенное уравнение баланса энергии с учетом (19), (20), (23) в обо-
значениях (24) примет вид

− (𝜕·
[+1]

Ψ +
[+1]

𝑆 𝜕·𝜃) +
[+1]
𝑡 (𝑖𝑗)𝜕·𝜖(𝑖𝑗) + 𝜇(𝑖𝑘)𝜕·

[+1]
𝜅 (𝑖𝑘)

+ 𝜏𝑖𝜕·
[+1]
𝜙 𝑖 +

[+1]
𝜇 𝑖𝜕·𝜅𝑖 − 𝜃−1

[+1]

ℎ 𝑖∇𝑖𝜃 =
[+1]

Ξ 𝜃.

4В данном контексте подразумевается, что плотности берутся в расчете на единицу
объема.
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Здесь 𝜕· — производная по времени при фиксированных координатах 𝑥𝑘.
В приближении малых деформаций мы считаем �̇� = 𝜕·𝑎.

Следствием второго закона термодинамики для гиротропных микропо-
лярных тел, чувствительных к зеркальным отражениям трехмерного про-
странства, являются определяющие псевдотензорные уравнения:

[+1]
𝑡 (𝑖𝑗) =

𝜕
[+1]

Ψ

𝜕𝜖(𝑖𝑗)
, 𝜇(𝑖𝑘) =

𝜕
[+1]

Ψ

𝜕
[+1]
𝜅 (𝑖𝑘)

,

𝜏𝑖 =
𝜕
[+1]

Ψ

𝜕
[+1]
𝜙 𝑖

,
[+1]
𝜇 𝑖 =

𝜕
[+1]

Ψ

𝜕𝜅𝑖
,

[+1]

𝑆 = −𝜕
[+1]

Ψ

𝜕𝜃
,

[+1]

𝐽 𝑗 =
[+1]

𝐽 𝑗(∇𝑘 ln 𝜃).

(25)

Для неконтролируемого производства энтропии справедлива следующая
цепочка равенств:

[+1]

Ξ = −𝜃−2
[+1]

ℎ 𝑗∇𝑗𝜃 = −𝜃−1
[+1]

𝐽 𝑗∇𝑗𝜃 = −
[+1]

𝐽 𝑗(∇𝑘 ln 𝜃)∇𝑗 ln 𝜃.

Нелинейное уравнение теплопроводности получим подстановкой опреде-
ляющих уравнений (25) в уравнение баланса энтропии (22), учитывая

𝜃
[+1]

𝐽 𝑗 =
[+1]

ℎ 𝑗 .

В силу абсолютной инвариантности температуры веса потока тепла и энтро-
пии совпадают.

В итоге получим

𝜕
[+1]

𝑆

𝜕𝜖(𝑖𝑗)
𝜕·𝜖(𝑖𝑗) +

𝜕
[+1]

𝑆

𝜕
[+1]
𝜅 (𝑖𝑘)

𝜕·
[+1]
𝜅 (𝑖𝑘) +

𝜕
[+1]

𝑆

𝜕
[+1]
𝜙 𝑖

𝜕·
[+1]
𝜙 𝑖 +

+
𝜕
[+1]

𝑆

𝜕𝜅𝑖
𝜕·𝜅𝑖 +

𝜕
[+1]

𝑆

𝜕𝜃
𝜕·𝜃 = −𝜃−1∇𝑗

[+1]

ℎ 𝑗 . (26)

Примем линеаризованную по функциональным аргументам свободную
энергию Гельмгольца для анизотропного микрополярного термоупругого кон-
тинуума в виде

[+1]

Ψ =
[+1]

𝐸
I

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚)𝜖(𝑖𝑘)𝜖(𝑙𝑚) +
[−1]

𝐸
II

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚)[+1]
𝜅 (𝑖𝑘)

[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) +

+ 𝐸
III

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚)𝜖(𝑖𝑘)
[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) + 𝐸

IV

(𝑖𝑘)·
·𝑙 𝜖(𝑖𝑘)

[+1]
𝜙 𝑙 +

[−1]

𝐸
V

(𝑖𝑘)·
·𝑙

[+1]
𝜅 (𝑖𝑘)

[+1]
𝜙 𝑙 +
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+
[+1]

𝐸
VI

(𝑖𝑘)𝑙𝜖(𝑖𝑘)𝜅𝑙 + 𝐸
VII

(𝑖𝑘)𝑙[+1]
𝜅 (𝑖𝑘)𝜅𝑙 +

[−1]

𝐸
VIII

(𝑖𝑙)

[+1]
𝜙 𝑖[+1]

𝜙 𝑙 +
[+1]

𝐸
IX

(𝑖𝑙)𝜅𝑖𝜅𝑙 +

+ 𝐸
X

·𝑙
𝑖·
[+1]
𝜙 𝑖𝜅𝑙 +

[+1]

𝐸
XI

(𝑖𝑘)𝜖(𝑖𝑘)𝜃 + 𝐸
XII

(𝑖𝑘)[+1]
𝜅 (𝑖𝑘)𝜃 +

+ 𝐸
XIII

𝑖
[+1]
𝜙 𝑖𝜃 +

[+1]

𝐸
XIV

𝑖𝜅𝑖𝜃 +
[+1]

𝐸
XV
𝜃2, (27)

где
[+1]

𝐸
I

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚),
[−1]

𝐸
II

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚), 𝐸
III

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚), 𝐸
IV

(𝑖𝑘)·
·𝑙 ,

[−1]

𝐸
V

(𝑖𝑘)·
·𝑙 ,

[+1]

𝐸
VI

(𝑖𝑘)𝑙, 𝐸
VII

(𝑖𝑘)𝑙,
[−1]

𝐸
VIII

(𝑖𝑙),
[+1]

𝐸
IX

(𝑖𝑙),

𝐸
X

·𝑙
𝑖·,

[+1]

𝐸
XI

(𝑖𝑘), 𝐸
XII

(𝑖𝑘), 𝐸
XIII

𝑖,
[+1]

𝐸
XIV

𝑖,
[+1]

𝐸
XV

— определяющие тензоры и псевдотензоры
анизотропного микрополярного термоупругого континуума, 𝜃 → 𝜃− 𝜃0 — ма-
лый температурный инкремент (считается малой первого порядка), 𝜃0 — ре-
ференциальная температура.

Определяющие уравнения (25), соответствующие квадратичной форме
свободной энергии Гельмгольца (27), принимают вид⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

[+1]
𝑡 (𝑖𝑘) = 2

[+1]

𝐸
I

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚)𝜖(𝑙𝑚) + 𝐸
III

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚)[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) + 𝐸

IV

(𝑖𝑘)·
·𝑙

[+1]
𝜙 𝑖 +

[+1]

𝐸
VI

(𝑖𝑘)𝑙𝜅𝑙 +
[+1]

𝐸
XI

(𝑖𝑘)𝜃,

𝜇(𝑖𝑘) = 2
[−1]

𝐸
II

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚)[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) + 𝐸

III

(𝑙𝑚)(𝑖𝑘)𝜖(𝑙𝑚) +
[−1]

𝐸
V

(𝑖𝑘)𝑙[+1]
𝜙 𝑙 + 𝐸

VII

(𝑖𝑘)𝑙𝜅𝑙 + 𝐸
XII

(𝑖𝑘)𝜃,

𝜏𝑖 = 2
[−1]

𝐸
VIII

(𝑖𝑙)

[+1]
𝜙 𝑙 + 𝐸

X

·𝑙
𝑖·𝜅𝑙 + 𝐸

IV

(𝑙𝑚)·
· · 𝑖 𝜖(𝑙𝑚) + 𝐸

V

(𝑙𝑚)·
· · 𝑖 𝜅(𝑙𝑚) + 𝐸

XIII
𝑖 𝜃,

[+1]
𝜇 𝑖 = 2

[+1]

𝐸
IX

(𝑖𝑙)𝜅𝑙 + 𝐸
X

·𝑖
𝑙·
[+1]
𝜙 𝑙 +

[+1]

𝐸
VI

(𝑙𝑚)𝑖𝜖(𝑙𝑚) + 𝐸
VII

(𝑙𝑚)𝑖[+1]
𝜅 (𝑙𝑚) +

[+1]

𝐸
XIII

𝑖 𝜃,

[+1]

𝑆 = −
[+1]

𝐸
XI

(𝑖𝑘)𝜖(𝑖𝑘) − 𝐸
XII

(𝑖𝑘)[+1]
𝜅 (𝑖𝑘) − 𝐸

XIII
𝑖
[+1]
𝜙 𝑖 −

[+1]

𝐸
XIV

𝑖𝜅𝑖 −
[+1]

𝐸
XV
𝜃.

(28)

В качестве закона теплопроводности примем линейный закон Фурье

[+1]

ℎ 𝑘 = −
[+1]

𝐸
XVI

𝑘𝑖∇𝑖𝜃, (29)

где
[+1]

𝐸
XVI

𝑘𝑖 — псевдотензор коэффициентов теплопроводности. Отметим, что

в (29) компоненты псевдотензора коэффициентов теплопроводности
[+1]

𝐸
XVI

𝑘𝑖, во-
обще говоря, проявляют чувствительность к зеркальным отражениям и ин-
версиям трехмерного пространства.

После линеаризации уравнения теплопроводности (26) с учетом (28) и (29)
окончательно получим

[+1]

𝐸
XI

(𝑖𝑗)𝜕·𝜖(𝑖𝑗) + 𝐸
XII

(𝑖𝑗)𝜕·
[+1]
𝜅 (𝑖𝑗) + 𝐸

XIII
𝑖𝜕·

[+1]
𝜙 𝑖 +

+
[+1]

𝐸
XIV

𝑖𝜕·𝜅𝑖 + 𝜃−1
0

[+1]

𝐶 𝜕·𝜃 = 𝜃−1
0

[+1]

𝐸
XVI

𝑗𝑠∇𝑗∇𝑠𝜃,
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где
[+1]

𝐶 =
[+1]
𝜌 𝑐, 𝑐— теплоемкость в расчете на единицу массы (specific heat).

Для гиротропного микрополярного термоупругого тела определяющие
тензоры и псевдотензоры четвертого ранга примут вид [44]:

[+1]

𝐸
I

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚) =
[+1]

𝐴
I
𝑔𝑖𝑘𝑔𝑙𝑚 +

[+1]

𝐶
I
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑘𝑚,

[−1]

𝐸
II

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚) =
[−1]

𝐴
II
𝑔𝑖𝑘𝑔𝑙𝑚 +

[−1]

𝐶
II
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑘𝑚,

𝐸
III

(𝑖𝑘)(𝑙𝑚) = 𝐴
III
𝑔𝑖𝑘𝑔𝑙𝑚 + 𝐶

III
𝑔𝑖𝑙𝑔𝑘𝑚;

(30)

определяющие тензоры и псевдотензоры третьего и первого ранга равны ну-
лю:

𝐸
IV

(𝑖𝑘)·
·𝑙 =

[−1]

𝐸
V

(𝑖𝑘)·
·𝑙 =

[+1]

𝐸
VI

(𝑖𝑘)𝑙 = 𝐸
VII

(𝑖𝑘)𝑙 = 𝐸
XIII

𝑖 =
[+1]

𝐸
XIV

𝑖 = 0;

определяющие тензоры и псевдотензоры второго ранга оказываются шаро-
выми:

[−1]

𝐸
VIII

(𝑖𝑙) =
[−1]

𝐵
VIII

𝑔𝑖𝑙,
[+1]

𝐸
IX

(𝑖𝑙) =
[+1]

𝐵
IX
𝑔𝑖𝑙, 𝐸

X

·𝑙
𝑖· = 𝐵

X
𝑔 ·𝑙
𝑖·,

[+1]

𝐸
XI

(𝑖𝑘) =
[+1]

𝐵
XI
𝑔𝑖𝑘, 𝐸

XII

(𝑖𝑘) = 𝐵
XII
𝑔𝑖𝑘.

(31)

Кроме того, для полуизотропного тела шаровым оказывается псевдотен-
зор коэффициентов теплопроводности:

[+1]

𝐸
XVI

𝑗𝑠 =
[+1]

𝜆 𝑔𝑗𝑠.

Псевдоскаляры нечетного алгебраического веса в (30) и (31), как и коэф-

фициент теплопроводности
[+1]

𝜆 , реагируют на преобразования трехмерного
пространства, меняющие его ориентацию на противоположную. То же самое

касается и теплоемкости
[+1]

𝐶 .

Заключение. В настоящей статье рассмотрены вопросы моделирования
процессов теплопроводности в микро- и наноструктурных телах, термомеха-
нические состояния которых реагируют на преобразования трехмерного про-
странства, меняющие его ориентацию на противоположную. Построен новый
вариант теории теплопроводности, в рамках которого тепловой поток ока-
зывается псевдовектором алгебраического веса +1, подобным псевдовектору
спинорных перемещений.

1. Предложены элементарные тензорные площади и объемы, позволяю-
щие представить вектор теплового потока в форме псевдовектора по-
ложительного веса +1, что делает его алгебраически подобным псевдо-
вектору спинорных перемещений в точности того же алгебраического
веса. Точно такие же тензорные элементы площади и объема исполь-
зуются в стандартных физических теориях поля.
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2. Сформулирован фундаментальный принцип абсолютной инвариантно-
сти абсолютной термодинамической температуры, обусловленный ба-
лансом алгебраических весов плотности внутренней энергии и плотно-
сти энтропии.

3. Предложена квадратичная форма для свободной энергии Гельмгольца,
включающая XV определяющих псевдотензоров.

4. Получено нелинейное уравнение теплопроводности. Выполнена его ли-
неаризация с учетом линейного закона теплопроводности Фурье. По-
казано, что коэффициент теплопроводности и теплоемкость являются
псевдоскалярами веса +1, реагирующими на преобразования, изменя-
ющие ориентацию трехмерного пространства на противоположную.

5. Разработанный подход в перспективе может быть обобщен на дробные
алгебраические веса.

6. Установлена принципиальная нереализуемость приписывания какого
бы то ни было алгебраического веса абсолютной термодинамической
температуре, обусловленная различной природой внутренней энергии
(аддитивность) и температуры (неаддитивность).

7. Показано, что псевдовектор потока энтропии имеет тот же вес, что
и псевдовектор потока тепла в силу абсолютной инвариантности абсо-
лютной термодинамической температуры.
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Abstract
The paper is devoted to problems of modeling heat conduction processes

in micropolar elastic solids, all thermomechanical states of which may be
sensible to mirror reflections of three-dimensional space. A new variant of
the heat conduction theory is developed in terms of the heat fluxes treated as
pseudovectors of algebraic weight +1 making their similar to the pseudovec-
tor of spinor displacements known from previous discussions. Constitutive
pseudoinvariants (at least some of them) have odd negative weights (for
example, thermal conductivity coefficient and specific heat). Having choos-
ing elements of volume and area as natural known from the classical field
theory formulations and considered as pseudoinvariants of weight −1, the
variant of theory is proposed. An absolute contravariant vector represents
translational displacements and a contravariant pseudovector of weight +1
does spinor displacements. As a result, heat flux, force stress tensor, mass
density and specific heat can be treated as pseudotensor quantities of odd
weights. The Helmholtz free energy per unit natural volume element is used
as the thermodynamic potential with the functional arguments: tempera-
ture, symmetrical parts and accompanying vectors of the linear asymmetric
strain tensor and wryness pseudotensor. The principle of absolute invariance
of absolute thermodynamic temperature is proposed and discussed. A non-
linear heat conduction equation is obtained and linearized.

Keywords: heat conductivity, micropolarity, tensor volume element, pseu-
dovector of heat flux, pseudotensor, mirror reflection, semiisotropic solid,
gyrotropic solid, absolute thermodynamic temperature, weights balance rule.
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