
Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2023. Т. 27, № 4. С. 745–752
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu2069
EDN: UMYSET

УДК 517.521.7

Об одном способе суммирования
многомерных рядов

К. Б. Сабитов
Стерлитамакский филиал Уфимского университета науки и технологии,
Россия, 453103, Стерлитамак, пр. Ленина, 49.

Аннотация
Известно, что в курсах анализа кратные ряды рассматриваются лишь

на понятийном уровне, приводятся их простейшие свойства. Широко
распространены два способа суммирования кратных рядов Фурье — сфе-
рический и прямоугольный. В данной работе предлагается новый способ
обоснования сходимости многомерных рядов путем их сведения к одно-
мерному ряду, что позволяет применить известные утверждения для
одномерных рядов к многомерным. В качестве иллюстрации указанно-
го способа суммирования приведены примеры обоснования сходимости
числовых и функциональных рядов.
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1. Рассмотрим положительный числовой ряд
∞∑︁

𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=1

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 , (1)

где 𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛 ∈ N, 𝑛 > 2, 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 — неотрицательные действительные числа.
Как известно, теория одномерных числовых и функциональных рядов

достаточно полно изложена в курсах по математическому анализу. Одна-
ко кратные ряды в них рассматриваются на понятийном уровне (см. на-
пример, [1, c. 359–376], [2, c. 59–66], [3, c. 665–671], [4, § 9.15] и др. авторов)
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Саби т о в К. Б.

и приводятся лишь их простейшие свойства. В монографиях [5, 6] предпри-
няты попытки систематического изложения теории двойных числовых рядов
и некоторых важных классов функциональных рядов.

При изучении краевых задач для дифференциальных уравнений смешан-
ного типа и других в многомерных областях, например, прямоугольном па-
раллелепипеде, цилиндре, эллипсоиде, возникают многомерные ряды по си-
стеме собственных функций соответствующей задачи на собственные значе-
ния. Решение таких краевых задач и определяется с помощью таких рядов
с малыми знаменателями [7–11]. В связи с этим возникают вопросы по обос-
нованию сходимости многомерных числовых и функциональных рядов.

В данной работе предлагается новый способ обоснования сходимости по-
ложительного ряда (1) путем его сведения к одномерному ряду.

Для числа 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 через 𝑀 определим максимум конечного набора нату-
ральных чисел {𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛}:

𝑀 = max{𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑛} = max
16𝑘6𝑛

{𝑖𝑘}.

Лемма 1. Число членов 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 ряда (1), у которых хотя бы один из
индексов 𝑖𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, равен 𝑀, определяется по формуле

𝑀𝑛 − (𝑀 − 1)𝑛. (2)

До к а з ат е л ь ств о. При заданном натуральном 𝑀 > 1 число всех чле-
нов 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 ряда (1), где индексы 𝑖𝑘 не превосходят 𝑀 , т.е. 𝑖𝑘 6 𝑀 , 𝑘 = 1, 𝑛,
равно 𝑀𝑛 и их для наглядности можно изобразить изолированными точками
(целочисленными индексами) многомерного куба, расположенного в первом
поликвадранте 1 6 𝑥𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, системы координат 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛. Тогда все
точки 𝑎𝑖1,𝑖2...𝑖𝑛 такого куба с заданными 𝑀 , т.е. хотя бы один из индексов 𝑖𝑘,
𝑘 = 1, 𝑛, равен 𝑀 , лежат только на гранях 𝑥𝑘 = 𝑀 , 𝑘 = 1, 𝑛. Внутри куба
1 6 𝑥𝑘 6𝑀 −1, 𝑘 = 1, 𝑛, не содержится ни одна такая точка. Следовательно,
чтобы найти число членов ряда (1) с заданным 𝑀 , надо из числа 𝑀𝑛 вычесть
число (𝑀 − 1)𝑛. �

Лемма 2. При любом 𝑁 ∈ N справедливо равенство1

𝑁∑︁
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=1

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 =

𝑁∑︁
𝑀=1

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 . (3)

До к а з ат е л ь ств о. В левой части соотношения (3) всего 𝑁𝑛 членов.
Найдем число членов из правой части (3), используя формулу (2):

𝑁∑︁
𝑀=1

(𝑀𝑛 − (𝑀 − 1)𝑛) = 1 + 2𝑛 − (2− 1)𝑛 + 3𝑛 − (3− 1)𝑛 + · · ·+

+ (𝑁 − 1)𝑛 − (𝑁 − 2)𝑛 +𝑁𝑛 − (𝑁 − 1)𝑛 = 𝑁𝑛.

Это означает, что соотношение (3) является верным равенством. �
1Отметим, что в правой части равенства (3) и далее по тексту работы суммирование

ведется по новому индексу 𝑀 и эту часть следует понимать как сумму членов 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛

ряда (1), у которых хотя бы один из индексов равен 𝑀 .
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Об одном способе суммирования многомерных рядов

Теорема 1. Пусть при больших 𝑀 коэффициенты ряда (1) имеют оцен-
ку 𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 = 𝑂(𝑀−𝑝), 𝑝 = 𝑛+ ℎ, 0 < ℎ < 1. Тогда ряд (1) сходится.

До к а з ат е л ь ств о. В силу формулы (2) число членов ряда (1) с за-
данным 𝑀 имеет порядок 𝑀𝑛−1. Тогда ряд (1) мажорируется сходящимся
рядом

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=1

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 =

∞∑︁
𝑀=1

𝑎𝑖1𝑖2...𝑖𝑛 6 𝐶1

∞∑︁
𝑀=1

1

𝑀1+ℎ
< +∞,

где 𝐶𝑖 — здесь и далее положительные постоянные, не зависящие от 𝑛. �
В качестве использования теоремы 1 рассмотрим следующие примеры.
Пример 1. Исследовать на сходимость ряд

∞∑︁
𝑖1,𝑖2...𝑖𝑛=1

1

(𝑖1 + 𝑖2 + · · ·+ 𝑖𝑛)𝛼
, 𝛼 > 0. (4)

Для этого общий член ряда (4) оценим следующим образом:

1

𝑛𝛼𝑀𝛼
<

1

(𝑖1 + 𝑖2 + · · ·+ 𝑖𝑛)𝛼
=

1

𝑀𝛼

1(︀
𝑖1
𝑀 + 𝑖2

𝑀 + · · ·+ 𝑖𝑛
𝑀

)︀𝛼 <
1

𝑀𝛼
. (5)

Тогда ряд (4) оценивается рядом

∞∑︁
𝑖1,𝑖2...𝑖𝑛=1

1

(𝑖1 + 𝑖2 + · · ·+ 𝑖𝑛)𝛼
=

∞∑︁
𝑀=1

1

(𝑖1 + 𝑖2 + · · ·+ 𝑖𝑛)𝛼
<

< 𝐶2

∞∑︁
𝑀=1

𝑀𝑛−1

𝑀𝛼
= 𝐶2

∞∑︁
𝑀=1

1

𝑀𝛼+1−𝑛
,

который сходится при 𝛼 > 𝑛. С другой стороны, в силу (5) ряд (4) снизу
оценивается рядом

∞∑︁
𝑖1,𝑖2...𝑖𝑛=1

1

(𝑖1 + 𝑖2 + · · ·+ 𝑖𝑛)𝛼
> 𝐶3

∞∑︁
𝑀=1

1

𝑀𝛼−𝑛+1
.

Последний ряд при 𝛼 6 𝑛 расходится. Следовательно, ряд (4) сходится только
при 𝛼 > 𝑛.

Пример 2. Исследовать на сходимость ряд

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=1

1

(𝑖𝛽1
1 + 𝑖𝛽2

2 + · · ·+ 𝑖𝛽𝑛
𝑛 )𝛼

, (6)

где 𝛼 > 0, 𝛽𝑖 > 0, 𝑖 = 1, 𝑛.
Если все 𝛽𝑖 = 𝛽 > 0, то ряд (6) сходится только при 𝛼𝛽 > 𝑛.
Если не все 𝛽𝑖 равны между собой, то ряд (6) сходится при 𝛼𝛽𝑚 > 𝑛

и расходится, когда 𝛼𝛽𝑀 6 𝑛; здесь 𝛽𝑚 = min
16𝑖6𝑛

{𝛽𝑖}, 𝛽𝑀 = max
16𝑖6𝑛

{𝛽𝑖}.
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2. В этом пункте рассмотрим многомерный функциональный ряд

∞∑︁
𝑖1,𝑖2,...,𝑖𝑛=1

𝑢𝑖1𝑖2...𝑖𝑛(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐷 ⊂ R𝑚, (7)

где 𝑛 > 2, 𝑚 > 1, 𝐷— ограниченная область.
В указанной выше литературе по математическому анализу и других пуб-

ликациях отсутствует теория обоснования поточечной, или равномерной, схо-
димости ряда (7) в области 𝐷.

На основании леммы 2 рассмотрим 𝑁 -ю частичную сумму ряда (7):

𝑆𝑁 (𝑥) =
𝑁∑︁

𝑀=1

𝑢𝑖1𝑖2...𝑖𝑛(𝑥). (8)

Будем называть ряд (7) сходящимся в точке 𝑥 ∈ 𝐷, если в этой точке
существует конечный предел последовательности частичных сумм (8):

∃ lim
𝑁→∞

𝑆𝑁 (𝑥). (9)

Будем называть ряд (7) сходящимся поточечно в области 𝐷, если он схо-
дится в каждой точке этой области в смысле сформулированного определе-
ния (9).

Будем называть ряд (7) сходящимся равномерно в области 𝐷, если после-
довательность частичных сумм 𝑆𝑁 (𝑥) сходится равномерно в области 𝐷.

Для последовательности 𝑆𝑁 (𝑥) справедливы все известные критерии и до-
статочные признаки равномерной сходимости.

В качестве применения указанного способа рассмотрим разложение непре-
рывной функции 𝑓(𝑥, 𝑦) в прямоугольнике 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 𝑝, 0 < 𝑦 < 𝑞}
в тригонометрический ряд Фурье по синусам:

𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦) =

√︂
2

𝑝𝑞
sin

𝑚𝜋𝑥

𝑝
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑞
, (10)

где 𝑝 и 𝑞— заданные положительные числа. Этот ряд имеет вид

𝑓(𝑥, 𝑦) =

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑓𝑚𝑛𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦), (11)

где
𝑓𝑚𝑛 =

x

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑣𝑚𝑛(𝑥, 𝑦),

при этом справедливо неравенство Бесселя

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

𝑓2𝑚𝑛 6 ‖𝑓‖2𝐿2(𝐷). (12)
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Об одном способе суммирования многомерных рядов

Если 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶2(𝐷) и 𝑓(0, 𝑦) = 𝑓(𝑝, 𝑦) = 0, 0 6 𝑦 6 𝑞, 𝑓(𝑥, 0) =
= 𝑓(𝑥, 𝑞) = 0, 0 6 𝑥 6 𝑝, то аналогично [12, с. 370–377], [2, c. 335–336] можно
показать справедливость представления

|𝑓𝑚𝑛| =
[︀
|𝑓 (2,0)𝑚𝑛 |+ 2|𝑓 (1,1)𝑚𝑛 |+ 𝑓 (0,2)𝑚𝑛 |

]︀ 1

𝜋2

(︁𝑚
𝑝

+
𝑛

𝑞

)︁−2
=

=
1

𝜋2

(︁𝑚
𝑝

+
𝑛

𝑞

)︁−2 ∑︁
06𝑖,𝑗62,
𝑖+𝑗=2

|𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 |, (13)

где 𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 — коэффициенты Фурье производных при 𝜕𝑖+𝑗𝑓(𝑥,𝑦)
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗

по системе про-

изводных 𝜕𝑖+𝑗𝑣(𝑥,𝑦)
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗

функций (10).
При этом аналогично (12) справедливы неравенства

+∞∑︁
𝑚,𝑛=1

|𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 |2 6
(︂x

𝐷

𝜕𝑖+𝑗𝑓(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗

)︂2

𝑑𝑥𝑑𝑦 =
⃦⃦⃦ 𝜕𝑖+𝑗𝑓

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑦𝑗

⃦⃦⃦2
𝐿2(𝐷)

. (14)

Пусть 𝑑 = max{𝑝, 𝑞}. Тогда

1(︀
𝑚
𝑝 + 𝑛

𝑞

)︀2 =
𝑑2(︀

𝑑
𝑝𝑚+ 𝑑

𝑞𝑛
)︀2 6 𝑑2

(𝑚+ 𝑛)2
. (15)

С учетом оценки (15) из (13) в силу неравенства 𝑎𝑏 6 1
2(𝑎

2 + 𝑏2) имеем

|𝑓𝑚𝑛| 6
(︁𝑑
𝜋

)︁2 1

(𝑚+ 𝑛)2

∑︁
06𝑖,𝑗62,
𝑖+𝑗=2

|𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 | 6

6
(︁𝑑
𝜋

)︁2 1

2

(︂
1

(𝑚+ 𝑛)4
+

(︂ ∑︁
06𝑖,𝑗62,
𝑖+𝑗=2

|𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 |
)︂2)︂

6

6
1

2

(︁𝑑
𝜋

)︁2
(︂

1

(𝑚+ 𝑛)4
+ 4

∑︁
𝑖+𝑗=2

|𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 |2
)︂
. (16)

Тогда в силу оценок (16) и (14) ряд (11) мажорируется сходящимся чис-
ловым рядом

𝐶4

∞∑︁
𝑚,𝑛=1

|𝑓𝑚𝑛| 6 𝐶5

(︂ ∞∑︁
𝑚,𝑛=1

1

(𝑚+ 𝑛)4
+ 4

+∞∑︁
𝑚,𝑛=1

∑︁
06𝑖,𝑗62,
𝑖+𝑗=2

|𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 |2
)︂
6

6 𝐶7

(︂ +∞∑︁
𝑀=1

1

𝑀3
+ 4

∑︁
06𝑖,𝑗62,
𝑖+𝑗=2

+∞∑︁
𝑚,𝑛=1

|𝑓 (𝑖,𝑗)𝑚𝑛 |2
)︂
,
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так как в силу леммы 1 в ряде
+∞∑︀

𝑚,𝑛=1

1
(𝑚+𝑛)4

число членов с заданным 𝑀 =

= max{𝑚,𝑛} имеет порядок 1, поэтому

+∞∑︁
𝑚,𝑛=1

1

(𝑚+ 𝑛)4
=

∞∑︁
𝑀=1

1

𝑀4
(︀
𝑚
𝑀 + 𝑛

𝑀

)︀4 6 𝐶6

∞∑︁
𝑀=1

1

𝑀3
.

Следовательно, ряд (11) при указанных выше условиях относительно функ-
ции 𝑓(𝑥, 𝑦) сходится равномерно на 𝐷.
Конкурирующие интересы. Конкурирующих интересов не имею.
Авторская ответственность. Я несу полную ответственность за предоставление
окончательной версии рукописи в печать. Окончательная версия рукописи мною
одобрена.
Финансирование. Исследование выполнялось без финансирования.
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One way of summing multidimensional series

K. B. Sabitov
Sterlitamak Branch of the Ufa University of Science and Technology,
49, Lenin Ave., Sterlitamak, 453103, Russian Federation.

Abstract

It is known that in analysis courses, multiple series are considered only at
a conceptual level, and their simplest properties are provided. Two widely
used methods for summing multiple Fourier series are the spherical and
rectangular methods. The present study is devoted to a new method of
proving the convergence of multidimensional series by reducing them to
a one-dimensional series, allowing applicating known statements for one-
dimensional series to multidimensional ones. Examples of justifying the con-
vergence of numerical and functional series are provided as an illustration of
this summing method.

Keywords: multidimensional number series, multidimensional functional
series, reduction to a one-dimensional series, convergence, uniform conver-
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