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Аннотация

Получено точное аналитическое решение задачи Ламе о равновесии
составного тела, состоящего из двух посаженных с натягом трансвер-
сально-изотропных сфер с общим центром. Тело находится под действи-
ем равномерных внешнего и внутреннего давлений. Определено давле-
ние натяга на поверхности контакта в предположении, что оно является
следствием различия в параметрах геометрии частей составной сферы.
Проанализированы закономерности влияния анизотропии материалов
(материальные постоянные удовлетворяют ограничениям в виде нера-
венств, обеспечивающих положительность собственных значений опе-
ратора упругости) и величины давления натяга на распределение на-
пряжений в поперечных сечениях составных центрально-симметричных
сосудов давления. Проведенная оценка влияния анизотропии материа-
лов показала возможность «управления» величинами и характером рас-
пределения напряжений в составных конструкциях, оптимально соот-
ветствующих заданным режимам эксплуатации. Полученные результа-
ты свидетельствуют, что изменение показателя анизотропии — увеличе-
ние его значений во внутренних или внешних частях сфер приводит
к возрастанию или снижению абсолютных величин напряжений соот-
ветственно. Это увеличение или уменьшение показателей анизотропии
материалов создаваемых конструкций может быть реализовано на эта-
пе их проектирования благодаря изменению схемы армирования при
сохранении свойств отдельных элементов структуры. На основе мно-
гокритериального подхода проведена оценка начальной прочности со-
ставных центрально-симметричных сосудов по механизмам растяжения
или сжатия в радиальном и окружном направлениях. Установлено, что
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Зайц е в А. В., С о к о л к и н Ю. В., Фук а л о в А. А.

увеличение давления натяга может привести к появлению областей ма-
териала, потерявших способность сопротивляться сжатию в окружном
направлении. Эти области располагаются вблизи внутренней поверхно-
сти сосуда, на которой действует равномерно распределенное давление,
меньшее по абсолютной величине по сравнению с внешним давлением.
Обнаружено, что точки составного сосуда, находящиеся на поверхности
контакта, становятся наиболее опасными с точки зрения возможности
начала разрушения по механизму сжатия в радиальном направлении.

Ключевые слова: аналитическое решение, задача Ламе, составная
трансверсально-изотропная сфера, анизотропия, многокритериальная
оценка начальной прочности, составные сферические сосуды, контакт-
ное давление.
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1. Введение. Вопросы безопасной транспортировки и хранения жидких
и газообразных сред не теряют своей актуальности на протяжении десятиле-
тий. Одним из способов повышения эффективности, в т.ч. и экономической,
используемых для этих целей сосудов является повышение рабочего давле-
ния. Это, в свою очередь, предопределяет повышенные требования к «живу-
чести» и безопасной эксплуатации элементов конструкций, работающих при
многократно изменяющихся внутренних давлениях в течение длительного
времени. Увеличение толщины стенки конструкции, за счет чего оказывает-
ся возможным рост рабочего давления, не всегда оправдано. Это достига-
ется применением многослойных композиционных материалов, обладающих
естественной, ярко выраженной анизотропией свойств. Поэтому при проек-
тировании современных сосудов давления используются решения, в которых
конструкция и материал изготавливаются одновременно. Если конструкции
будут еще и составными, то появится возможность управления величинами,
характером и знаком напряжений за счет изменения схемы армирования.
А это позволит создавать конструкции, оптимально соответствующие режи-
мам эксплуатации. Таким образом, изучение влияния характера анизотропии
свойств материалов на напряженно-деформированное состояние эксплуати-
руемых и вновь создаваемых конструкций составных сферических резервуа-
ров (газгольдеры или шаровые хранилища) является актуальным.

Кроме того, аналитические решения позволяют установить и проиллю-
стрировать качественные эффекты, вызванные предельными переходами
(геометрия, соотношение деформационных свойств и т.п.). В отличие от чис-
ленных или численно-аналитических методов, применение которых не мо-
жет гарантировать полноту проводимых исследований для выявления экстре-
мальных и предельных случаев, аналитические решения не требуют больших
объемов вычислений и при этом позволяют выявить характерные закономер-
ности поведения полей напряжений и деформаций в элементах конструкций,
закономерности их деформирования, а также пределы применимости исполь-
зуемых гипотез.

Несмотря на то, что многие современные конструкционные и функцио-
нальные композиционные материалы имеют ярко выраженную анизотропию
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деформационных и прочностных свойств, большинство авторов ограничива-
ется лишь частным случаем, когда справедливо предположение об их изотро-
пии, а количество работ, где учитываются другие типы упругой симметрии
материалов, весьма ограничено. Так, например, решение задачи о равновесии
упругой анизотропной полой сферы, приведенное в монографии С. Г. Лех-
ницкого [1], было получено впервые в 1865 г. B. Saint–Venant [2]. Равновесие
анизотропных сфер рассматривается также в работе [3], а в статье [4] полу-
чено решение задачи о центрально-симметричной деформации полого шара
из упругого радиально неоднородного трансверсально-изотропного материа-
ла, с помощью которого установлено наличие эффектов, вызванных неодно-
родностью, и проведено их качественное исследование. В работах [5–7] по-
лучены решения задач о равновесии упругих центрально-симметричных тел
с закреплением на внешней или внутренней поверхности, находящихся в поле
гравитационных сил под действием равномерных внутреннего или внешнего
давлений соответственно. В настоящей работе для изучения влияния ани-
зотропии материалов на характер распределения напряжений в поперечных
сечениях составных сфер рассмотрен более простой случай, когда при реше-
нии краевой задачи отсутствует необходимость учета массовых сил.

2. Аналитическое решение задачи Ламе для составной транс-
версально-изотропной сферы. Рассмотрим составное толстостенное цен-
трально-симметричное тело, на которое действует равномерно распределен-
ное внутреннее 𝑝1 и внешнее 𝑝2 давление. Будем считать, что тело состоит
из двух полых толстостенных сфер с общим центром, в который поместим
начало сферической ортогональной системы координат 𝜌, 𝜃 и 𝜙. Материал
каждой из сфер однородный, трансверсально-изотропный относительно лю-
бого радиус-вектора, проведенного из общего центра в данную точку. Будем
предполагать, что составное тело ограничено сферическими поверхностями
с радиусами 𝜌1 и 𝜌2 (𝜌1 < 𝜌2). Кроме того, в результате проведения техноло-
гических операций по изготовлению составные толстостенные сферические
части тела образуют неразъемное соединение (достигается посадкой с на-
тягом), объединены в единую механическую систему с известной поверхно-
стью контакта между ними, находящейся на расстоянии 𝜌𝑐 от общего цен-
тра. Примем еще одну гипотезу: в процессе создания конструкции (в силу
ее центральной симметрии) внешний радиус внутренней сферы уменьшился
на величину радиального перемещения 𝑢(1) (имеет отрицательный по отно-
шению к направлению радиальной координаты знак), а внутренний радиус
внешней сферы увеличился на величину 𝑢(2). Обратим внимание на то, что
алгебраическая сумма 𝑢(1) и 𝑢(2) равна величине натяга 𝛿. В дальнейшем все
константы и функции, относящиеся к внутренней сфере, будем обозначать
стоящими в круглых скобках верхним индексом (1), а к внешней — индек-
сом (2) соответственно.

Поскольку составное сферическое тело обладает центральной симметрией
и нагрузка, действующая на него, также центрально-симметрична, то отсут-
ствуют сдвиги. Поэтому все точки будут перемещаться при нагружении толь-
ко в радиальном направлении. Как следствие — напряжения, деформации и
перемещения зависят только от одной переменной 𝜌. Тогда геометрические
соотношения и уравнения равновесия для внутренней (𝛼 = 1) и внешней
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(𝛼 = 2) частей составной сферы записываются следующим образом:

𝜀(𝛼)𝜌𝜌 = 𝑑𝑢(𝛼)/𝑑𝜌, 𝜀(𝛼)𝜙𝜙 = 𝜀
(𝛼)
𝜃𝜃 = 𝑢(𝛼)/𝜌, (1)

𝑑𝜎(𝛼)𝜌𝜌 /𝑑𝜌+ 2(𝜎(𝛼)𝜌𝜌 − 𝜎(𝛼)𝜙𝜙 )/𝜌 = 0, (2)

а определяющие соотношения для трансверсально-изотропного тела в сфе-
рической системе координат
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содержат коэффициенты

𝐴
(𝛼)
11 = �̃�(𝛼)(1− 𝜈(𝛼))/𝑚(𝛼), 𝐴

(𝛼)
12 = 𝐸(𝛼)𝜈(𝛼)/𝑚(𝛼),

𝐴
(𝛼)
23 = 𝐸(𝛼)(𝜈(𝛼) + 𝑠(𝛼))/(𝑚(𝛼) + 𝜈(𝛼)𝑚(𝛼)), 𝑠(𝛼) = 𝜈(𝛼)2𝐸(𝛼)/�̃�(𝛼),

𝐴
(𝛼)
22 = 𝐸(𝛼)(1− 𝑠(𝛼))/(𝑚(𝛼) + 𝜈(𝛼)𝑚(𝛼)), 𝑚(𝛼) = 1− 𝜈(𝛼) − 2𝑠(𝛼),

вычисляемые при помощи упругих постоянных. Здесь �̃�(𝛼) и 𝐸(𝛼) — модули
Юнга для растяжения вдоль радиус-вектора 𝜌 и в перпендикулярном к нему
направлении; 𝜈(𝛼) — коэффициент Пуассона, характеризующий поперечную
деформацию при растяжении в направлении 𝜌; 𝜈(𝛼) — коэффициент Пуассона,
характеризующий сокращение в плоскости, нормальной к радиус-вектору 𝜌
при растяжении в той же плоскости.

Последовательная подстановка геометрических соотношений (1) в опреде-
ляющие (3), а полученного результата — в уравнения равновесия (2) позволя-
ет записать обыкновенные дифференциальные уравнения второго порядка:

2(𝐴
(𝛼)
12 −𝐴

(𝛼)
22 −𝐴

(𝛼)
23 )𝑢(𝛼) + 2𝜌𝐴
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2𝑢(𝛼)/𝑑𝜌2 = 0,

общие решения которых выглядят следующим образом [1]:

𝑢(𝛼) = 𝜌−1/2−𝑘(𝛼)
(𝐶

(𝛼)
1 + 𝜌2𝑘

(𝛼)
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Здесь 𝑘(𝛼) =
√︁
1/4 + 2(𝐴

(𝛼)
22 +𝐴

(𝛼)
23 −𝐴

(𝛼)
12 )/𝐴

(𝛼)
11 — показатель анизотропии для

центрально-симметричного тела, находящегося под действием центрально-
симметричной нагрузки (введенный С. Г. Лехницким [1]), который для изо-
тропной среды принимает значение 3/2.

Определение перемещений и напряжений в составном центрально-симмет-
ричном теле (в силу линейной упругости его составных частей) осуществля-
ется в результате суперпозиции решений следующих задач: составная сфера
находится в равновесии под действием равномерно распределенных внутрен-
него и внешнего давлений (первая задача) и две отдельно рассматриваемые
части составной сферы, находящиеся под действием технологических напря-
жений (на внутренней или внешней поверхности радиуса 𝜌𝑐) при отсутствии
других внешних силовых воздействий (вторая задача).
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В процессе создания составных конструкций возникают собственные тех-
нологические напряжения, определение закона распределения которых в по-
перечных сечениях представляет самостоятельную задачу, выходящую за рам-
ки настоящего исследования. Будем предполагать, что эти напряжения из-
вестны, имеют единственную, отличную от нуля, радиальную составляющую
и равномерно распределены только на поверхности контакта радиуса 𝜌𝑐. Бу-
дем также считать, что остальные поверхности составных частей анизотроп-
ной сферы свободны от собственных напряжений. Сделаем еще одно пред-
положение: радиальное напряжение (давление) натяга на известной поверх-
ности контакта, вызванное технологическими операциями процесса изготов-
ления конструкции, обусловлено только разницей в параметрах геометрии
внутренней и внешней частей.

Итак, сумма перемещений на поверхности контакта равна величине натяга:

𝑢(2)
⃒⃒
𝜌=𝑐

− 𝑢(1)
⃒⃒
𝜌=𝑐

= 𝛿. (5)

Рассмотрим решение второй задачи для внутренней и внешней части со-
ставного центрально-симметричного тела. Для этой задачи граничные усло-
вия

𝜎
(1)
𝜌𝜌

⃒⃒
𝜌=𝜌𝑐

= 𝜎
(2)
𝜌𝜌

⃒⃒
𝜌=𝜌𝑐

= −𝑝𝛿, 𝜎
(1)
𝜌𝜌

⃒⃒
𝜌=𝜌1

= 𝜎
(2)
𝜌𝜌

⃒⃒
𝜌=𝜌2

= 0

позволяют найти константы интегрирования, подстановка которых в уравне-
ния (4) и условие (5) позволяет определить контактное давление натяга:

𝑝𝛿 =
𝛿

2𝜌𝑐
(𝑏

(1)
+ 𝑏

(1)
− 𝑏

(2)
+ 𝑏

(2)
− 𝑐1𝑐2)𝑍2,

где

𝑏
(𝛼)
+ = 4𝐴

(𝛼)
12 −𝐴

(𝛼)
11 (1 + 2𝑘(𝛼)), 𝑏

(𝛼)
− = 4𝐴

(𝛼)
12 −𝐴

(𝛼)
11 (1− 2𝑘(𝛼)),

𝑐𝛼 = 𝜌2𝑘
(𝛼)

𝑐 − 𝜌2𝑘
(𝛼)

𝛼 , 𝑔𝛼 = 𝑏
(𝛼)
+ 𝜌2𝑘

(𝛼)

𝑐 − 𝑏
(𝛼)
− 𝜌2𝑘

(𝛼)

𝛼 , 𝑞𝛼 = 𝑐𝛼𝑏
(𝛼)
+ 𝑏

(𝛼)
− ,

𝑍𝛼 = 𝑔𝛽𝑞𝛼 − 𝑔𝛼𝑞𝛽, 𝛽 =

{︃
1, 𝛼 = 2,

2, 𝛼 = 1.

Перемещения, возникающие в составной сфере, находящейся в равнове-
сии под действием равномерных внутреннего и внешнего давлений (первая
задача), определяются уравнениями (4), а константы интегрирования 𝐶

(𝛼)
1

и 𝐶(𝛼)
2 , входящие в него, находятся из граничных условий

𝜎
(1)
𝜌𝜌

⃒⃒
𝜌=𝜌1

= −𝑝1, 𝜎
(2)
𝜌𝜌

⃒⃒
𝜌=𝜌2

= −𝑝2,

𝜎
(1)
𝜌𝜌

⃒⃒
𝜌=𝜌𝑐

= 𝜎
(2)
𝜌𝜌

⃒⃒
𝜌=𝜌𝑐

, 𝑢(1)
⃒⃒
𝜌=𝜌𝑐

= 𝑢(2)
⃒⃒
𝜌=𝜌𝑐

и записываются следующим образом:

𝑍𝛼𝐶
(𝛼)
1 = 2𝜌𝑘

(𝛼)

𝑐 𝜌𝑘
(𝛼)

𝛼

[︀
𝑝𝛼𝜌

𝑘(𝛼)

𝑐 𝜌3/2𝛼 (𝑞𝛽 − 𝑔𝛽𝑏
(𝛼)
− )−

− 4𝑝𝛽𝐴
(𝛽)
11 𝑘

(𝛽)𝑏
(𝛼)
− 𝜌𝑘

(𝛽)

𝑐 𝜌𝑘
(𝛼)

𝛼 𝜌
3/2+𝑘(𝛽)

𝛽

]︀
,
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𝑍𝛼𝐶
(𝛼)
2 = 2

[︀
4𝑝𝛽𝐴

(𝛽)
11 𝑏

(𝛼)
+ 𝑘(𝛽)𝜌𝑘

(𝛼)+𝑘(𝛽)

𝑐 𝜌
3/2+𝑘(𝛽)

𝛽 − 𝑝𝛼𝜌
3/2+𝑘(𝛼)

𝛼 (𝑞𝛽 − 𝑔𝛽𝑏
(𝛼)
+ )

]︀
.

По известным после определения постоянных 𝐶(𝛼)
1 и 𝐶

(𝛼)
2 перемещениям

из уравнений (1) могут быть определены деформации:

2𝜀
(𝛼)
𝜌𝜌 = −𝜌−3/2−𝑘(𝛼)[︀

𝐶
(𝛼)
1 (1 + 2𝑘(𝛼)) + 𝐶

(𝛼)
2 (1− 2𝑘(𝛼))𝜌2𝑘

(𝛼)]︀
,

𝜀
(𝛼)
𝜃𝜃 = 𝜀

(𝛼)
𝜙𝜙 = 𝜌−3/2−𝑘(𝛼)

(𝐶
(𝛼)
1 + 𝐶

(𝛼)
2 𝜌2𝑘

(𝛼)
),

(6)

а из уравнений (3) — напряжения:

2𝜎
(𝛼)
𝜌𝜌 = 𝜌−3/2−𝑘(𝛼)

(𝐶
(𝛼)
1 𝑏

(𝛼)
+ + 𝐶

(𝛼)
2 𝑏

(𝛼)
− 𝜌2𝑘

(𝛼)
),

2𝜎
(𝛼)
𝜃𝜃 = 2𝜎

(𝛼)
𝜙𝜙 = 𝜌−3/2−𝑘(𝛼)

(𝐶
(𝛼)
1 𝐵

(𝛼)
+ + 𝐶

(𝛼)
2 𝐵

(𝛼)
− 𝜌2𝑘

(𝛼)
),

(7)

где

𝐵
(𝛼)
+ = 2𝑄(𝛼) −𝐴

(𝛼)
12 (1 + 2𝑘(𝛼)), 𝐵

(𝛼)
− = 2𝑄(𝛼) −𝐴

(𝛼)
12 (1− 2𝑘(𝛼)),

𝑄(𝛼) = 𝐴
(𝛼)
22 +𝐴

(𝛼)
23 .

В частном случае для изотропной составной сферы проведем замену

�̃�(𝛼) = 𝐸(𝛼), 𝜈(𝛼) = 𝜈(𝛼), (8)

значительно упростим коэффициент 𝐴(𝛼)
11 :

𝐴
(𝛼)
11 = 𝐸(𝛼)(1− 𝜈(𝛼))/

[︀
(1 + 𝜈(𝛼))(1− 2𝜈(𝛼))

]︀
и запишем выражения для перемещений, деформаций и напряжений:

𝜌2𝑢(𝛼) = 𝐶
(𝛼)
1 + 𝐶

(𝛼)
2 𝜌3,

𝜀(𝛼)𝜌𝜌 = 𝐶
(𝛼)
2 − 2𝐶

(𝛼)
1 /𝜌3, 𝜀

(𝛼)
𝜃𝜃 = 𝜀(𝛼)𝜙𝜙 = 𝐶

(𝛼)
1 /𝜌3 + 𝐶

(𝛼)
2 ,

𝜎
(𝛼)
𝜌𝜌 = (𝐶

(𝛼)
1 𝑏

(𝛼)
+ + 𝐶

(𝛼)
2 𝑏

(𝛼)
− 𝜌3)/(2𝜌3),

𝜎
(𝛼)
𝜃𝜃 = 𝜎

(𝛼)
𝜙𝜙 = 𝐶

(𝛼)
2 𝑏

(𝛼)
− /2− 𝐶

(𝛼)
1 𝑏

(𝛼)
+ /(4𝜌3),

𝑍𝛼𝐶
(𝛼)
1 = 2

[︀
𝑝𝛼(𝑐𝛽𝑏

(𝛽)
+ 𝑏

(𝛽)
− − 𝑔𝛽𝑏

(𝛼)
− )− 6𝑝𝛽𝐴

(𝛽)
11 𝑏

(𝛼)
− 𝜌3𝛽

]︀
𝜌3𝑐𝜌

3
𝛼,

𝑍𝛼𝐶
(𝛼)
2 = 2

[︀
6𝑝𝛽𝐴

(𝛽)
11 𝑏

(𝛼)
+ 𝜌3𝑐𝜌

3
𝛽 − 𝑝𝛼𝜌

3
𝛼(𝑐𝛽𝑏

(𝛽)
+ 𝑏

(𝛽)
− − 𝑏

(𝛼)
+ 𝑔𝛽)

]︀
,

𝑐𝛼 = 𝜌3𝑐 − 𝜌3𝛼, 𝑔𝛼 = 𝑏
(𝛼)
+ 𝜌3𝑐 − 𝑏

(𝛼)
− 𝜌3𝛼,

𝑏
(𝛼)
+ = −4𝐸(𝛼)/(1 + 𝜈(𝛼)), 𝑏

(𝛼)
− = 2𝐸(𝛼)/(1− 2𝜈(𝛼)).

Если замену упругих постоянных (8) провести в (4), (6) и (7) только в вы-
ражениях, записанных для одной из частей составной сферы, то получим
соотношения еще для двух частных случаев: решение задачи о равновесии
составной центрально-симметричной конструкции, состоящей из изотропной
внутренней или внешней и трансверсально-изотропной внешней или внутрен-
ней частей соответственно.
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3. Влияние анизотропии и технологического давления на напря-
женное состояние составных сферических сосудов. Полученные выра-
жения позволяют найти распределение напряжений в поперечных сечениях
составных сферических сосудов и определить закономерности взаимного вли-
яния внутренней и внешней частей, обусловленные анизотропией материалов
и величин давления на поверхности контакта, а также провести многокрите-
риальную оценку начальной прочности.

На основе введенных в работе [8] величин

2𝐽 I
𝜎 = 𝜎𝜙𝜙 + 𝜎𝜃𝜃, 𝐽 II

𝜎 = 𝜎𝜌𝜌,

𝐽 III
𝜎 =

√︁
(𝜎𝜙𝜙 − 𝜎𝜃𝜃)2 + 4𝜎2𝜙𝜃, 𝐽 IV

𝜎 =
√︁
𝜎2𝜙𝜌 + 𝜎2𝜃𝜌,

инвариантных относительно ортогональных преобразований, допустимых над
трансверсально-изотропным телом, авторами [9] были сконструированы кри-
териальные условия, позволяющие описать различные механизмы исчерпа-
ния несущей способности.

Поскольку составные сферические сосуды давления и характер нагруз-
ки, действующей на них, центрально-симметричны, то отсуствуют сдвиговые
деформации и касательные напряжения. Поэтому 𝐽 III

𝜎 = 𝐽 IV
𝜎 = 0.

На рис. 1 и рис. 2 представлены распределения ненулевых инвариантов
тензора напряжений 𝐽 (∙)

𝜎 в поперечных сечениях составных сферических со-
судов давления, находящихся под действием внутреннего 𝑝1 = 1 МПа и внеш-
него 𝑝2 = 5 МПа равномерных давлений, вдоль обезразмеренной радиальной
координаты 𝜌 = (𝜌− 𝜌1)/(𝜌2 − 𝜌1) в зависимости от показателя анизотро-
пии материала внутренней и внешней части соответственно. Эти распределе-
ния получены на основе решения первой задачи. В расчетах полагалось, что
𝜌1 = 3 м, 𝜌𝑐 = 4.7 м, 𝜌2 = 6.0 м. А деформационные характеристики, соответ-
ствующие различным значениям показателя 𝑘(𝛼) (см. таблицу), выбирались
с учетом положительности собственных значений оператора упругости для
трансверсально-изотропного тела [10]:

𝐴
(𝛼)
22 −𝐴

(𝛼)
23 > 0,

𝐴
(𝛼)
11 +𝐴

(𝛼)
22 +𝐴

(𝛼)
23 ±

√︁
8𝐴

(𝛼) 2
12 + (𝐴

(𝛼)
22 +𝐴

(𝛼)
23 −𝐴

(𝛼)
11 )2 > 0.

Представленные на рис. 1 и рис. 2 результаты отражают влияние ани-
зотропии материалов внешней и внутренней частей составного сосуда соот-
ветственно. При увеличении показателя анизотропии 𝑘(1) происходит увели-
чение абсолютной величины первого 𝐽 I

𝜎 и второго 𝐽 II
𝜎 инвариантов тензора

Деформационные характеристики материалов [Materials constants]

𝑘(𝛼) 𝐸(𝛼), GPa �̃�(𝛼), GPa 𝜈(𝛼) 𝜈(𝛼)

2.198 55.0 23.0 0.29 0.32
2.349 55.0 20.0 0.29 0.32
1.500 45.0 45.0 0.30 0.30
1.060 23.0 55.0 0.32 0.29
1.005 20.0 55.0 0.32 0.29
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Рис. 1. Распределение инвариантов тензора напряжений в поперечных сечениях состав-
ных сферических сосудов в зависимости от показателя анизотропии материала внутренней

части
[Figure 1. Distribution of stress tensor invariants in cross sections of combined pressure vessels

depending on the anisotropy index of the material of the inner part]

напряжений и во внутренней, и во внешней части составной конструкции.
Вместе с тем увеличение показателя анизотропии 𝑘(2), напротив, приводит
к уменьшению по абсолютной величине 𝐽 I

𝜎 и 𝐽 II
𝜎 . Изотропному материалу

соответствует 𝑘(𝛼) = 1.5.
Оценка начальной прочности позволяет сделать вывод, что разрушение от

растяжения или сжатия в радиальном направлении может начаться в точках
внешней поверхности, на которую действует большее давление, а, соответ-
ственно, второй инвариант тензора напряжений 𝐽 II

𝜎 имеет большее (по абсо-
лютной величине) значение, либо на поверхности контакта, если показатель
анизотропии материала внутренней части составной сферы будет больше, чем
у внешней. С точки зрения возможности начала разрушения от растяжения
или сжатия в окружном направлении наиболее опасными являются точки
внешней, или контактной, поверхности при условии, что 𝑘(1) > 𝑘(2), а при
𝑘(1) < 𝑘(2) — точки внутренней поверхности составной центрально-симмет-
ричной конструкции.

Обнаруженные закономерности влияния анизотропии материалов внут-
ренней и внешней частей сферических сосудов давления свидетельствуют о
возможности «управления» величинами и характером распределения напря-
жений при проектировании составных элементов конструкций, оптимально
соответствующих заданным режимам эксплуатации. Это «управление», на-
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Рис. 2. Распределение инвариантов тензора напряжений в поперечных сечениях составных
сферических сосудов в зависимости от показателя анизотропии материала внешней части
[Figure 2. Distribution of stress tensor invariants in cross sections of combined pressure vessels

depending on the anisotropy index of the material of the outer part]

пример, может быть реализовано только изменением схемы армирования ани-
зотропного материала при сохранении свойств отдельных элементов струк-
туры.

Обратим внимание на то, что в частном случае, когда составные части
сосуда давления изготовлены из одного и того же материала, составную кон-
струкцию можно рассматривать как однородную толстостенную сферу. То-
гда на поверхности контакта, определяемой 𝜌𝑐, будут выполняться условия
непрерывности для всех компонент тензора напряжений, а, следовательно,
полученные соотношения будут соответствовать решению задачи Ламе для
однородной толстостенной трансверсально-изотропной сферы, находящейся
под действием распределенных внешнего и внутреннего давлений [1].

На рис. 3 показано влияние контактного давления натяга 𝑝𝛿, равномерно
распределенного на поверхности контакта, на зависимости ненулевых инва-
риантов тензора напряжений от координаты 𝜌 в поперечных сечениях состав-
ных сосудов давления, изготовленных из трансверсально-изотропных мате-
риалов и находящихся под действием внутреннего 𝑝1 = 1 МПа и внешнего
𝑝2 = 5 МПа равномерных давлений. Это оказалось возможным благодаря ис-
пользованию суперпозиции решений первой и второй задач. Геометрические
параметры и упругие постоянные материалов частей центрально-симметрич-
ной конструкции полагались следующими: 𝜌1 = 3 м, 𝜌𝑐 = 4.7 м и 𝜌2 = 6.0 м;
𝐸(𝛼) = 55 ГПа, �̃�(𝛼) = 23 ГПа, 𝜈(𝛼) = 0.29 и 𝜈(𝛼) = 0.32.
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Рис. 3. Распределение инвариантов тензора напряжений в поперечных сечениях составных
сферических сосудов в зависимости от величин технологического давления

[Figure 3. Distribution of stress tensor invariants in cross sections of combined pressure vessels
depending on the contact process pressure values]

С увеличением технологического давления натяга 𝑝𝛿 возрастает 𝐽 II
𝜎 и уве-

личивается скачок 𝐽 I
𝜎 на поверхности контакта, при этом характер распре-

деления напряжений в поперечных сечениях составных сферических сосудов
давления становится более нелинейным. Это приводит к тому, что наиболее
опасными с точки зрения возможности начала разрушения становятся (по
сравнению с 𝑝𝛿 = 0.0 МПа) другие точки в конструкции. Так, например, при
𝑝𝛿 > 0.9 МПа разрушение по механизму сжатия в окружном направлении мо-
жет быть инициировано в точках, принадлежащих внутренней поверхности
составной конструкции. Последнее имеет место, несмотря но то, что внешнее
давление по абсолютной величине выше внутреннего и превосходит давление
натяга. Точки составного сосуда давления, находящиеся на поверхности кон-
такта, становятся наиболее опасными с точки зрения возможности начала
разрушения по механизму сжатия в радиальном направлении.

4. Заключение. Полученное точное аналитическое решение задачи Ла-
ме для составных трансверсально-изотропных сфер с общим центром могут
быть использованы как для определения полей перемещений, деформаций
и напряжений в сферических резервуарах (газгольдеры или шаровые храни-
лища для находящихся под избыточным давлением сжиженных газов, вы-
сокоагрессивных сред и легковоспламеняющихся жидкостей) [11], так и для
«управления» напряженным состоянием составных сферических конструк-
ций при их проектировании с целью увеличения эффективности. Кроме того,
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полученные результаты будут полезны для тестирования алгоритмов числен-
ного решения задач для сферических конструкций, изготовленных из анизо-
тропных материалов, и при отработке методик экспериментов для централь-
но-симметричных тел.
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Abstract
The paper deals with obtaining an exact analytical solution to the Lamé

problem on the equilibrium state of a combined body consisting of two tightly
fitted transversely isotropic spheres with a common center. The body is influ-
enced by uniformly distributed external and internal pressures. The process
pressure on the contact surface is determined assuming that it is a con-
sequence of the difference in the geometry of the individual parts of the
combined sphere only. We analyzed the laws of the influence of the mate-
rials’ anisotropy (the material constants satisfy the relations in the form
of inequalities that ensure the positivity of the eigenvalues of the elasticity
operator) and the values of the contact process pressure on the stress dis-
tribution in the cross sections of pressure vessels. The influence assessment
of the materials’ anisotropy shows an opportunity to control the values and
nature of the stress distribution in the combined structures that are optimal
for the specified operating conditions. The obtained results indicate that a
change in the anisotropy index, i.e. an increase in its values in the inner or
outer parts of the spheres leads to an increase or decrease in the absolute
values of stresses, respectively. This increase or decrease in the anisotropy
indices can be realized at the stage of structures’ design due to a change in
the reinforcement scheme while maintaining the properties of the individual
structural elements. Based on a multicriteria approach, the initial strength
of combined pressure vessels was estimated using the mechanisms of ten-
sion or compression in the radial and hoop directions. It was found that an
increase in the pressure on the contact surface can lead to the material do-
mains that do not resist compression in the hoop direction. These domains
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are located in the vicinity of the internal surface of the vessel, on which a
uniformly distributed pressure acts, which is less in the absolute value than
the external pressure. It was found that the points of the combined vessel
located on the contact surface become most dangerous from the point of
beginning the damage by the compression in the radial direction.

Keywords: analytical solution, Lamé problem, combined transversely isotropic
sphere, anisotropy, multi-criteria evaluation of initial strength, combined
spherical vessels, contact pressure.
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