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Аннотация
В инженерной геодезии облака точек, полученные с помощью мето-

дов площадных измерений, таких как наземное лазерное сканирование
или фотограмметрия, должны быть аппроксимированы кривой или по-
верхностью, которую можно описать с помощью непрерывной матема-
тической функции, часто используя сплайны и оптимальные интерпо-
ляционные формулы.

Работа посвящена построению оптимальной интерполяционной фор-
мулы, точной на экспоненциально-тригонометрических функциях в гиль-
бертовом пространстве. Оптимальная формула интерполяции получает-
ся минимизацией нормы функционала погрешности по коэффициентам.
В статье доказаны существование и единственность оптимальной интер-
поляционной формулы, а также получены явные аналитические выра-
жения для оптимальных коэффициентов интерполяционной формулы.
С помощью построенной оптимальной интерполяционной формулы ин-
терполированы конкретные функции и проведено сравнение с известны-
ми результатами других авторов.

Ключевые слова: интерполяционная формула, погрешность форму-
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Шадим е т о в Х. М., Б о л т а е в А. К.

1. Введение. В различных областях науки, техники, технологий и ком-
пьютерного геометрического проектирования подгонка данных играет важ-
ную роль. Интерполяция и аппроксимация являются двумя наиболее распро-
страненными методами подгонки. При интерполяции точки данных исполь-
зуются для построения интерполирующей кривой, проходящей через них.
В отличие от этого аппроксимация строит кривую, которая не обязатель-
но проходит через точки данных, но минимизирует отклонение от них. Ес-
ли форма базовой функции данных сложная, оценить ее с помощью одного
полинома затруднительно. В таких случаях предпочтительнее использовать
кусочные функции, известные как сплайны. Благодаря простоте построения
и способности аппроксимировать сложные формы сплайны являются одними
из наиболее полезных инструментов для интерполяции и аппроксимации.

Сплайны играют ключевую роль в прикладной математике благодаря сво-
ей гибкости, позволяющей эффективно приближать даже негладкие функ-
ции, заданные как явно, так и неявно, например, через дифференциальные
уравнения [1–5]. Для численного решения дифференциальных уравнений ши-
роко применяются разностные схемы [6]. Узлы и коэффициенты оптималь-
ных интерполяционных формул имеют важное значение для построения оп-
тимальных разностных формул в гильбертовых пространствах. Кроме то-
го, для наилучшего приближения решений дифференциальных уравнений
дробного порядка используются оптимальные интерполяционные формулы
и их оценки. Решения таких уравнений ищутся в гильбертовых простран-
ствах и находятся преимущественно численными методами, включая различ-
ные типы аппроксимации и интерполяции. Интерполяционные формулы для
аппроксимации функций могут быть построены как классическими, так и ва-
риационными методами (см. [7]).

1.1. Классические интерполяционные формулы. Общая задача ин-
терполяции заключается в нахождении функции 𝑓 : R → R, которая для за-
данных 𝑛+1 точек данных (𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛), где 𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑛,
удовлетворяет условию интерполяции:

𝑓(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛.

Выбор подходящей функции 𝑓 зависит от свойств данных, таких как их глад-
кость или периодичность, а также от вычислительных аспектов, включая
затраты на определение коэффициентов и численную устойчивость получа-
емой системы уравнений. Наиболее часто используемыми функциями для
интерполяции являются полиномы, тригонометрические, экспоненциальные,
логарифмические и рациональные функции.

1.2. Вариационные методы для построения интерполяционных
формул. В последние годы были разработаны новые методы аппроксима-
ции, включая сплайны, которые доказали свою эффективность как в теоре-
тических исследованиях, так и в практических приложениях. Теория сплай-
нов, основанная на вариационных методах, активно изучается и развивает-
ся [8–11]. Сплайны были впервые предложены И. Шенбергом в 1946 году для
сглаживания табличных данных [12]. Ниже приведено определение полино-
миальных сплайнов.

1.2.1. Полиномиальные сплайны. Обозначим через 𝐿(𝑚)
2 = 𝐿

(𝑚)
2 [𝑎, 𝑏]

гильбертово пространство классов вещественных функций, интегрируемых с
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квадратом на [𝑎, 𝑏] и имеющих производные порядка 𝑚, 𝑚 ⩾ 1. Функции в
этом пространстве отличаются полиномом степени (𝑚−1), а норма функций
определяется формулой [13]:

‖𝑓‖
𝐿
(𝑚)
2

=

(︂∫︁ 𝑏

𝑎

(︀
𝑓 (𝑚)(𝑥)

)︀2
𝑑𝑥

)︂1/2

.

Обозначим через 𝑆 пространство вещественных функций 𝑠, определенных
на интервале [𝑎, 𝑏] и удовлетворяющих следующим условиям:

(i) 𝑠— полином степени 2𝑚−1 на каждом интервале (𝑥𝑖, 𝑥𝑖+1), 𝑖 = 1, 𝑁 − 1;
(ii) 𝑠— полином степени 𝑚− 1 на [𝑎, 𝑥1) и (𝑥𝑁 , 𝑏];
(iii) 𝑠(2𝑚−2) — непрерывная функция.

Такие сплайны имеют следующий общий вид (см., например, [14–16]):

𝑠(𝑥) =

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖
(𝑥− 𝑥𝑖)

2𝑚−1
+

(2𝑚− 1)!
+

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗𝑥
𝑗 ,

где

𝑥𝛼+ =

{︃
𝑥𝛼, 𝑥 ⩾ 0,

0, 𝑥 < 0,

а коэффициенты 𝑑𝑖 удовлетворяют условиям
∑︀𝑁

𝑖=1 𝑑𝑖𝑥
𝑘
𝑖 = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1.

Учитывая условия интерполяции, интерполяционный сплайн 𝑠(𝑥) определя-
ется следующей системой уравнений:

𝑠(𝑥𝑖′) =
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖
(𝑥𝑖′ − 𝑥𝑖)

2𝑚−1
+

(2𝑚− 1)!
+

𝑚−1∑︁
𝑗=0

𝛼𝑗𝑥
𝑗
𝑖′ = 𝑦𝑖′ , 𝑖′ = 1, . . . , 𝑁, (1)

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑑𝑖𝑥
𝑘
𝑖 = 0, 𝑘 = 0, 1, . . . ,𝑚− 1. (2)

В случае 𝑚 = 1 решением этой системы является сплайн первой степени
(прямая линия), а в случае 𝑚 = 2— кубический сплайн.

1.2.2. Задача минимальной нормы. Пусть даны 𝑁 фиксированные
различные точки отрезка [𝑎, 𝑏]: 𝑎 < 𝑥1 < 𝑥2 < · · · < 𝑥𝑁 < 𝑏, где 𝑁 ⩾ 𝑚,
и 𝑁 вещественных чисел 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁 . Требуется среди всех функций 𝑓 ∈
𝐿
(𝑚)
2 , удовлетворяющих условиям интерполяции 𝑓(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑁 ,

найти функцию, для которой функционал

ℓ𝑚(𝑓) =

∫︁ 𝑏

𝑎

(︀
𝑓 (𝑚)(𝑥)

)︀2
𝑑𝑥

принимает наименьшее значение. Эта задача заключается в аппроксимации
данных полиномиальным сплайном степени 2𝑚− 1 в пространстве 𝐿(𝑚)

2 для
получения более гладкой кривой, проходящей через заданные точки.

Холладей в работе [17] решил эту задачу для 𝑚 = 2 в 1957 году, доказав,
что кубический сплайн Шенберга (см. [18]) является решением. Позже Де Бур
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в своей работе [19] обобщил этот результат для произвольного𝑚, показав, что
решение представляет собой полиномиальный сплайн степени 2𝑚− 1 в 𝐿(𝑚)

2 .
В работе [20] явное решение задачи минимальной нормы в пространстве

𝐿
(𝑚)
2 было найдено с помощью дискретного аналога дифференциального опе-

ратора 2𝑚-го порядка. Решения системы (1), (2) позволяют строить нату-
ральные сплайны степени 2𝑚− 1 для любого натурального числа 𝑚.

В статьях [21–26] рассматривается задача минимальной нормы в различ-
ных гильбертовых пространствах.

Недавно в [27] авторы построили новую оптимальную интерполяционную
формулу, используя дискретный аналог оператора 𝑑6

𝑑𝑥6 − 1 в гильбертовом
пространстве 𝑊 (3,0)

2 (0, 1).

2. Постановка задачи. Впервые оптимальные интерполяционные фор-
мулы изучил С. Л. Соболев (см. [28]). Рассмотрим одну из таких формул:

𝜙(𝑥) ∼=
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝛽(𝑥)𝜙(𝑥𝛽), (3)

где 𝐶𝛽(𝑥) и 𝑥𝛽 , 𝑥𝛽 ∈ [0, 1] называются коэффициентами и узлами интерполя-
ционной формулы (3), а 𝜙 является элементом класса 𝑊 (4,0)

2 (0, 1). Этот класс
функций определяется следующим образом:

𝑊
(4,0)
2 (0, 1) =

{︀
𝜙 : [0, 1] → R | 𝜙(3) абсолютно непрерывна и 𝜙(4) ∈ 𝐿2(0, 1)

}︀
.

Класс функций 𝑊 (4,0)
2 (0, 1) со скалярным произведением

⟨𝜙,𝜓⟩
𝑊

(4,0)
2

=

∫︁ 1

0

(︀
𝜙(4)(𝑥) + 𝜙(𝑥)

)︀(︀
𝜓(4)(𝑥) + 𝜓(𝑥)

)︀
𝑑𝑥 (4)

является гильбертовым пространством, если отождествлять функции, отли-
чающиеся на решение уравнения

𝜙(4)(𝑥) + 𝜙(𝑥) = 0.

Следовательно, 𝑊 (4,0)
2 — гильбертово пространство, снабженное полунормой

‖𝜙‖
𝑊

(4,0)
2

=

{︂∫︁ 1

0

[︁
𝜙(4)(𝑥) + 𝜙(𝑥)

]︁2
𝑑𝑥

}︂ 1
2

,

соответствующей скалярному произведению (4).
Погрешность интерполяционной формулы (3) определяется как разность

между функцией и ее интерполяционной суммой. Значение этой погрешности
в точке 𝑧 ∈ [0, 1] выражается следующим образом:

(ℓ, 𝜙) = 𝜙(𝑧)−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝛽(𝑧)𝜙(𝑥𝛽), (5)
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где

ℓ(𝑥, 𝑧) = 𝛿(𝑥− 𝑧)−
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝛽(𝑧)𝛿(𝑥− 𝑥𝛽) (6)

является функционалом погрешности интерполяционной формулы (3) и при-
надлежит сопряженному пространству 𝑊 (4,0)*

2 . Здесь 𝛿(𝑥)— дельта-функция
Дирака. Для удобства далее будем обозначать ℓ(𝑥, 𝑧) через ℓ(𝑥).

Согласно неравенству Коши–Шварца, абсолютная величина погрешности
(5) оценивается следующим образом:

|(ℓ, 𝜙)| ⩽ ‖𝜙‖
𝑊

(4,0)
2

· ‖ℓ‖
𝑊

(4,0)*
2

,

где

‖ℓ‖
𝑊

(4,0)*
2

= sup
𝜙,‖𝜙‖̸=0

|(ℓ, 𝜙)|
‖𝜙‖

𝑊
(4,0)
2

.

Таким образом, для оценки погрешности интерполяционной формулы (3) по
функциям из пространства 𝑊 (4,0)

2 требуется вычисление величины

‖
∘
ℓ‖

𝑊
(4,0)*
2

= inf
𝐶𝛽(𝑧)

‖ℓ‖
𝑊

(4,0)*
2

, (7)

т.е. нахождение минимума (7) функционала погрешности ℓ(𝑥) по коэффици-
ентам 𝐶𝛽(𝑧) при фиксированных узлах 𝑥𝛽 .

Эта задача состоит из двух частей: вычисление нормы функционала по-
грешности (6) в пространстве 𝑊 (4,0)*

2 , а затем нахождение минимума нормы
(7) по коэффициентам 𝐶𝛽(𝑧) для фиксированных узлов 𝑥𝛽 .

Одной из основных целей данной работы является исследование задачи о
построении оптимальных интерполяционных формул вида (3) в пространстве
𝑊

(4,0)
2 методом Соболева. Метод Соболева является одним из алгоритмов для

построения оптимальных квадратурных и кубатурных формул в простран-
стве 𝐿𝑚

2 (R𝑁 ) [13, 28]. В данной работе мы разрабатываем аналогичный ме-
тод для построения оптимальных интерполяционных формул вида (3) в про-
странстве𝑊 (4,0)

2 . В результате мы получаем оптимальную интерполяционную
формулу, которая точна на экспоненциально-тригонометрических функциях.

3. Норма функционала погрешности. Для нахождения нормы функ-
ционала погрешности (6) интерполяционной формулы (3) мы будем исполь-
зовать экстремальную функцию этого функционала.

Функция 𝜓ℓ, для которой выполняется равенство

(ℓ, 𝜓ℓ) = ‖ℓ‖
𝑊

(4,0)*
2

· ‖𝜓ℓ‖𝑊 (4,0)
2

, (8)

называется экстремальной функцией функционала погрешности ℓ [13, 28].
Поскольку 𝑊 (4,0)

2 — гильбертово пространство, по теореме Рисса об общем
виде линейного непрерывного функционала в гильбертовых пространствах
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для функционала погрешности ℓ ∈𝑊
(4,0)*
2 существует единственная функция

𝜓ℓ ∈𝑊
(4,0)
2 такая, что для любой функции 𝜙 ∈𝑊

(4,0)
2 выполняется равенство

(ℓ, 𝜙) = ⟨𝜓ℓ, 𝜙⟩, (9)

причем ‖ℓ‖
𝑊

(4,0)*
2

= ‖𝜓ℓ‖𝑊 (4,0)
2

. Здесь ⟨𝜓ℓ, 𝜙⟩ обозначает скалярное произведе-

ние функций 𝜓ℓ и 𝜙 в пространстве 𝑊 (4,0)
2 .

Отсюда видно, что решение 𝜓ℓ уравнения (9) удовлетворяет уравнению (8)
и является экстремальной функцией. Кроме того, из (9) следует, что функ-
ционал погрешности ℓ удовлетворяет следующим равенствам:(︁

ℓ, 𝑒
√
2
2
𝑥 cos

√
2
2 𝑥
)︁
= 0,

(︁
ℓ, 𝑒

√
2

2
𝑥 sin

√
2
2 𝑥
)︁
= 0, (10)(︁

ℓ, 𝑒−
√
2
2
𝑥 cos

√
2
2 𝑥
)︁
= 0,

(︁
ℓ, 𝑒−

√
2

2
𝑥 sin

√
2
2 𝑥
)︁
= 0. (11)

Равенства (10) и (11) означают, что наша интерполяционная формула точна
для функций 𝑒

√
2
2
𝑥 cos

√
2
2 𝑥, 𝑒

√
2

2
𝑥 sin

√
2
2 𝑥, 𝑒

−
√
2

2
𝑥 cos

√
2
2 𝑥, 𝑒

−
√
2

2
𝑥 sin

√
2
2 𝑥.

Уравнение (9) решено в работе [29], и для экстремальной функции 𝜓ℓ при
𝑚 = 4 справедливо следующее выражение:

𝜓ℓ(𝑥) = (ℓ *𝐺4)(𝑥) + 𝑌4(𝑥), (12)

где

𝐺4(𝑥) =
sign(𝑥)

8

[︁3√2

2

(︁
sin

√
2
2 𝑥 ch

√
2
2 𝑥− cos

√
2
2 𝑥 sh

√
2
2 𝑥
)︁
−

− 𝑥 sin
√
2
2 𝑥 sh

√
2
2 𝑥
]︁
, (13)

и

𝑌4(𝑥) = 𝑑1𝑒
√
2

2
𝑥 cos

√
2
2 𝑥+ 𝑑2𝑒

√
2

2
𝑥 sin

√
2
2 𝑥+ 𝑑3𝑒

−
√

2
2
𝑥 cos

√
2
2 𝑥+

+ 𝑑4𝑒
−

√
2

2
𝑥 sin

√
2
2 𝑥. (14)

Символ * обозначает операцию свертки, которая для функций 𝑓 и 𝑔 опреде-
ляется следующим образом:

(𝑓 * 𝑔)(𝑥) =
∫︁ ∞

−∞
𝑓(𝑥− 𝑦)𝑔(𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁
−∞∞𝑓(𝑦)𝑔(𝑥− 𝑦)𝑑𝑦. (15)

Теперь мы получили норму функционала погрешности ℓ. Поскольку про-
странство 𝑊

(4,0)
2 является гильбертовым, по теореме Рисса об общем виде

линейного непрерывного функционала имеем

(ℓ, 𝜓ℓ) = ‖ℓ‖ · ‖𝜓ℓ‖ = ‖ℓ‖2. (16)
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Отсюда, используя четную функцию 𝐺4(𝑥) и выражения (12)–(14), а также
учитывая (15) и (16), получаем

‖ℓ‖2 =
𝑁∑︁

𝛽=0

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛽(𝑧)𝐶𝛾(𝑧)𝐺4(𝑥𝛽 − 𝑥𝛾)− 2
𝑁∑︁

𝛽=0

𝐶𝛽(𝑧)𝐺4(𝑧 − 𝑥𝛽). (17)

Таким образом, первая часть задачи о построении оптимальных интер-
поляционных формул в пространстве 𝑊 (4,0)

2 решена. Далее мы рассмотрим
вторую часть задачи.

4. Система для оптимальных коэффициентов интерполяционных
формул. Теперь переходим к минимизации квадрата нормы функционала
погрешности (17). Известно, что функционал погрешности ℓ удовлетворяет
условиям (10), (11). Квадрат нормы (17) функционала погрешности является
функцией многих переменных коэффициентов 𝐶𝛽(𝑧), 𝛽 = 0, 𝑁 , интерполяци-
онной формулы (3). Для нахождения точки условного минимума квадрата
нормы функционала погрешности (5) при условиях (10), (11) применяем ме-
тод неопределенных множителей Лагранжа.

Рассмотрим следующую функцию:

Ψ(𝐶0(𝑧), 𝐶1(𝑧), . . . , 𝐶𝑁 (𝑧), 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, 𝑑4) = ‖ℓ‖2 −

− 2𝑑1

(︂
𝑒

√
2

2
𝑧 cos

√
2
2 𝑧 −

𝑁∑︁
𝛽=0

𝐶𝛽(𝑧)𝑒
√

2
2
𝑥𝛽 cos

√
2
2 𝑥𝛽

)︂
−

− 2𝑑2

(︂
𝑒

√
2

2
𝑧 sin

√
2
2 𝑧 −

𝑁∑︁
𝛽=0

𝐶𝛽(𝑧)𝑒
√

2
2
𝑥𝛽 sin

√
2
2 𝑥𝛽

)︂
−

− 2𝑑3

(︂
𝑒−

√
2

2
𝑧 cos

√
2

2
𝑧 −

𝑁∑︁
𝛽=0

𝐶𝛽(𝑧)𝑒
−

√
2

2
𝑥𝛽 cos

√
2
2 𝑥𝛽

)︂
−

− 2𝑑4

(︂
𝑒−

√
2

2
𝑧 sin

√
2
2 𝑧 −

𝑁∑︁
𝛽=0

𝐶𝛽(𝑧)𝑒
−

√
2

2
𝑥𝛽 sin

√
2
2 𝑥𝛽

)︂
.

Приравнивая к нулю частные производные от Ψ по коэффициентам 𝐶𝛽(𝑧),
𝛽 = 0, 𝑁 и 𝑑𝑘(𝑧), 𝑘 = 1, 4, получаем систему линейных уравнений:

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾(𝑧)𝐺4(𝑥𝛽 − 𝑥𝛾) + 𝑑3𝑒
−

√
2

2
𝑥𝛽 cos

√
2
2 𝑥𝛽 + 𝑑4𝑒

−
√
2

2
𝑥𝛽 sin

√
2
2 𝑥𝛽 +

+ 𝑑1𝑒
√

2
2
𝑥𝛽 cos

√
2
2 𝑥𝛽 + 𝑑2𝑒

√
2

2
𝑥𝛽 sin

√
2
2 𝑥𝛽 = 𝐺4(𝑧 − 𝑥𝛽), 𝛽 = 0, 𝑁, (18)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾(𝑧)𝑒
√

2
2
𝑥𝛾 cos

√
2
2 𝑥𝛾 = 𝑒

√
2

2
𝑧 cos

√
2
2 𝑧, (19)
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𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾(𝑧)𝑒
√
2

2
𝑥𝛾 sin

√
2
2 𝑥𝛾 = 𝑒

√
2

2
𝑧 sin

√
2
2 𝑧, (20)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾(𝑧)𝑒
−

√
2

2
𝑥𝛾 cos

√
2
2 𝑥𝛾 = 𝑒−

√
2
2
𝑧 cos

√
2
2 𝑧, (21)

𝑁∑︁
𝛾=0

𝐶𝛾(𝑧)𝑒
−

√
2

2
𝑥𝛾 sin

√
2
2 𝑥𝛾 = 𝑒−

√
2
2
𝑧 sin

√
2
2 𝑧, (22)

где 𝐺4(𝑥) определяется равенством (13).
Система (18)–(22) имеет единственное решение, которое дает минимум

‖ℓ‖2 при условиях (19)–(22). Доказательство единственности решения систе-
мы (18)–(22) аналогично доказательству единственности решения системы
для оптимальных коэффициентов в пространстве 𝐿(𝑚)

2 , полученных в рабо-
тах Соболева [13,28].

5. Основные результаты. Для решения системы (18)–(22) методом Со-
болева нам понадобится дискретный аналог 𝐷4(ℎ𝛽) дифференциального опе-
ратора 𝑑8

𝑑𝑥8 + 2 𝑑4

𝑑𝑥4 + 1, удовлетворяющего равенству

𝐷4(ℎ𝛽) *𝐺4(ℎ𝛽) = 𝛿𝑑(ℎ𝛽), (23)

где 𝐺4(ℎ𝛽)— функция дискретного аргумента, соответствующая функции
𝐺4(𝑥), определенной формулой (13), а 𝛿𝑑(ℎ𝛽)— дискретная дельта-функция:

𝛿𝑑(ℎ𝛽) =

{︃
1, 𝛽 = 0,

0, 𝛽 ̸= 0.

В работе [29] при 𝑚 = 4 построен дискретный аналог 𝐷4(ℎ𝛽), удовлетво-
ряющий равенству (23), и доказаны некоторые его свойства.

Введем следующие обозначения:

𝐵1(𝑧, ℎ) = 𝐹1𝐺4(𝑧) +𝐺4(𝑧 − ℎ) + 𝑎−1 𝑒
−

√
2

2
ℎ cos

√
2
2 ℎ− 𝑎−2 𝑒

−
√
2

2
ℎ sin

√
2
2 ℎ+

+ 𝑎−3 𝑒
√
2

2
ℎ cos

√
2
2 ℎ− 𝑎−4 𝑒

√
2
2
ℎ sin

√
2
2 ℎ− ℎ

8
sin

√
2
2 (𝑧 + ℎ) sh

√
2
2 (𝑧 + ℎ),

𝐵2(𝑧, ℎ) = 𝐹1𝐺4(𝑧 − ℎ𝛽) +𝐺4(𝑧 − ℎ(𝛽 − 1)) +𝐺4(𝑧 − ℎ(𝛽 + 1)),

𝐵3(𝑧, ℎ) = 𝐹1𝐺4(𝑧 − 1) +𝐺4(𝑧 − 1 + ℎ) + 𝑎+1 𝑒
√

2
2
(1+ℎ) cos

√
2
2 (1 + ℎ) +

+ 𝑎+2 𝑒
√
2

2
(1+ℎ) sin

√
2
2 (1 + ℎ) + 𝑎+3 𝑒

−
√
2

2
(1+ℎ) cos

√
2
2 (1 + ℎ) +

+ 𝑎+4 𝑒
−

√
2

2
(1+ℎ) sin

√
2
2 (1 + ℎ),

𝐵4(𝑧, ℎ) = 𝑒
√
2

2
(𝑧+ℎ) sin

√
2
2 (𝑧 + ℎ)− 2𝜆𝑘𝑒

√
2
2
ℎ sin

√
2
2 𝑧 + 𝜆2𝑘𝑒

√
2ℎ sin

√
2
2 (𝑧 − ℎ)

[𝜆2𝑘𝑒
√
2ℎ − 2𝜆𝑘𝑒

√
2

2
ℎ cos

√
2
2 ℎ+ 1]2

−
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− 𝑒
√
2

2
(ℎ−𝑧) 𝑒

√
2ℎ sin

√
2
2 (𝑧 + ℎ)− 2𝜆𝑘𝑒

√
2

2
ℎ sin

√
2
2 𝑧 + 𝜆2𝑘 sin

√
2
2 (𝑧 − ℎ)

[𝜆2𝑘 − 2𝜆𝑘𝑒
√
2

2
ℎ cos

√
2
2 ℎ+ 𝑒

√
2ℎ]2

,

где 𝑎−𝑖 и 𝑎+𝑖 — неизвестные коэффициенты, а 𝜆𝑘 определены в работе [29] при
𝑚 = 4.

Результат этого раздела следующий.
Теорема. Оптимальные коэффициенты интерполяционной формулы (3)

с равноотстоящими узлами в пространстве 𝑊 (4,0)
2 (0, 1) имеют следующий

вид :

𝐶0(𝑧) =
8

𝐾

[︂
𝐵1(𝑧, ℎ) +

3∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘

𝜆𝑘

𝑁∑︁
𝛾=0

(︀
𝜆𝛾𝑘𝐺4(𝑧 − ℎ𝛾) +𝑀𝑘 + 𝜆𝑁𝑘 𝑁𝑘

)︀]︁
,

𝐶𝛽(𝑧) =
8

𝐾

[︂
𝐵2(𝑧, ℎ) +

3∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘

𝜆𝑘

𝑁∑︁
𝛾=0

(︀
𝜆
|𝛽−𝛾|
𝑘 𝐺4(𝑧 − ℎ𝛾) + 𝜆𝛽𝑘𝑀𝑘 + 𝜆𝑁−𝛽

𝑘 𝑁𝑘

)︀]︂
,

𝐶𝑁 (𝑧) =
8

𝐾

[︂
𝐵3(𝑧, ℎ) +

3∑︁
𝑘=1

𝐴𝑘

𝜆𝑘

𝑁∑︁
𝛾=0

(︀
𝜆𝑁−𝛾
𝑘 𝐺4(𝑧 − ℎ𝛾) + 𝜆𝑁𝑘 𝑀𝑘 +𝑁𝑘

)︀]︂
,

где 𝛽 = 1, 𝑁 − 1, а величины 𝐾, 𝐴𝑘 и 𝜆𝑘, определены в работе [29] при 𝑚 = 4,
ℎ— малый параметр и

𝑀𝑘 =
𝑎−1 (𝑒

√
2
2
ℎ cos

√
2
2 ℎ− 𝜆𝑘)− 𝑎−2 𝑒

√
2

2
ℎ sin

√
2
2 ℎ

𝜆2𝑘 − 2𝜆𝑘𝑒
√
2

2
ℎ cos

√
2
2 ℎ+ 𝑒

√
2ℎ

− ℎ𝜆𝑘
16

𝐵4(𝑧, ℎ) +

+
𝑎−3 (𝑒

√
2

2
ℎ cos

√
2
2 ℎ− 𝑒

√
2ℎ𝜆𝑘)− 𝑎−4 𝑒

√
2
2
ℎ sin

√
2
2 ℎ

𝑒
√
2ℎ𝜆2𝑘 − 2𝜆𝑘𝑒

√
2

2
ℎ cos

√
2
2 ℎ+ 1

, 𝑘 = 1, 2, 3,

𝑁𝑘 =
𝑎+1
(︀
𝑒

√
2

2
(1+ℎ) cos

√
2
2 (1 + ℎ)− 𝜆𝑘𝑒

√
2
2
(1+2ℎ) cos

√
2
2

)︀
𝑒
√
2ℎ𝜆2𝑘 − 2𝜆𝑘𝑒

√
2

2
ℎ cos

√
2
2 ℎ+ 1

+

+
𝑎+2
(︀
𝑒

√
2
2
(1+ℎ) sin

√
2
2 (1 + ℎ)− 𝜆𝑘𝑒

√
2

2
(1+2ℎ) sin

√
2
2

)︀
𝑒
√
2ℎ𝜆2𝑘 − 2𝜆𝑘𝑒

√
2

2
ℎ cos

√
2
2 ℎ+ 1

+

+
𝑎+3
(︀
𝑒

√
2

2
(ℎ−1) cos

√
2
2 (1 + ℎ)− 𝜆𝑘𝑒

−
√
2

2 cos
√
2
2

)︀
𝜆2𝑘 − 2𝜆𝑘𝑒

√
2

2
ℎ cos

√
2
2 ℎ+ 𝑒

√
2ℎ

+

+
𝑎+4
(︀
𝑒

√
2

2
(ℎ−1) sin

√
2
2 (1 + ℎ)− 𝜆𝑘𝑒

−
√

2
2 sin

√
2
2

)︀
𝜆2𝑘 − 2𝜆𝑘𝑒

√
2

2
ℎ cos

√
2
2 ℎ+ 𝑒

√
2ℎ

− ℎ𝜆𝑘
16

𝐵4(𝑧, ℎ) +

+
1

16

[︃
𝑒−

√
2
2
(𝑧−1−ℎ) sin

√
2
2 (𝑧 − 1− ℎ)− 𝜆𝑘𝑒

−
√

2
2
(𝑧−1−2ℎ) sin

√
2
2 (𝑧 − 1)

𝑒
√
2ℎ𝜆2𝑘 − 2𝜆𝑘𝑒

√
2

2
ℎ cos

√
2
2 ℎ+ 1

−
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−
𝑒

√
2
2
(𝑧−1+ℎ) sin

√
2
2 (𝑧 − 1− ℎ)− 𝜆𝑘𝑒

√
2
2
(𝑧−1) sin

√
2
2 (𝑧 − 1)

𝜆2𝑘 − 2𝜆𝑘𝑒
√
2
2
ℎ cos

√
2
2 ℎ+ 𝑒

√
2ℎ

]︃
, 𝑘 = 1, 2, 3.

До к а з ат е л ь ств о. Для доказательства этой теоремы необходимо про-
вести следующие вычисления. Введем функции

𝜗(ℎ𝛽) = 𝐺4(ℎ𝛽) * 𝐶𝛽(𝑧)

и
𝑢(ℎ𝛽) = 𝜗(ℎ𝛽) + 𝑌4(ℎ𝛽). (24)

Тогда с учетом (23) для оптимальных коэффициентов 𝐶𝛽(𝑧) имеем

𝐶𝛽(𝑧) = 𝐷4(ℎ𝛽) * 𝑢(ℎ𝛽). (25)

Найдя функцию 𝑢(ℎ𝛽), мы можем определить оптимальные коэффициенты
𝐶𝛽(𝑧) из равенства (25).

Для вычисления свертки (25) необходимо найти представление функции
𝑢(ℎ𝛽) при всех целых значениях 𝛽. Из равенства (24) получаем, что 𝑢(ℎ𝛽) =
= 𝐺4(𝑧 − ℎ𝛽) для ℎ𝛽 ∈ [0, 1]. Теперь найдем представление функции 𝑢(ℎ𝛽)
при 𝛽 < 0 и 𝛽 > 𝑁 . Поскольку 𝐶𝛽(𝑧) = 0 для ℎ𝛽 /∈ [0, 1],

𝐶𝛽(𝑧) = 𝐷4(ℎ𝛽) * 𝑢(ℎ𝛽) = 0, ℎ𝛽 /∈ [0, 1]. (26)

Теперь вычислим свертку 𝜗(ℎ𝛽) = 𝐺4(ℎ𝛽) * 𝐶𝛽(𝑧) для ℎ𝛽 /∈ [0, 1].
Предположим, что 𝛽 < 0 и 𝛽 > 𝑁 . Тогда, учитывая равенства (10), (11)

и (13), получаем

𝑢(ℎ𝛽) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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ℎ𝛽 sin

√
2
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√
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√
2
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−
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2
2
ℎ𝛽 sin

√
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+ ℎ𝛽
8 sin

√
2
2 (𝑧 − ℎ𝛽) sh

√
2
2 (𝑧 − ℎ𝛽), 𝛽 < 0,

𝐺4(𝑧 − ℎ𝛽), 0 ⩽ 𝛽 ⩽ 𝑁,

𝑎+1 𝑒
√
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2
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√
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2
ℎ𝛽 sin

√
2
2 ℎ𝛽 +
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−
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2
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2
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√
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(27)

где 𝑎−1 , 𝑎−2 , 𝑎−3 , 𝑎−4 , 𝑎+1 , 𝑎+2 , 𝑎+3 , 𝑎+4 — неизвестные коэффициенты.
Из (27) при 𝛽 = 0 и 𝛽 = 𝑁 получаем

𝑎−1 = 𝐺4(𝑧)− 𝑎−3 , (28)

𝑎+1 =
𝐺4(𝑧 − 1) + ℎ𝛽

8 sin
√
2
2 (𝑧 − 1) sh

√
2
2 (𝑧 − 1)

𝑒
√
2
2 cos

√
2
2

−

− 𝑎+2 tan
√
2
2 − 𝑎+3 𝑒

−
√
2 − 𝑎+4 𝑒

−
√
2 tan

√
2
2 . (29)
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Здесь у нас есть шесть неизвестных: 𝑎−2 , 𝑎−3 , 𝑎−4 , 𝑎+2 , 𝑎+3 и 𝑎+4 . Из уравнения
(26) для 𝛽 = −1,−2,−3 и 𝛽 = 𝑁 + 1, 𝑁 + 2, 𝑁 + 3 с учетом (27) получаем
систему из шести линейных уравнений для 𝑎−2 , 𝑎−3 , 𝑎−4 , 𝑎+2 , 𝑎+3 и 𝑎+4 . Посколь-
ку интерполяционная задача имеет единственное решение, основная матрица
этой системы невырождена.

Решая систему (26) при 𝛽 = −1,−2,−3 и 𝛽 = 𝑁 +1, 𝑁 +2, 𝑁 +3, находим
𝑎−2 , 𝑎−3 , 𝑎−4 , 𝑎+2 , 𝑎+3 и 𝑎+4 . Затем, используя (28) и (29), находим 𝑎−1 и 𝑎+1 . Из
(25) для 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁 выводим

𝐶𝛽(𝑧) =

∞∑︁
𝛾=1
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2
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]︁
, 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁.

Отсюда, используя дискретный оператор 𝐷4(ℎ𝛽), приведенный в работе
[29] при 𝑚 = 4, и учитывая 𝑀𝑘 и 𝑁𝑘, 𝑘 = 1, 2, 3, приходим к выражениям для
коэффициентов 𝐶𝛽(𝑧), 𝛽 = 0, 1, . . . , 𝑁 , которые приведены в теореме. Теорема
доказана. □

6. Численные результаты. В этом разделе мы приведем численные
примеры и результаты интерполяции следующих функций:

𝜙1(𝑧) = 𝑧3 + 𝑧2 + 𝑧, 𝜙2(𝑧) =
1.25 + cos 5.4𝑧

6(1 + (3𝑧 − 1)2)
,

взятых из работы [30], и сравним эти результаты с результатами работы [30]
при 𝑁 = 5.

Для заданных функций графики абсолютных погрешностей интерполя-
ционной формулы (3) приведены на рис. 1. Аналогичные абсолютные погреш-
ности аппроксимации из работы [30] представлены на рис. 2.

В случае 𝜙1(𝑧) погрешность оптимальной интерполяционной формулы (3)
меньше, чем погрешность интерполяции из работы [30]. Однако для функции
𝜙2(𝑧) их абсолютные погрешности почти одинаковы.
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Рис. 1. Графики абсолютных погрешностей 𝜙1(𝑧) и 𝜙2(𝑧) при 𝑁 = 5
[Figure 1. Graphs of absolute errors for 𝜙1(𝑧) and 𝜙2(𝑧) at 𝑁 = 5]

Рис. 2. Графики абсолютных погрешностей 𝜙1(𝑧) и 𝜙2(𝑧) при 𝑁 = 5 [30]
[Figure 2. Graphs of absolute errors for 𝜙1(𝑧) and 𝜙2(𝑧) at 𝑁 = 5 [30]]

7. Заключение. Статья посвящена построению оптимальной интерполя-
ционной формулы, точной для экспоненциально-тригонометрических функ-
ций. Для построения оптимальной интерполяционной формулы использован
метод Соболева, основанный на дискретном аналоге 𝐷4(ℎ𝛽) дифференци-
ального оператора 𝑑8

𝑑𝑥8 + 2 𝑑4

𝑑𝑥4 + 1. Применяя дискретный аналог 𝐷4(ℎ𝛽), мы
получили явные выражения для оптимальных коэффициентов (см. теорему),
которые имеют важное значение в приложениях. В итоге численные резуль-
таты демонстрируют высокую надежность построенной оптимальной интер-
поляционной формулы.
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Abstract
In engineering geodesy, point clouds obtained through area measurement

methods, such as terrestrial laser scanning or photogrammetry, need to be
approximated by a curve or surface that can be described by using a con-
tinuous mathematical function, often employing splines and optimal inter-
polation formulas.

This work is devoted to the construction of an optimal interpolation for-
mula that is exact for exponential-trigonometric functions in a Hilbert space.
The optimal interpolation formula is obtained by minimizing the norm of
the error functional with respect to the coefficients. The article proves the
existence and uniqueness of the optimal interpolation formula and provides
explicit analytical expressions for the optimal coefficients of the interpola-
tion formula. Using the constructed optimal interpolation formula, specific
functions were interpolated, and a comparison was made with known results
from other authors.
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