
Вестн. Сам. гос. техн. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки. 2021. Т. 25, № 2. С. 207–240
ISSN: 2310-7081 (online), 1991-8615 (print) https://doi.org/10.14498/vsgtu1853

Дифференциальные уравнения
и математическая физика
УДК 517.956

Метод Римана для уравнений
с доминирующей частной производной (обзор)

© А.Н. Миронов1,2, Л. Б. Миронова1, Ю.О. Яковлева2

1 Казанский (Приволжский) федеральный университет,
Елабужский институт (филиал),
Россия, 423600, Елабуга, ул. Казанская, 89.

2 Самарский государственный технический университет,
Россия, 443100, Самара, ул. Молодогвардейская, 244.

Аннотация
Данная обзорная статья посвящена классу линейных уравнений с до-

минирующей частной производной вида (𝐷 +𝑀)𝑢 = 𝑓 , где 𝐷𝑢 — сме-
шанная частная производная, а 𝑀 — линейный дифференциальный опе-
ратор, содержащий производные функции 𝑢, получаемые из 𝐷 отбрасы-
ванием по крайней мере одного дифференцирования. Можно отметить
структурное сходство таких уравнений с линейными обыкновенными
дифференциальными уравнениями. Излагается метод Римана для ли-
нейных уравнений с доминирующей частной производной, являющийся
естественным обобщением хорошо известного метода Римана для ги-
перболического уравнения второго порядка с двумя независимыми пе-
ременными.

В статье изложены основные положения теории, разработанной для
уравнения с доминирующей частной производной общего вида, позволя-
ющие заинтересованному читателю применить полученные результаты
к интересующей его задаче.

Дается определение функции Римана как решения интегрального
уравнения Вольтерры, приведено основное дифференциальное тожде-
ство, продемонстрирован процесс получения формулы решения задачи
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Мирон о в А.Н., Мир о н о в а Л.Б., Як о в л е в а Ю.О.

Коши в терминах функции Римана путем интегрирования указанного
тождества по соответствующей области в 𝑛-мерном пространстве. При-
веден пример построения решения задачи Коши для одного уравнения
третьего порядка.

Далее излагается метод Римана для достаточно широкого класса ли-
нейных систем уравнений гиперболического типа (в том числе с кратны-
ми характеристиками). Данный метод идейно весьма близок к методу
Римана для линейных уравнений с доминирующей частной производ-
ной.

Обсуждаются вопросы приложений метода Римана к исследованию
новых задач для уравнений с частными производными. В частности,
с использованием метода Римана доказана корректность новых гранич-
ных задач для факторизованных гиперболических уравнений, исследо-
ваны вопросы разрешимости интегральных уравнений с частными инте-
гралами, определенная модификация метода Римана позволяет разви-
вать метод Римана–Адамара для задач Дарбу. Представление решений
гиперболических систем в явном виде в терминах матрицы Римана поз-
воляет исследовать новые граничные задачи, в частности, задачи с зада-
нием нормальных производных искомых функций на характеристиках,
задачи с условиями на всей границе области, задачи Дарбу.

Изложенный здесь метод Римана для линейных уравнений с домини-
рующей частной производной очевидным образом переносится на мат-
ричные уравнения. В связи с этим указаны некоторые случаи, когда
для таких матричных уравнений построена в явном виде (в терминах
гипергеометрических функций) матрица Римана.

В работе дается обзор литературы, кратко излагается история раз-
вития данного направления в России и за рубежом.

Ключевые слова: метод Римана, функция Римана, матрица Римана,
задача Коши, задача Гурса, задача Дарбу, уравнение с доминирующей
частной производной, гиперболическое уравнение, система уравнений
гиперболического типа, уравнение Бианки, уравнение Векуа, уравнение
Аллера, уравнение Баренблатта–Желтова–Кочиной, уравнение Бусси-
неска–Лява.
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Принятие: 11 мая 2021 г. / Публикация онлайн: 18 мая 2021 г.

Введение
В данной статье речь идет о классах гиперболических уравнений и си-

стем уравнений, для которых при участии авторов статьи были разработаны
варианты метода Римана, позволяющие строить в явном виде в терминах
функции (или матрицы) Римана решения задач Коши, Гурса и некоторых
других задач. Первоначально метод Римана разрабатывался для уравнений
вида

𝐿(𝑢) ≡ 𝜕𝑚𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝑚1
1 . . . 𝜕𝑥𝑚𝑛

𝑛
+

∑︁
|𝛼|6𝑚−1,

𝛼𝑠6𝑚𝑠, 𝑠=1,𝑛

𝑎𝛼(𝑥)
𝜕|𝛼|𝑢(𝑥)

𝜕𝑥𝛼1
1 . . . 𝜕𝑥𝛼𝑛

𝑛
= 𝑓(𝑥), (1)

где (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)— декартовы координаты точки 𝑥; 𝑚 = 𝑚1 + · · · + 𝑚𝑛;
𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛), |𝛼| = 𝛼1+· · ·+𝛼𝑛; 𝑚𝑠, 𝛼𝑠, 𝑠 = 1, 𝑛, — целые неотрицательные
числа; 𝑚 > 1; 𝑢(𝑥)— искомая, а 𝑎𝛼, 𝑓 — известные функции.
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Метод Римана для уравнений с доминирующей частной производной (обзор)

Признаком, отличающим уравнения вида (1) от других уравнений с част-
ными производными, является наличие первого слагаемого в правой части (1),
представляющего собой доминирующую производную: все остальные входя-
щие в (1) производные получаются из нее отбрасыванием по крайней мере
одного дифференцирования по какой-либо из независимых переменных. За-
метим, что подобный признак всегда имеет место для обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений. Поэтому можно рассматривать (1) как класс урав-
нений с частными производными, наиболее близкий к классу линейных обык-
новенных дифференциальных уравнений.

При 𝑚𝑠 = 1, 𝑠 = 1, 𝑛, уравнение (1) обычно называют уравнением Бианки.
Итальянский математик Л. Бианки (L. Bianci) одновременно с О. Никколетти
(O. Niccoletti) еще в 1895 г. [1,2] рассматривал его как многомерное обобщение
хорошо известного в математической физике уравнения

𝑢𝑥𝑦 + 𝑎𝑢𝑥 + 𝑏𝑢𝑦 + 𝑐𝑢 = 𝑓.

В связи с этим появление уравнений вида (1) представляет собой естествен-
ный шаг на пути теоретических обобщений.

К частным случаям уравнений (1) сводится задача интегрального пред-
ставления преобразования одних линейных дифференциальных операторов в
другие, они применяются в теории упругости, при изучении фильтрации жид-
кости в трещиноватых породах, влагопереноса в почве, передачи тепла в гете-
рогенных средах, моделировании различных биологических процессов и явле-
ний, при изучении распространения волн в диспергирующих средах, а также
в теории оптимальных процессов и обратных задачах (см. [3, c. 63, 109; 4;
5, c. 5–13; 6–9] и библиографический список в конце текста статьи [10]).

Можно особо отметить широко известные уравнения указанного класса:
полученное И.Н. Векуа [11, c. 258] основное дифференциальное уравнение
изгиба тонкой сферической оболочки(︁ 𝜕2

𝜕𝑧𝜕𝜁
+ 2

)︁(︁ 𝜕4

𝜕𝑧2𝜕𝜁2
+ 2

𝜕2

𝜕𝑧𝜕𝜁
+
𝛿𝐸ℎ𝑅2

𝐷

)︁
𝑢 = Φ(𝑧, 𝜁);

уравнение Аллера (уравнение Баренблатта—Желтова – Кочиной)

𝑢𝑡 = (𝑎𝑢𝑥 + 𝑏𝑢𝑥𝑡)𝑥,

описывающее диффузию в трещиноватых средах [6; 7, пп. 1.5 и 9.6; 12–14];
уравнение Буссинеска—Лява

𝑢𝑡𝑡𝑥𝑥 − 𝑢𝑡𝑡 + 𝑢𝑥𝑥 = 0,

описывающее волновые процессы в тонком упругом стержне с учетом эффек-
тов инерции и в периодических слоистых средах [15,16]. К виду (1) относятся
и поливибрационные уравнения Д. Манжерона (D. Mangeron) [17,18].

Уравнение Бианки третьего порядка встречается при редукции системы
Дарбу для символов Кристоффеля, описывающей сопряженные криволиней-
ные системы координат [19].

После Л. Бианки и О. Николетти различные вопросы, связанные с урав-
нениями вида (1) изучали H. Bateman, E. Lahaye, D. Mangeron, M. Oǧustöreli,
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D. Colton, S. Easwaran, V. Radochová, A. Corduneany, W. Rundell, M. Stecher
[20–32], В. А. Водахова [33, 34], М. Х. Шхануков [35–37], О. М. Джохад-
зе [38,39], В. И. Корзюк [40], И. Г. Мамедов [41–45] и другие.

М. К. Фаге [46] был предложен вариант метода Римана для уравнения
Бианки произвольного порядка. В этой статье автор констатирует, что «Би-
анки и Николетти разработали лишь формальную часть теории, не вдаваясь
в аналитические детали».

С начала 1990-х годов в Казани сформировалась группа (В. И. Жегалов,
В. А. Севастьянов, Е. А. Уткина, А. Н. Миронов), ведущая систематические
исследования в обсуждаемой области. В частности, в 1990 г. В. И. Жегаловым
[47] было рассмотрено уравнение с переменными коэффициентами

𝑢𝑥𝑦𝑧 + 𝑎𝑢𝑥𝑦 + 𝑏𝑢𝑦𝑧 + 𝑐𝑢𝑥𝑧 + 𝑑𝑢𝑥 + 𝑒𝑢𝑦 + 𝑓𝑢𝑧 + 𝑔𝑢 = 0. (2)

Отправным пунктом рассуждений являлся результат И. Н. Векуа из [11], где
было показано, что функция Римана для уравнения

𝐿1(𝑢) ≡ 𝑢𝑥𝑦 + 𝑎(𝑥, 𝑦)𝑢𝑥 + 𝑏(𝑥, 𝑦)𝑢𝑦 + 𝑐(𝑥, 𝑦)𝑢 = 𝑓(𝑥, 𝑦)

удовлетворяет интегральному уравнению

𝑣(𝑥, 𝑦)−
∫︁ 𝑦

𝜏
𝑎(𝑥, 𝜂)𝑣(𝑥, 𝜂) 𝑑𝜂 −

∫︁ 𝑥

𝑡
𝑏(𝜉, 𝑦)𝑣(𝜉, 𝑦) 𝑑𝜉 +

+

∫︁ 𝑥

𝑡

∫︁ 𝑦

𝜏
𝑐(𝜉, 𝜂)𝑣(𝜉, 𝜂) 𝑑𝜂 𝑑𝜉 = 1

и имеет место тождество

𝜕2(𝑢𝑅)

𝜕𝑥𝜕𝑦
−𝑅𝐿1(𝑢) ≡

𝜕

𝜕𝑥

[︁
𝑢
(︁𝜕𝑅
𝜕𝑦

− 𝑎𝑅
)︁]︁

+
𝜕

𝜕𝑦

[︁
𝑢
(︁𝜕𝑅
𝜕𝑥

− 𝑏𝑅
)︁]︁
,

отличающееся от тождества, использованного Б. Риманом. Данная модифи-
кация метода Римана допускала возможность его распространения на случай
уравнения (2), что и было реализовано в [47].

Позднее в ряде работ В. И. Жегалова, В. А. Севастьянова и Е. А. Утки-
ной этот модифицированный метод был распространен на класс уравнений
с доминирующей частной производной [8, 48–57], при этом для уравнений
с кратным дифференцированием изучалась задача Гурса, а задача Коши ис-
следовалась лишь для уравнения Бианки. Существенное значение имеет то,
что функция Римана в этих работах определяется не как решение сопряжен-
ного уравнения, удовлетворяющее граничным условиям, число которых очень
быстро увеличивается с ростом 𝑛, а как решение некоторого интегрального
уравнения. Отметим еще, что при построении решений задач Коши В. А. Се-
вастьянов использовал аппарат дифференциальных форм. Оба указанных
изменения привели к существенному уменьшению сложности выкладок, и вы-
вод окончательных формул решения стал более компактным. Это позволило
получить более лаконичную и прозрачную схему решения задач Гурса и Ко-
ши, чем в работах предыдущих авторов. Кроме того, предложенный вариант
оказался конструктивным в том смысле, что удалось выделить ряд новых
случаев, когда решение может быть записано в явном виде [50,51,58,59].
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Далее естественно было перейти к построению теории уравнения (1) в об-
щем случае, когда искомая функция содержит кратное дифференцирование
по независимым переменным. Часто такие уравнения называются псевдопа-
раболическими (первым такое название использовал Д. Колтон в 1972 г. [24]).

В 2005 г. Е. А. Уткиной было доказано тождество [60,61], необходимое для
решения задачи Гурса в общем случае уравнения (1). Главным недостатком
предложенного тождества было то, что его структура отличалась от тож-
дества для уравнения Бианки. Полученная формула решения задачи Гурса
позволила распространить теорию характеристических задач с нормальными
производными в граничных условиях со случая уравнения Бианки на общее
псевдопараболическое уравнение (1) [62].

А. Н. Мироновым для уравнения (1) было предложено тождество, имею-
щее структуру тождества для уравнения Бианки, что позволило применить
метод Римана и к задаче Коши [63,64]. В работе [65] для уравнения (1) в тер-
минах функции Римана построено решение задачи, из формулы решения ко-
торой формула решения задачи Гурса может быть получена как частный
случай.

Одной из областей применения результатов, связанных с использованием
метода Римана для уравнения (1), являются краевые задачи для факторизо-
ванных уравнений вида (︁ 𝜕

𝜕𝑥1
+ · · ·+ 𝜕

𝜕𝑥𝑛

)︁
𝐿𝑢 = 0,

где 𝐿— оператор уравнения (1). Для таких уравнений поставлены новые кра-
евые задачи неклассического характера и получены условия их однозначной
разрешимости [66,67].

Применение метода Римана позволяет вести поиск новых возможностей
решения уравнений вида (1) и граничных задач для них в явном виде. Вы-
делено значительное число уравнений, допускающих эффективную разреши-
мость в терминах функции Римана [69–74]. Указанные результаты применя-
ются и к решению в явном виде интегральных уравнений Вольтерра, в том
числе с несколькими независимыми переменными [75,76].

Наконец, был разработан векторно-матричный аналог метода Римана для
некоторого класса гиперболических систем (который включает системы с крат-
ными характеристиками). Поставлен ряд новых характеристических задач
для подобных систем в пространствах R𝑛 и исследован характер их разреши-
мости [77–81].

В последнее время на основе метода Римана развивается метод Римана—
Адамара, позволяющий строить решения задач Дарбу для уравнений Бианки
и систем уравнений гиперболического типа в терминах функции или матрицы
Римана—Адамара [82–84].

Некоторое время, начиная с 1991 г., метод Римана для уравнений Биан-
ки развивался в Самаре (см., например, [85, 86]). Обзор методов построения
функции Римана для уравнения Бианки при 𝑛 = 2 содержится в работе [87].

В данной работе мы останавливаемся на описании наиболее общих ре-
зультатов для уравнения (1), которые позволяют применять метод Римана
в разнообразных частных случаях, возникающих при изучении краевых за-
дач для рассмотренных здесь классов гиперболических уравнений и систем.
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1. Построение решения задачи Коши методом Римана
Здесь изложен процесс построения решения задачи Коши в терминах

функции Римана, то есть дается решение поставленной М. К. Фаге зада-
чи [46]: построить в терминах функции Римана решение задачи Коши для
уравнения с доминирующей частной производной в общем случае.

Изложенные ниже результаты с полными доказательствами опубликова-
ны в [64].

Рассмотрим уравнение (1), записанное в следующей форме

𝐿(𝑢) ≡
∑︁

06𝑞𝑖6𝑚𝑖,
𝑖=1,𝑛

𝑎𝑞1𝑞2...𝑞𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)𝑢𝑥𝑞1
1 𝑥

𝑞2
2 ...𝑥𝑞𝑛

𝑛
= 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), (3)

где 𝑎𝑞1𝑞2...𝑞𝑛 , 𝑓 — заданные функции; 𝑎𝑚1𝑚2...𝑚𝑛 ≡ 1; 𝑢— искомая функция;
порядок уравнения (3) равен 𝑚 = 𝑚1 +𝑚2 + · · ·+𝑚𝑛.

1.1. Основное тождество. Считаем, что коэффициенты (3) удовлетво-
ряют включениям 𝑎𝑞1𝑞2...𝑞𝑛 ∈ 𝐶(𝑞1,𝑞2,...,𝑞𝑛), 𝑓 ∈ 𝐶 в замыкании рассматрива-
емой области 𝐺 (областью всюду будем называть открытое связное множе-
ство). Класс 𝐶(𝑞1,𝑞2,...,𝑞𝑛)(𝐺) означает существование и непрерывность всех
производных 𝜕𝑙1+𝑙2+···+𝑙𝑛/𝜕𝑥𝑙11 𝜕𝑥

𝑙2
2 . . . 𝜕𝑥

𝑙𝑛
𝑛 , 𝑙𝑖 = 0, 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛, на множестве 𝐺.

Введем для (3) функцию Римана 𝑅 = 𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) как решение инте-
грального уравнения

𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) +
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑄𝑘,𝑛

∫︁ 𝑥𝑞1

𝜉𝑞1

∫︁ 𝑥𝑞2

𝜉𝑞2

· · ·
∫︁ 𝑥𝑞𝑘

𝜉𝑞𝑘

𝐹𝑞1𝑞2...𝑞𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . ,

𝑥𝑛, 𝛼𝑞1 , 𝛼𝑞2 , . . . , 𝛼𝑞𝑘)𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑞1−1, 𝛼𝑞1 , 𝑥𝑞1+1, . . . ,

𝑥𝑞𝑘−1, 𝛼𝑞𝑘 , 𝑥𝑞𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛) 𝑑𝛼𝑞𝑘 . . . 𝑑𝛼𝑞2𝑑𝛼𝑞1 = 1, (4)

где вторая сумма берется по множеству всех упорядоченных наборов индек-
сов 𝑄𝑘,𝑛 = {(𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑘) | 1 6 𝑞1 < 𝑞2 < · · · < 𝑞𝑘 6 𝑛};

𝐹𝑞1𝑞2...𝑞𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝛼𝑞1 , 𝛼𝑞2 , . . . , 𝛼𝑞𝑘) =

=

𝑚𝑞1−1∑︁
𝑝𝑞1=0

𝑚𝑞2−1∑︁
𝑝𝑞2=0

· · ·
𝑚𝑞𝑘

−1∑︁
𝑝𝑞𝑘=0

(−1)

𝑘∑︀
𝑖=1

(𝑚𝑞𝑖−𝑝𝑞𝑖 )
𝑎𝑝1𝑝2...𝑝𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . ,

𝑥𝑞1−1, 𝛼𝑞1 , 𝑥𝑞1+1, . . . , 𝑥𝑞𝑘−1, 𝛼𝑞𝑘 , 𝑥𝑞𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛)
𝑘∏︁

𝑗=1

(𝑥𝑞𝑗 − 𝛼𝑞𝑗 )
𝑚𝑞𝑗−𝑝𝑗−1

(𝑚𝑞𝑗 − 𝑝𝑗 − 1)!
,

причем если 𝑖 ̸= 𝑞𝑗 , то 𝑝𝑖 = 0. Здесь 𝑥𝑖, 𝛼𝑖 ∈ [𝜉𝑖, 𝜂𝑖], 𝑖 = 1, 𝑛.
Пусть Ω = [𝜉1, 𝜂1] × [𝜉2, 𝜂2] × · · · × [𝜉𝑛, 𝜂𝑛] ⊂ 𝐺. Решение (4) существует

и единственно в классе 𝐶(Ω). Как обычно (например [88, с. 63]), считаем 𝑅
функцией как переменных (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), так и параметров (𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛):

𝑅 = 𝑅(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛; 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛).

Из (4) следует, что 𝑅(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛;𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ≡ 1.
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Рассмотрим конструкции

𝐴𝑙1𝑙2...𝑙𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛; 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) =

=

𝑙1∑︁
𝑠1=0

𝑙2∑︁
𝑠2=0

· · ·
𝑙𝑛∑︁

𝑠𝑛=0

(−1)
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑠𝑖(𝑅𝑎𝑚1−𝑠1,𝑚2−𝑠2,...,𝑚𝑛−𝑠𝑛)𝑥𝑙1−𝑠1
1 𝑥

𝑙2−𝑠2
2 ...𝑥𝑙𝑛−𝑠𝑛

𝑛
, (5)

0 6 𝑙𝑖 6 𝑚𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛.

Всего имеется (𝑚1 + 1)(𝑚2 + 1) · · · (𝑚𝑛 + 1) конструкций вида (5) (как и ко-
эффициентов уравнения (3)), причем 𝐴𝑚1𝑚2...𝑚𝑛 = 0 есть сопряженное к (3)
уравнение 𝐿*(𝑅) = 0, а 𝐴00...0 ≡ 𝑅.

Из уравнения (4) вытекают тождества

𝐴𝑙1𝑙2...𝑙𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑞1−1, 𝜉𝑞1 , 𝑥𝑞1+1, . . . ,

𝑥𝑞𝑘−1, 𝜉𝑞𝑘 , 𝑥𝑞𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛; 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) ≡ 0 (6)

при 𝑙𝑞1 6 𝑚𝑞1 − 1, . . . , 𝑙𝑞𝑘 6 𝑚𝑞𝑘 − 1, 𝑙𝑟 = 𝑚𝑟, 𝑟 ̸= 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘. Покажем это.
Дифференцируем (4) 𝑙1 раз по 𝑥1, 𝑙2 раз по 𝑥2, . . . , 𝑙𝑛 раз по 𝑥𝑛, после чего

полагаем 𝑥𝑞1 = 𝜉𝑞1 , 𝑥𝑞2 = 𝜉𝑞2 , . . . , 𝑥𝑞𝑘 = 𝜉𝑞𝑘 , где 𝑙𝑞1 6 𝑚𝑞1 −1, 𝑙𝑞2 6 𝑚𝑞2 −1, . . . ,
𝑙𝑞𝑘 6 𝑚𝑞𝑘 − 1, а 𝑙𝑟 = 𝑚𝑟 при 𝑟 ̸= 𝑞𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘. Тогда

𝑅
𝑥
𝑙1
1 𝑥

𝑙2
2 ...𝑥𝑙𝑛

𝑛
+

𝑚1−1∑︁
𝑝1=𝑚1−𝑙1

𝑚2−1∑︁
𝑝2=𝑚2−𝑙2

· · ·
𝑚𝑛−1∑︁

𝑝𝑛=𝑚𝑛−𝑙𝑛

(−1)
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑚𝑖−𝑝𝑖 ×

× (𝑅𝑎𝑝1𝑝2...𝑝𝑛)𝑥𝑙1+𝑝1−𝑚1
1 𝑥

𝑙2+𝑝2−𝑚2
2 ...𝑥𝑙𝑛+𝑝𝑛−𝑚𝑛

𝑛
= 0. (7)

Ясно, что (7) есть равенство

𝐴𝑙1𝑙2...𝑙𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑞1−1, 𝜉𝑞1 , 𝑥𝑞1+1, . . . ,

𝑥𝑞𝑘−1, 𝜉𝑞𝑘 , 𝑥𝑞𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛; 𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) = 0.

Чтобы в этом убедиться, достаточно положить 𝑠1 = 𝑚1−𝑝1, 𝑠2 = 𝑚2−𝑝2, . . . ,
𝑠𝑛 = 𝑚𝑛 − 𝑝𝑛.

Центральную роль в дальнейшем играет тождество

𝑅𝐿(𝑢) ≡
∑︁

𝑝𝑖6𝑚𝑖,∑︀
𝑝𝑖<

∑︀
𝑚𝑖,

06𝑙𝑖61,
𝑖=1,𝑛

(−1)
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑝𝑖(𝐴𝑝1𝑝2...𝑝𝑛𝑢𝑥𝑚1−𝑙1−𝑝1
1 𝑥

𝑚2−𝑙2−𝑝2
2 ...𝑥𝑚𝑛−𝑙𝑛−𝑝𝑛

𝑛
)
𝑥
𝑙1
1 𝑥

𝑙2
2 ...𝑥𝑙𝑛

𝑛
, (8)

где 𝑝𝑖, 𝑚𝑖, 𝑙𝑖 — целые неотрицательные числа, справедливые для любой функ-
ции класса 𝐶(𝑚1,...,𝑚𝑛). В сумме (8) каждое слагаемое встречается лишь один
раз и определяется конструкцией 𝐴𝑝1𝑝2...𝑝𝑛 (точнее, набором (𝑝1, 𝑝2, . . . 𝑝𝑛)).
Формула (8) строится по следующему правилу. Берется набор (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛),
затем определяется набор (𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑛) так, чтобы 𝑝1 + 𝑙1 6 𝑚1, 𝑝2 + 𝑙2 6
6 𝑚2, . . . , 𝑝𝑛 + 𝑙𝑛 6 𝑚𝑛, при этом берутся наибольшие значения 𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑛
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(т. е. 𝑙𝑖 = 1, если 𝑝𝑖 < 𝑚𝑖; 𝑙𝑖 = 0, если 𝑝𝑖 = 𝑚𝑖). Эти наборы (𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑛),
(𝑙1, 𝑙2, . . . , 𝑙𝑛) однозначно определяют слагаемое из (8).

Тождество (8) доказано в [64] методом математической индукции.
1.2. Построение решения задачи Коши. В пространстве R𝑛 рассмот-

рим поверхность 𝑆 класса 𝐶𝑚−1, заданную уравнениями

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 = 𝑥1(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛−1),
𝑥2 = 𝑥2(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛−1),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑥𝑛 = 𝑥𝑛(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛−1),

rank

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜕𝑥1
𝜕𝜇1

· · · 𝜕𝑥𝑛
𝜕𝜇1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝜕𝑥1
𝜕𝜇𝑛−1

· · · 𝜕𝑥𝑛
𝜕𝜇𝑛−1

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝑛− 1, (9)

(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛−1) ∈ 𝐻, где 𝐻 — область пространства R𝑛−1. Считаем, что 𝑆
в каждой своей точке имеет касательную плоскость, не параллельную ни
одной из координатных осей.

Выберем точку 𝑃 (𝑥01, 𝑥02, . . . , 𝑥0𝑛) так, чтобы плоскости 𝑥1 = 𝑥01, 𝑥2 = 𝑥02, . . . ,
𝑥𝑛 = 𝑥0𝑛 вырезали из поверхности 𝑆 ограниченный участок 𝑆0. Обозначим
через 𝐷0 конечную область пространства R𝑛, ограниченную плоскостями
𝑥1 = 𝑥01, 𝑥2 = 𝑥02, . . . , 𝑥𝑛 = 𝑥0𝑛 и поверхностью 𝑆0. Считаем ориентацию
области 𝐷0 положительной.

Регулярным в области𝐷0 решением уравнения (3) назовем решение, непре-
рывное в 𝐷0 вместе со всеми входящими в это уравнение производными.

Задача Коши. Найти регулярное в области 𝐷0 решение уравнения (3),
удовлетворяющее условиям

𝜕𝑘𝑢

𝜕𝑙𝑘

⃒⃒⃒
𝑆0

= 𝜓𝑘, 𝑘 = 0,𝑚− 1, (10)

𝜓𝑘 ∈ 𝐶𝑚−𝑘(𝑆0), а �⃗�— заданное на 𝑆 некасательное к этой поверхности поле
направлений.

Пусть поле направлений �⃗� задано вектором

�⃗�
(︀
𝑙1(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛−1), . . . , 𝑙𝑛(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛−1)

)︀
, |⃗𝑙| ≡ 1.

Введем систему координат, связанную с поверхностью 𝑆:

𝑥𝑖 = 𝑥𝑖(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛−1) + 𝑙𝑖(𝜇1, 𝜇2, . . . , 𝜇𝑛−1)𝜇𝑛, 𝑖 = 1, 𝑛, 𝜇𝑛 ∈ R.

Поле направлений �⃗� некасательно к 𝑆, следовательно, существует обратное
преобразование координат 𝜇𝑖 = 𝜇𝑖(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) класса 𝐶𝑚−1 в окрестности
поверхности 𝑆 [89, с. 495].

Отметим, что значения 𝑢 и ее производных на 𝑆 определяются по данным
(10), поскольку частные производные решения 𝑢 на поверхности 𝑆 по 𝑥1, . . . ,
𝑥𝑛 находятся дифференцированием 𝑢 = 𝑈(𝜇1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), . . . , 𝜇𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛))
как сложной функции. Нетрудно заметить, что в силу условий гладкости,
налагаемых на поверхность 𝑆 и данные смешанной задачи, все частные про-
изводные на 𝑆0 до порядка (𝑚−1) включительно, входящие в уравнение (3),
будут непрерывными функциями.
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Решение задачи Коши существует и единственно, так как заменой

𝑣 = 𝑢𝑥𝑚1
1 𝑥

𝑚2
2 ...𝑥𝑚𝑛

𝑛

задача Коши сводится к интегральному уравнению с частными интегралами
относительно функции 𝑣, решение которого существует и единственно в клас-
се непрерывных функций. Покажем это. Поверхность 𝑆 может быть задана
уравнениями 𝑥𝑖 = 𝜎𝑖(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛). Введем интегральные опе-
раторы

𝐼𝑗𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

∫︁ 𝑥𝑗

𝜎𝑗

𝜙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝛼𝑗 , 𝑥𝑗+1, 𝑥𝑛) 𝑑𝛼𝑗 .

Тогда

𝑢
𝑥
𝑚1−𝑘1
1 𝑥

𝑚2−𝑘2
2 ...𝑥𝑚𝑛−𝑘𝑛

𝑛
= 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) + 𝐼𝑘11 𝐼𝑘22 . . . 𝐼𝑘𝑛𝑛 𝑣(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), (11)

где функция 𝑔(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), очевидно, определяется по известным значениям
частных производных функции 𝑢 на поверхности 𝑆. Учтем, что

𝐼
𝑘𝑗
𝑗 𝑣(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =

∫︁ 𝑥𝑗

𝑥1
𝑗

(𝑥𝑗 − 𝛼𝑗)
𝑘𝑗−1

(𝑘𝑗 − 1)!
𝑣(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝛼𝑗 , 𝑥𝑗+1, 𝑥𝑛) 𝑑𝛼𝑗 .

Подставляя (11) в (3), получим интегральное уравнение относительно функ-
ции 𝑣:

𝑣(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) +
𝑛∑︁

𝑘=1

∑︁
𝑄𝑘,𝑛

∫︁ 𝑥𝑞1

𝜎𝑞1

∫︁ 𝑥𝑞2

𝜎𝑞2

· · ·
∫︁ 𝑥𝑞𝑘

𝜎𝑞𝑘

Φ𝑞1𝑞2...𝑞𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . ,

𝑥𝑛, 𝛼𝑞1 , 𝛼𝑞2 , . . . , 𝛼𝑞𝑘)𝑣(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑞1−1, 𝛼𝑞1 , 𝑥𝑞1+1, . . . ,

𝑥𝑞𝑘−1, 𝛼𝑞𝑘 , 𝑥𝑞𝑘+1, . . . , 𝑥𝑛)𝑑𝛼𝑞𝑘 . . . 𝑑𝛼𝑞2𝑑𝛼𝑞1 = 𝑓1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛),

Φ𝑞1𝑞2...𝑞𝑘(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, 𝛼𝑞1 , 𝛼𝑞2 , . . . , 𝛼𝑞𝑘) =

=

𝑚𝑞1−1∑︁
𝑝𝑞1=0

𝑚𝑞2−1∑︁
𝑝𝑞2=0

· · ·
𝑚𝑞𝑘

−1∑︁
𝑝𝑞𝑘=0

𝑎𝑝1𝑝2...𝑝𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)

𝑘∏︁
𝑗=1

(𝑥𝑞𝑗 − 𝛼𝑞𝑗 )
𝑚𝑞𝑗−𝑝𝑞𝑗−1

(𝑚𝑞𝑗 − 𝑝𝑞𝑗 − 1)!
,

причем если 𝑖 ̸= 𝑞𝑗 , то 𝑝𝑖 = 𝑚𝑖. Очевидно, 𝑓1 — известная непрерывная функ-
ция. Это уравнение Вольтерра с непрерывными ядрами и свободным членом
(как и приведенное выше уравнение (4)). Его решение существует и един-
ственно в классе непрерывных функций.

По известной функции 𝑣 однозначно восстанавливаем функцию 𝑢 в обла-
сти 𝐷0, используя известные значения 𝑢 и ее производных на 𝑆0. Ясно, что
найденная таким образом функция 𝑢 является регулярным решением урав-
нения (3).

Проведем через точку 𝑀(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛)∈𝐷0 плоскости 𝑥1 = 𝜉1, 𝑥2 = 𝜉2, . . . ,
𝑥𝑛 = 𝜉𝑛. Получим область 𝐷 ⊂ 𝐷0, граница которой образована указанными
плоскостями и частью поверхности 𝑆0, которую обозначим через 𝑆1. Ясно,
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что для решения задачи Коши достаточно найти значение решения уравне-
ния (3) в точке 𝑀 . Это достигается путем интегрирования тождества (8) по
области 𝐷 с использованием общей формулы Стокса:

∫︁
𝐷

(︁ 𝑘∑︁
𝑖=1

𝜕𝐴𝑖

𝜕𝑥𝑖

)︁
𝑑𝑥1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑘 =

=

∫︁
𝜕𝐷

𝑘∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖−1𝐴𝑖𝑑𝑥1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑖−1 ∧ 𝑑𝑥𝑖+1 ∧ . . . ∧ 𝑑𝑥𝑘, (12)

где 𝜕𝐷— граница области 𝐷.
Введем следующие обозначения:

𝑄 = {1, 2, . . . , 𝑛},

𝑄𝑙,𝑙+𝑘
𝑛 =

{︀
(𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛) | {𝑞𝑗 | 1 6 𝑗 6 𝑛} = {1, 2, . . . , 𝑛},

𝑞1 < · · · < 𝑞𝑙, 𝑞𝑙+1 < · · · < 𝑞𝑙+𝑘, 𝑞𝑙+𝑘+1 < · · · < 𝑞𝑛
}︀
,

𝐵𝑞1 =
∑︁

06𝑙𝑞𝑖61,
𝑖=2,𝑛, 𝑙𝑞1=1,
𝑝𝑟6𝑚𝑟, 𝑟=1,𝑛

(−1)
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑝𝑖∑︀𝑛
𝑖=1 𝑙𝑞𝑖

×

×
(︀
𝐴𝑝1...𝑝𝑛𝑢𝑥

𝑚𝑞1−𝑝𝑞1−1
𝑞1

𝑥
𝑚𝑞2−𝑝𝑞2−𝑙𝑞2
𝑞2

...𝑥
𝑚𝑞𝑛−𝑝𝑞𝑛−𝑙𝑞𝑛
𝑞𝑛

)︀
𝑥
𝑙𝑞2
𝑞2

...𝑥
𝑙𝑞𝑛
𝑞𝑛

,

. . . . . . . . . . . . . . . ,

𝐵𝑞1...𝑞𝑘 =
∑︁

06𝑙𝑞𝑖61,
𝑖=𝑘+1,𝑛,

𝑙𝑞𝑗=1, 𝑗=1,𝑘,

𝑝𝑟6𝑚𝑟, 𝑟=1,𝑛

(−1)
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑝𝑖∏︀𝑘
𝑗=1

∑︀𝑛
𝑖=𝑗 𝑙𝑞𝑖

×

×
(︀
𝐴𝑝1...𝑝𝑛𝑢

𝑥
𝑚𝑞1−𝑝𝑞1−1
𝑞1

...𝑥
𝑚𝑞𝑘

−𝑝𝑞𝑘
−1

𝑞𝑘
𝑥
𝑚𝑞𝑘+1

−𝑝𝑞𝑘+1
−𝑙𝑞𝑘+1

𝑞𝑘+1
...𝑥

𝑚𝑞𝑛−𝑝𝑞𝑛−𝑙𝑞𝑛
𝑞𝑛

)︀
𝑥
𝑙𝑞𝑘+1
𝑞𝑘+1

...𝑥
𝑙𝑞𝑛
𝑞𝑛

.

Конструкции 𝐵𝑞1...𝑞𝑘 , получающиеся перестановкой индексов, совпадают.
Рассмотрим совокупность ориентированных многообразий, обозначаемых

символами 𝑆1, 𝐷 и 𝜕𝐷 с индексами, являющимися комбинациями из 1, 2, . . . ,
𝑛− 1 различных цифр 1, 2, . . . , 𝑛 (каждая из которых соответствует номеру
переменной). При этом 𝑆1- и 𝐷-многообразия с индексами являются пере-
сечениями соответственно 𝑆1 и 𝐷 с соответствующими плоскостями, а 𝜕𝐷-
многообразия с индексами — краями соответствующих 𝐷-многообразий. На-
пример 𝑆1

12 — множество точек поверхности 𝑆1, лежащих в плоскостях 𝑥1 = 𝜉1
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и 𝑥2 = 𝜉2. Ясно, что геометрически 𝑆1-многообразия содержатся в 𝜕𝐷-мно-
гообразиях с теми же индексами, а 𝐷-многообразия — в 𝜕𝐷-многообразиях
с теми же индексами без последнего. Например, 𝑆1

2 — часть 𝜕𝐷2, 𝐷312 — часть
𝜕𝐷31. Ориентации 𝜕𝐷-многообразий считаем согласованными с ориентация-
ми соответствующих 𝐷-многообразий. В результате будут определены все
введенные ориентированные многообразия. Два из рассмотренных как 𝐷,
так и 𝑆1-многообразия геометрически совпадают, если их индексы образо-
ваны одним и тем же неупорядоченным набором переменных. При этом если
индексы одного из них получаются четной перестановкой индексов другого,
то ориентации этих многообразий совпадают, а в случае нечетной переста-
новки ориентации противоположны.

Запишем правую часть тождества (8) в дивергентной форме:

𝑅𝐿(𝑢) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕𝐵𝑖

𝜕𝑥𝑖
. (13)

Пусть 𝑢— регулярное решение уравнения (3). Тогда, интегрируя (13) по об-
ласти 𝐷 и применяя общую формулу Стокса (12) при 𝑘 = 𝑛, получим∫︁

𝐷
𝑅𝑓𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑛 =

∫︁
𝜕𝐷

∑︁
𝑄1,1

𝑛

(−1)𝑞1−1𝐵𝑞1𝑑𝑥𝑞2 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑞𝑛 .

Заменим интеграл по множеству 𝜕𝐷 суммой интегралов по его составляю-
щим:∫︁

𝜕𝐷

∑︁
𝑄1,1

𝑛

(−1)𝑞1−1𝐵𝑞1𝑑𝑥𝑞2 ∧· · ·∧𝑑𝑥𝑞𝑛 =
∑︁
𝑄1,1

𝑛

(−1)𝑞1−1

∫︁
𝐷𝑞1

𝐵𝑞1𝑑𝑥𝑞2 ∧· · ·∧𝑑𝑥𝑞𝑛 +

+
∑︁
𝑄1,1

𝑛

(−1)𝑞1−1

∫︁
𝑆1

𝐵𝑞1𝑑𝑥𝑞2 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑞𝑛 . (14)

Учтем, что входящие в 𝐵𝑞1 слагаемые, соответствующие 𝑙𝑞2 = 𝑙𝑞3 = . . . =
= 𝑙𝑞𝑛 = 0, тождественно равны нулю на 𝐷𝑞1 в силу (6). Поэтому 𝐵𝑞1 на 𝐷𝑞1
можно снова записать в дивергентном виде:

𝐵𝑞1 =
∑︁

𝑖∈𝑄∖{𝑞1}

𝜕𝐵𝑞1𝑖

𝜕𝑥𝑖
. (15)

Подставив (15) в первую сумму правой части (14), применяем формулу Стокса:

𝐼1 =
∑︁
𝑄1,1

𝑛

(−1)𝑞1−1

∫︁
𝐷𝑞1

𝐵𝑞1𝑑𝑥𝑞2 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑞𝑛 =

= 2!
∑︁
𝑄2,1

𝑛

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)

∫︁
𝐷𝑞1𝑞2

𝐵𝑞1𝑞2𝑑𝑥𝑞3 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑞𝑛 +
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+
∑︁
𝑄1,2

𝑛

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)

∫︁
𝑆1
𝑞1

𝐵𝑞1𝑞2𝑑𝑥𝑞3 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑞𝑛 , (16)

где 𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)— знак перестановки
(︀

1 ...𝑛
𝑞1...𝑞𝑛

)︀
. При получении (16) мы перешли

от интеграла по множеству 𝐷𝑞1 к интегралу по его границе 𝜕𝐷𝑞1 , разбив
затем множество 𝜕𝐷𝑞1 на его составляющие. При этом учтено, что 𝐷𝑖𝑗 и 𝐷𝑗𝑖

совпадают как множества, но имеют противоположные ориентации. То есть
в процессе вычислений появляются одинаковые интегралы (их количество
равно 2) по одной области с точностью до ориентации. Нетрудно заметить,
что с учетом знаков эти члены оказываются равными, поэтому мы оставляем
интеграл с коэффициентом 2! по 𝐷-многообразию с упорядоченным набором
индексов. Знак перед ним можно записать в виде 𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛).

Далее мы будем продолжать этот процесс, то есть заменять интегралы по
областям 𝜕𝐷𝑞1...𝑞𝑝 суммами интегралов по их составляющим, а затем пред-
ставлять подынтегральные выражения интегралов по областям 𝐷𝑞1...𝑞𝑝𝑞𝑝+1 в
дивергентном виде (что возможно в силу тождеств (6)). При этом, как уже
было указано выше, будут появляться одинаковые интегралы. Например, при
фиксированном множестве {𝑞𝑖 | 1 6 𝑖 6 𝑘} будет 𝑘! интегралов от одного вы-
ражения по областям 𝐷ℎ1...ℎ𝑘

, где (ℎ1, . . . , ℎ𝑘)— всевозможные перестановки
(𝑞1, . . . , 𝑞𝑘). С учетом знаков все эти 𝑘! интегралов равны между собой.

Итак, слагаемые в 𝐵𝑞1𝑞2 при 𝑙𝑞3 = 𝑙𝑞4 = · · · = 𝑙𝑞𝑛 = 0 тождественно равны
нулю на 𝐷𝑞1𝑞2 в силу (6), поэтому 𝐵𝑞1𝑞2 на 𝐷𝑞1𝑞2 можно записать в дивергент-
ном виде:

𝐵𝑞1𝑞2 =
∑︁

𝑖∈𝑄∖{𝑞1,𝑞2}

𝜕𝐵𝑞1𝑞2𝑖

𝜕𝑥𝑖
.

Тогда

𝐼2 = 2!
∑︁
𝑄2,1

𝑛

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)

∫︁
𝐷𝑞1𝑞2

𝐵𝑞1𝑞2𝑑𝑥𝑞3 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑞𝑛 =

= 3!
∑︁
𝑄3,1

𝑛

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)

∫︁
𝐷𝑞1𝑞2𝑞3

𝐵𝑞1𝑞2𝑞3𝑑𝑥𝑞4 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑞𝑛 +

+ 2!
∑︁
𝑄2,2

𝑛

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)

∫︁
𝑆1
𝑞1𝑞2

𝐵𝑞1𝑞2𝑞3𝑑𝑥𝑞4 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑞𝑛 .

Дальнейший ход преобразований ясен из предыдущего. Для завершения про-
цесса получения окончательной формулы надо определиться, каким будет
последний шаг. Нетрудно видеть, что последним шагом будут одномерные
интегралы. Очевидно, имеем

𝐼𝑛−2 = (𝑛− 1)!
∑︁

𝑄𝑛−1,1
𝑛

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)

∫︁
𝐷𝑞1...𝑞𝑛−1

𝐵𝑞1...𝑞𝑛−1𝑑𝑥𝑞𝑛+

+ (𝑛− 2)!
∑︁

𝑄𝑛−2,2
𝑛

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)

∫︁
𝑆1
𝑞1...𝑞𝑛−2

𝐵𝑞1...𝑞𝑛−1𝑑𝑥𝑞𝑛 ,
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𝐼𝑛−1 = (𝑛− 1)!
∑︁

𝑄𝑛−1,1
𝑛

𝜎(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛)

∫︁
𝐷𝑞1...𝑞𝑛−1

𝜕𝐵𝑞1...𝑞𝑛

𝜕𝑥𝑞𝑛
𝑑𝑥𝑞𝑛 =

= (𝑛− 1)!𝑛𝐵1...𝑛(𝑀)− (𝑛− 1)!
∑︁

𝑄𝑛−1,1
𝑛

𝐵1...𝑛(𝑆
1
𝑞1𝑞2...𝑞𝑛−1

) =

=
∑︁

𝑝𝑖<𝑚𝑖,
𝑖=1,𝑛

(−1)
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑝𝑖(𝐴𝑝1𝑝2...𝑝𝑛𝑢𝑥𝑚1−𝑝1−1
1 𝑥

𝑚2−𝑝2−1
2 ...𝑥𝑚𝑛−𝑝𝑛−1

𝑛
)(𝑀)−

− 1

𝑛

∑︁
𝑄𝑛−1,1

𝑛

∑︁
𝑝𝑖<𝑚𝑖,
𝑖=1,𝑛

(−1)
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑝𝑖(𝐴𝑝1𝑝2...𝑝𝑛𝑢𝑥𝑚1−𝑝1−1
1 ...𝑥𝑚𝑛−𝑝𝑛−1

𝑛
)(𝑆1

𝑞1𝑞2...𝑞𝑛−1
) =

= 𝑢
𝑥
𝑚1−1
1 𝑥

𝑚2−1
2 ...𝑥𝑚𝑛−1

𝑛
(𝑀)−

− 1

𝑛

∑︁
𝑄𝑛−1,1

𝑛

∑︁
𝑝𝑖<𝑚𝑖,
𝑖=1,𝑛

(−1)
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑝𝑖(𝐴𝑝1𝑝2...𝑝𝑛𝑢𝑥𝑚1−𝑝1−1
1 ...𝑥𝑚𝑛−𝑝𝑛−1

𝑛
)(𝑆1

𝑞1𝑞2...𝑞𝑛−1
).

Здесь снова учтены тождества (6) при 𝑥1 = 𝜉1, . . . , 𝑥𝑛 = 𝜉𝑛.
Окончательно получаем

𝑢
𝑥
𝑚1−1
1 𝑥

𝑚2−1
2 ...𝑥𝑚𝑛−1

𝑛
(𝑀) =

=
1

𝑛

∑︁
𝑄𝑛−1,1

𝑛

∑︁
𝑝𝑖<𝑚𝑖,
𝑖=1,𝑛

(−1)
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑝𝑖(𝐴𝑝1𝑝2...𝑝𝑛𝑢𝑥𝑚1−𝑝1−1
1 ...𝑥𝑚𝑛−𝑝𝑛−1

𝑛
)(𝑆1

𝑞1𝑞2...𝑞𝑛−1
)−

−
𝑛−2∑︁
𝑘=0

∑︁
𝑄𝑘,2

𝑛

𝜎(𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛)𝑘!

∫︁
𝑆1
𝑞1𝑞2...𝑞𝑘

𝐵𝑞1𝑞2...𝑞𝑘𝑞𝑘+1
𝑑𝑥𝑞𝑘+2

∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑞𝑛+

+

∫︁
𝐷
𝑅𝑓𝑑𝑥1𝑑𝑥2 . . . 𝑑𝑥𝑛. (17)

Формулу (17) можно переписать в виде

𝑢
𝑥
𝑚1−1
1 𝑥

𝑚2−1
2 ...𝑥𝑚𝑛−1

𝑛
(𝑀) = Φ(𝑀), (18)

где правая часть (17) Φ(𝑀) содержит значения 𝑢 и ее производных на 𝑆.
Эти значения могут быть определены по данным Коши (10). Действительно,
частные производные решения 𝑢 на поверхности 𝑆 по 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 находятся
дифференцированием 𝑢 = 𝑈(𝜇1(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), . . . , 𝜇𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)) как сложной
функции.

Из приведенных рассуждений следует
Теорема 1.1. Решение задачи Коши для уравнения (3) с граничными усло-

виями (10) существует, единственно и его можно вычислить, используя
формулу (18).

Отметим, что в работе [65] на основе изложенных выше результатов для
уравнения (1) рассмотрена задача, названная смешанной, из построенного
решения которой как частный случай получается решение задачи Гурса.
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1.3. Задача на плоскости. В качестве примера рассмотрим один част-
ный случай, когда число независимых переменных равно двум. Предложен-
ную выше схему построения решения задачи Коши применим к уравнению

𝐿(𝑢) ≡ 𝑢𝑥𝑥𝑦 + 𝑎20𝑢𝑥𝑥 + 𝑎11𝑢𝑥𝑦 + 𝑎10𝑢𝑥 + 𝑎01𝑢𝑦 + 𝑎00𝑢 = 𝑓. (19)

Считаем, что выполняются включения 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝐶(𝑖,𝑗), 𝑓 ∈ 𝐶.
Частным случаем (19) является уже упомянутое выше уравнение Аллера

𝑢𝑡 = (𝑎𝑢𝑥 + 𝑏𝑢𝑥𝑡)𝑥.

Рассмотрим треугольную область 𝐷 плоскости (𝜉, 𝜂), ограниченную ха-
рактеристиками 𝜉 = 𝑥0, 𝜂 = 𝑦0, 𝑥0 > 0, 𝑦0 > 0, и отрезком кривой Σ: 𝜂 = 𝜎(𝜉),
𝜎′(𝜉) < 0, класса 𝐶2.

Сформулируем задачу Коши: найти в 𝐷 регулярное решение (19), удовле-
творяющее условиям

𝑢
⃒⃒
Σ
= 𝑢0(𝜉),

𝜕𝑢

𝜕𝑛

⃒⃒⃒
Σ
= 𝑢1(𝜉),

𝜕2𝑢

𝜕𝑛2

⃒⃒⃒
Σ
= 𝑢2(𝜉). (20)

Здесь �⃗�— единичный вектор внешней нормали:

�⃗� = (𝜎′/Δ,−1/Δ), Δ =

√︁
1 + 𝜎′2(𝑥);

𝑢0 ∈ 𝐶2[0, 𝑥0], 𝑢1 ∈ 𝐶1[0, 𝑥0], 𝑢2 ∈ 𝐶[0, 𝑥0].

Тождество (8) принимает вид

𝑅𝐿(𝑢) ≡ (𝑅𝑢𝑥)𝑥𝑦 − (𝐴10𝑢)𝑥𝑦 − (𝐴01𝑢𝑥)𝑥 + (𝐴11𝑢)𝑥 + (𝐴20𝑢)𝑦, (21)

где
𝐴10 = 𝑅𝑥 − 𝑎11𝑅, 𝐴01 = 𝑅𝑦 − 𝑎20𝑅,

𝐴11 = 𝑅𝑥𝑦 − (𝑎20𝑅)𝑥 − (𝑎11𝑅)𝑦 + 𝑎10𝑅,

𝐴20 = 𝑅𝑥𝑥 − (𝑎11𝑅)𝑥 + 𝑎01𝑅.

Здесь𝑅 зависит от (𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂), а коэффициенты уравнения — от (𝑥, 𝑦); 𝑢(𝑥, 𝑦)—
любая функция из 𝐶(2,1).

Функция Римана является решением уравнения

𝑣(𝑥, 𝑦)−
∫︁ 𝑦

𝜂
𝑎20(𝑥, 𝛽)𝑣(𝑥, 𝛽) 𝑑𝛽−

∫︁ 𝑥

𝜉

[︀
𝑎11(𝛼, 𝑦)− (𝑥−𝛼)𝑎01(𝛼, 𝑦)

]︀
𝑣(𝛼, 𝑦) 𝑑𝛼+

+

∫︁ 𝑥

𝜉

∫︁ 𝑦

𝜂

[︀
𝑎10(𝛼, 𝛽)− (𝑥− 𝛼)𝑎00(𝛼, 𝛽)

]︀
𝑣(𝛼, 𝛽) 𝑑𝛽𝑑𝛼 = 1. (22)

Из (22) следует, что

𝐴10(𝑥, 𝑦, 𝑥, 𝑦) ≡ 𝐴01(𝑥, 𝑦, 𝑥, 𝜂) ≡ 𝐴11(𝑥, 𝑦, 𝑥, 𝜂) ≡ 𝐴20(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝑦) ≡ 0,

𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑥, 𝑦) ≡ 1.
(23)
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Запишем (21) в дивергентной форме:

𝑅𝐿(𝑢) ≡ 𝜕𝐵1

𝜕𝑥
+
𝜕𝐵2

𝜕𝑦
,

где
𝐵1 =

1

2
(𝑅𝑢𝑥)𝑦 −

1

2
(𝐴10𝑢)𝑦 −𝐴01𝑢𝑥 +𝐴11𝑢,

𝐵2 =
1

2
(𝑅𝑢𝑥)𝑥 −

1

2
(𝐴10𝑢)𝑥 +𝐴20𝑢.

Рассмотрим точку (𝑥, 𝑦) из𝐷. Пусть 𝑦1 = 𝜎(𝑥), 𝑦 = 𝜎(𝑥1);𝐷𝑥𝑦 и Σ𝑥𝑦 — час-
ти области 𝐷 и кривой Σ соответственно, лежащие между характеристиками
𝜉 = 𝑥, 𝜂 = 𝑦. Поменяв в (21) ролями переменные 𝜉 с 𝑥, 𝜂 с 𝑦, проинтегрируем
(21) по (𝜉, 𝜂) по области 𝐷𝑥𝑦. Использовав формулу Грина, получим

x

𝐷𝑥𝑦

𝑅𝑓𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁ 𝑥

𝑥1

𝐵2

⃒⃒⃒
𝜂=𝑦

𝑑𝜉 +

∫︁ 𝑦

𝑦1

𝐵1

⃒⃒⃒
𝜉=𝑥

𝑑𝜂 +

∫︁
Σ𝑥𝑦

𝐵1𝑑𝜂 −𝐵2𝑑𝜉.

Учитывая тождества (23), после очевидных преобразований получим част-
ный случай формулы (17):

𝑢𝜉(𝑥, 𝑦) =
1

2
𝑅𝑢𝑥(𝑥1, 𝑦, 𝑥, 𝑦) +

1

2
𝑅𝑢𝑥(𝑥, 𝑦1, 𝑥, 𝑦)−

1

2
𝐴10𝑢(𝑥1, 𝑦, 𝑥, 𝑦)−

− 1

2
𝐴10𝑢(𝑥, 𝑦1, 𝑥, 𝑦)−

∫︁
Σ𝑥𝑦

𝐵1𝑑𝜂 −𝐵2𝑑𝜉 +
x

𝐷𝑥𝑦

𝑅𝑓𝑑𝜉𝑑𝜂. (24)

Формула (24) содержит заданные на Σ значения 𝑢, 𝑢𝑥, 𝑢𝑦, 𝑢𝑥𝑥, 𝑢𝑥𝑦. В дан-
ном случае явный вид уравнений, из которых по данным Коши могут быть
найдены эти значения, не является слишком громоздким. Запишем эти урав-
нения. Из (20) получаем

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝜎′

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑢′0,

𝜎′

Δ

𝜕𝑢

𝜕𝑥
− 1

Δ

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 𝑢1,

𝜎′′
𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+ 2𝜎′

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+ 𝜎′2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑢′′0,

𝜎′′Δ− 𝜎′Δ′

Δ2

𝜕𝑢

𝜕𝑥
+

Δ′

Δ2

𝜕𝑢

𝜕𝑦
+
𝜎′

Δ

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+
𝜎′2 − 1

Δ

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝜎′

Δ

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑢′1,

𝜎′2

Δ2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
− 2𝜎′

Δ2

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝜕𝑦
+

1

Δ2

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑢2,

где все значения берутся на кривой 𝑆0. Определитель этой системы

1

Δ4

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

1 𝜎′ 0 0 0
𝜎′ −1 0 0 0

0 𝜎′′ 1 2𝜎′ 𝜎′2

𝜎′′Δ− 𝜎′Δ′

Δ

Δ′

Δ
𝜎′ 𝜎′2 − 1 −𝜎′

0 0 𝜎′2 −2𝜎′ 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ =

(1 + 𝜎′2)4

Δ4
= (1 + 𝜎′

2
)2 > 0,

следовательно, по условиям (20) определяются все требуемые для (24) функ-
ции.
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1.4. Исследование матричных уравнений. Изложенная выше схема
рассуждений с очевидными изменениями может быть распространена на слу-
чай матричного уравнения (то есть системы) подобно тому, как это сделано
в [88, с. 62–66] для гиперболического уравнения с двумя независимыми пере-
менными.

А. А. Андреевым и Ю. О. Яковлевой была рассмотрена система линейных
уравнений гиперболического типа третьего порядка частного вида с кратны-
ми характеристиками [90]. Ими использовалось то обстоятельство, что с по-
мощью интерполяционного многочлена Лагранжа—Сильвестра можно опре-
делить значение аналитической функции на множестве постоянных квадрат-
ных матриц. Если ограничиться множеством матриц, являющихся значени-
ями некоторых аналитических функций от одной матрицы, то определение
легко обобщается на случай аналитических функций многих комплексных
переменных, что позволяет, в свою очередь, доопределять целый ряд специ-
альных функций на матричные значения входящих в них параметров.

На плоскости двух независимых переменных (𝑥, 𝑦) рассмотрим две систе-
мы уравнений гиперболического типа

𝑈𝑥𝑥𝑦 +Ω1𝑈 = 0, (25)
𝑈𝑥𝑥𝑦𝑦 +Ω2𝑈 = 0, (26)

где 𝑈(𝑥, 𝑦)— искомая 𝑚-мерная вектор-функция; Ω1, Ω2 — постоянные дей-
ствительные матрицы размера (𝑚×𝑚).

Матрица Римана для уравнения (25) имеет вид [90]

𝑉 (𝑥0, 𝑦0;𝑥, 𝑦) = (𝑥− 𝑥0) 0𝐹2

(︁
1;

3

2
;
(𝑥− 𝑥0)

2(𝑦 − 𝑦0)

4
Ω1

)︁
,

где 0𝐹2(𝑎, 𝑏, 𝐴)— гипергеометрическая функция матричного аргумента [91].
Матрица Римана для (26) также строится в терминах обобщенной гипергео-
метрической функции матричного аргумента и имеет вид [92]

𝑉 (𝑥0, 𝑦0;𝑥, 𝑦) = (𝑥− 𝑥0)(𝑦 − 𝑦0) 0𝐹3

(︁
1,

3

2
,
3

2
;
(𝑥− 𝑥0)

2(𝑦 − 𝑦0)
2

16
Ω2

)︁
.

Опираясь на полученные результаты для уравнений (25), (26), в явном
виде были построены решения задач Гурса и Коши.

2. Метод Римана для одного класса
гиперболических систем

Здесь излагается метод Римана для системы

𝑢𝑙𝑥𝑗
=

𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑙𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑢𝑖 + 𝑓𝑙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 1 6 𝑙 6 𝑚 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖, (27)

если 1 6 𝑙 6 𝑘1, то 𝑗 = 1; если 𝑘1+1 6 𝑙 6 𝑘1+ 𝑘2, то 𝑗 = 2; если 𝑘1+ 𝑘2+1 6
6 𝑙 6 𝑘1 + 𝑘2 + 𝑘3, то 𝑗 = 3; . . . ; если

∑︀𝑛−1
𝑖=1 𝑘𝑖 + 1 6 𝑙 6

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑘𝑖, то 𝑗 = 𝑛.

Изложенные ниже результаты с полными доказательствами опубликованы
в [77].
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Ранее ряд авторов исследовал систему уравнений первого порядка

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑖

=
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑎𝑖𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)𝑢𝑘 + 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, (28)

которая представляет интерес, в частности, с точки зрения применения по-
лучаемых результатов к изучению важных в теоретическом и практическом
отношении дифференциальных уравнений смешанного типа.

Аналогичная система высокого порядка имеет, очевидно, вид

𝜕𝑘𝑠𝑣𝑠

𝜕𝑥𝑘𝑠𝑠
= 𝑓𝑠

(︁
𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝑣1, . . . ,

𝜕𝑘1−1𝑣1

𝜕𝑥𝑘1−1
𝑠

, . . . , 𝑣𝑛, . . . ,
𝜕𝑘𝑛−1𝑣𝑛

𝜕𝑥𝑘𝑛−1
𝑠

)︁
, (29)

𝑠 = 1, . . . , 𝑛,

где 𝑓𝑠 — линейные относительно аргументов 𝑣1, . . . , 𝜕𝑘𝑛−1𝑣𝑛
𝜕𝑥𝑘𝑛−1

𝑠
функции. Путем

введения новых искомых функций можно представить (29) как частный слу-
чай системы (27).

Метод Римана для систем дифференциальных уравнений с двумя незави-
симыми переменными был разработан Э.Хольмгреном [93]. В работе Б. Н. Бур-
мистрова [94] результаты Хольмгрена развивались с целью решения задачи
Коши, возникшей в связи с исследованием граничной задачи для системы
уравнений смешанного типа на плоскости.

Вместе с тем многие авторы исследовали системы дифференциальных
уравнений с частными производными, не прибегая к схеме, предложенной
Э. Хольмгреном. Так, в работах Т. В. Чекмарева [95,96] решение задачи Гурса
для (28) с условиями

𝑢𝑖|𝑥𝑖=𝑥0
𝑖
= 𝜙𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛,

строится методом последовательных приближений. Отметим также работу
[97], в которой были найдены интегральные представления решений задач
Коши и Гурса для (28) при 𝑛 = 2, позволяющие установить их структурные
свойства, а также работы Р. К. Романовского, Е. В. Воробьевой, Ю. А. Медве-
дева, в которых исследованы начально-краевые задачи и задачи оптимально-
го управления для гиперболических систем (с использованием определенных
В. К. Романовским матриц Римана), устойчивость и экспоненциальная дихо-
томия решений [98–101].

Таким образом, система (27) может рассматриваться как обобщение ряда
частных случаев, изучавшихся в различных аспектах.

2.1. Существование и единственность решений задач Гурса и Ко-
ши. Рассмотрим систему уравнений, вообще говоря, с кратными характери-
стиками (27). Далее всюду предполагается, что все 𝑎𝑙𝑖, 𝑓𝑙 непрерывны в за-
мыкании рассматриваемой области. Будем называть регулярным в области
𝐷 решение (27), непрерывное в 𝐷, вместе со всеми входящими в систему
производными:

𝑢𝑙 ∈ 𝐶(𝐷), 𝑢𝑙𝑥𝑗
∈ 𝐶(𝐷), 𝑙 = 1,𝑚,

𝑗−1∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖 + 1 6 𝑙 6
𝑗∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖.

Пусть 𝐺 = {𝑥0𝑖 < 𝑥𝑖 < 𝑥1𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑛}. Обозначим через 𝑋𝑗 грани 𝐺 при 𝑥𝑗 = 𝑥0𝑗 .
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Задача Гурса. Найти регулярное в области 𝐺 решение системы (27),
удовлетворяющее условиям

𝑢𝑙
⃒⃒
𝑋𝑗

= 𝜙𝑙(𝑥1, . . . , 𝑥𝑗−1, 𝑥𝑗+1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑙 = 1,𝑚, (30)

𝜙𝑙 ∈ 𝐶(𝑋𝑗), где связь между 𝑙 и 𝑗 дается формулой (27).
Решение задачи Гурса существует и единственно. Действительно, сведем

(27) с условиями (30) к системе интегральных уравнений

𝑢𝑙 = 𝜙𝑙 +

∫︁ 𝑥𝑗

𝑥0
𝑗

(︂ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑙𝑖𝑢𝑖 + 𝑓𝑙

)︂
𝑑𝛼𝑗 , 𝑙 = 1,𝑚. (31)

Решение системы (31) существует и единственно в 𝐶(𝐺) (это можно дока-
зать методом последовательных приближений). Очевидно, система (31) рав-
носильна задаче Гурса (27), (30).

Перейдем к постановке задачи Коши. В ориентированном системой ко-
ординат (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) пространстве R𝑛 рассмотрим поверхность 𝑆 класса
𝐶1, заданную уравнениями (9). Считаем, что 𝑆 в каждой своей точке имеет
касательную плоскость, не параллельную ни одной из координатных осей.
Через точку 𝑀0(𝑥

0
1, 𝑥

0
2, . . . , 𝑥

0
𝑛) проведем плоскости 𝑥1 = 𝑥01, 𝑥2 = 𝑥02, . . . ,

𝑥𝑛 = 𝑥0𝑛. Обозначим 𝑆0 участок поверхности 𝑆, вырезанный этими плоско-
стями, 𝐷0 — конечную область пространства R𝑛, ограниченную плоскостями
𝑥1 = 𝑥01, 𝑥2 = 𝑥02, . . . , 𝑥𝑛 = 𝑥0𝑛 и поверхностью 𝑆0, 𝜕𝐷0 — край 𝐷0. Считаем
ориентацию области 𝐷0 положительной.

Задача Коши. Найти регулярное в 𝐷0 решение системы (27), удовле-
творяющее на поверхности 𝑆 условиям

𝑢𝑙
⃒⃒
𝑆0 = 𝑢𝑙0, 𝑙 = 1,𝑚, 𝑢𝑙0 ∈ 𝐶(𝑆0). (32)

Отметим, что поверхность 𝑆 допускает различные формы записи через
переменные 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛: 𝑥1 = 𝜎1(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑥2 = 𝜎2(𝑥1, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛), . . . , 𝑥𝑛 =
= 𝜎𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1). Поэтому мы можем считать, что функции 𝑢𝑙0 зависят от
любого набора (𝑛− 1) переменных из числа 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛.

Существование и единственность решения задачи Коши доказывается так
же, как и в случае задачи Гурса. Для определенности будем считать, что
в области 𝐷0 выполняются неравенства

𝑥1 > 𝜎1(𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑥2 > 𝜎2(𝑥1, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛), . . . , 𝑥𝑛 > 𝜎𝑛(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛−1).

Тогда система (27) с условиями (32) сводится к системе интегральных урав-
нений

𝑢𝑙 = 𝑢𝑙0 +

∫︁ 𝑥𝑗

𝜎𝑗

(︂ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑎𝑙𝑖𝑢𝑖 + 𝑓𝑙

)︂
𝑑𝛼𝑗 , 𝑙 = 1,𝑚, (33)

где связь между 𝑙 и 𝑗 снова дается формулой (27).
Как уже было изложено выше, решение (33) существует и единственно

в 𝐶(𝐷0). Система (33) равносильна задаче Коши (27), (32).
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2.2. Построение решений задач в терминах матрицы Римана.
Перепишем (27) в векторно-матричной форме:

𝐿(U) = F, 𝐿(U) ≡
𝑛∑︁

𝑖=1

A𝑖U𝑥𝑖 −BU, U = colon(𝑢1, . . . , 𝑢𝑚).

Здесь A𝑖 — постоянные диагональные матрицы, A𝑖 = diag(𝛼𝑖
1, 𝛼

𝑖
2, . . . , 𝛼

𝑖
𝑛),

причем 𝛼1
𝑠 = 1 при 1 6 𝑠 6 𝑘1, 𝛼2

𝑠 = 1 при 𝑘1 + 1 6 𝑠 6 𝑘1 + 𝑘2, . . . , 𝛼𝑛
𝑠 = 1

при
∑︀𝑛−1

𝑖=1 𝑘𝑖+1 6 𝑠 6
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑘𝑖, остальные диагональные элементы матриц A𝑖

равны нулю; B = (𝑎𝑙𝑖), 𝑎𝑙𝑖 — коэффициенты системы (27), 𝑙 = 1,𝑚, 𝑖 = 1,𝑚;
F = colon(𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑚).

Введем матрицу Римана

R = colon(R1, . . . ,R𝑚),

где R𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛, 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) = (𝑟𝑖1, . . . , 𝑟𝑖𝑚), 𝑖 = 1,𝑚, являются решениями
систем

𝑟𝑖𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) = 𝛿𝑖𝑗 −
∫︁ 𝑥𝑝

𝜉𝑝

(︂ 𝑚∑︁
𝑞=1

𝑎𝑞𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑝−1, 𝜂𝑝, 𝑥𝑝+1, . . . , 𝑥𝑛)×

× 𝑟𝑖𝑞(𝑥1, . . . , 𝑥𝑝−1, 𝜂𝑝, 𝑥𝑝+1, . . . , 𝑥𝑛)

)︂
𝑑𝜂𝑝, (34)

𝑝−1∑︁
𝑞=1

𝑘𝑞 + 1 6 𝑗 6
𝑝∑︁

𝑞=1

𝑘𝑞, 𝑝 = 1, 𝑛,

где 𝛿𝑖𝑗 — символ Кронекера, 𝑎𝑞𝑗 — коэффициенты системы (27). Решения си-
стем (34) при каждом 𝑖 существуют и единственны в классе непрерывных
функций. Дифференцируя (34), получаем, что по первым 𝑛 аргументам
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) матрица R удовлетворяет сопряженной к (27) системе

𝐿*(V) = 0, 𝐿*(V) ≡ −
𝑛∑︁

𝑖=1

(VA𝑖)𝑥𝑖 −VB.

Для любого вектора U ∈ 𝐶1 cправедливо тождество

R𝐿(U) =
𝑛∑︁

𝑖=1

(RA𝑖U)𝑥𝑖 . (35)

Действительно,

𝑛∑︁
𝑖=1

(RA𝑖U)𝑥𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

RA𝑖U𝑥𝑖 +

𝑛∑︁
𝑖=1

(RA𝑖)𝑥𝑖U =

= R𝐿(U) +RBU+

𝑛∑︁
𝑖=1

(RA𝑖)𝑥𝑖U =

= R𝐿(U)− 𝐿*(R)U = R𝐿(U).
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Далее используется общая формула Стокса∫︁
𝐻

(︂ 𝑘∑︁
𝑖=1

𝜕𝐹𝑖

𝜕𝑥𝑖

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑘 =

=

∫︁
𝜕𝐻

𝑘∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖−1𝐹𝑖𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖−1 ∧ 𝑑𝑥𝑖+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑘.

Перейдем теперь к выводу формул решения задач.
2.2.1. Задача Гурса. Пусть 𝑀(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) ∈ 𝐺. Считая в тождестве

(35) матрицу U решением системы (27), проинтегрируем (35) по области 𝐺1 =
= {𝑥0𝑖 < 𝑥𝑖 < 𝜉𝑖, 𝑖 = 1, 𝑛}:∫︁

𝐺1

RF𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑛 =

∫︁
𝐺1

𝑛∑︁
𝑖=1

(RA𝑖U)𝑥𝑖
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑛.

По общей формуле Стокса∫︁
𝐺1

RF𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 =

=

∫︁
𝜕𝐺1

𝑛∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖−1RA𝑖U𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖−1 ∧ 𝑑𝑥𝑖+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑛. (36)

Найдем значение 𝑢𝑘(𝑀). Пусть в (27) входит производная функции 𝑢𝑘 по
переменной 𝑥𝑠. Ясно, что номера 𝑠 и 𝑘 связаны соотношением

𝑠−1∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖 + 1 6 𝑘 6
𝑠∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖.

Запишем 𝑘-тую строку (36):∫︁
𝐺1

(︂ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑟𝑘𝑖𝑓𝑖

)︂
𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛 =

=

∫︁
𝜕𝐺1

(︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖−1

∑︀𝑖
𝑞=1 𝑘𝑞∑︁

𝑗=
∑︀𝑖−1

𝑞=1 𝑘𝑞+1

𝑟𝑘𝑗𝑢𝑗

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖−1 ∧ 𝑑𝑥𝑖+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑛. (37)

Так как 𝜕𝐺1 — граница параллелепипеда, формула (37) принимает вид∫︁
𝐺1

(︂ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑟𝑘𝑖𝑓𝑖

)︂
𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥𝑛 =

=
𝑛∑︁

𝑖=1

∫︁ 𝜉1

𝑥0
1

· · ·
∫︁ 𝜉𝑖−1

𝑥0
𝑖−1

∫︁ 𝜉𝑖+1

𝑥0
𝑖+1

· · ·
∫︁ 𝜉𝑛

𝑥0
𝑛

(︂ ∑︀𝑖
𝑞=1 𝑘𝑞∑︁

𝑗=
∑︀𝑖−1

𝑞=1 𝑘𝑞+1

𝑟𝑘𝑗𝑢𝑗

)︂⃒⃒⃒⃒𝜉𝑖
𝑥0
𝑖

𝑑𝑥𝑛 · · · 𝑑𝑥𝑖+1𝑑𝑥𝑖−1 · · · 𝑑𝑥1.

(38)
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Из системы (34) следует, что входящие в правую часть (38) функции 𝑟𝑘𝑗
удовлетворяют соотношениям

𝑟𝑘𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝜉𝑖, 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛; 𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) ≡
{︂
1, 𝑗 = 𝑘,

0, 𝑗 ̸= 𝑘,
(39)

где
𝑖−1∑︁
𝑞=1

𝑘𝑞 + 1 6 𝑗 6
𝑖∑︁

𝑞=1

𝑘𝑞.

Левая часть (38) и функции 𝑢𝑗(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1, 𝑥
0
𝑖 , 𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥𝑛),

∑︀𝑖−1
𝑞=1 𝑘𝑞+1 6 𝑗 6

6
∑︀𝑖

𝑞=1 𝑘𝑞, 𝑗 = 1, 𝑛, известны (если считать известной матрицу R). Поэтому
(38) можно переписать в виде∫︁ 𝜉1

𝑥0
1

· · ·
∫︁ 𝜉𝑠−1

𝑥0
𝑠−1

∫︁ 𝜉𝑠+1

𝑥0
𝑠+1

· · ·
∫︁ 𝜉𝑛

𝑥0
𝑛

𝑢𝑘(𝑥1, . . . , 𝑥𝑠−1, 𝜉𝑠, 𝑥𝑠+1, . . . , 𝑥𝑛) 𝑑𝑥𝑛 · · ·

· · · 𝑑𝑥𝑠+1𝑑𝑥𝑠−1 · · · 𝑑𝑥1 = Φ𝑘(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛)

с известной Φ𝑘(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛). Отсюда решение задачи Гурса получается в виде

𝑢𝑘(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛) =
𝜕𝑛−1Φ𝑘(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛)

𝜕𝜉1 · · · 𝜕𝜉𝑠−1𝜕𝜉𝑠+1 · · · 𝜕𝜉𝑛
. (40)

Из предыдущих рассуждений следует
Теорема 2.1. Решение задачи Гурса (27), (30) существует, единственно

и дается формулой (40).
2.2.2. Задача Коши. Через точку 𝑀(𝜉1, 𝜉2, . . . , 𝜉𝑛) ∈ 𝐷0 проведем плос-

кости 𝑥1 = 𝜉1, 𝑥2 = 𝜉2, . . . , 𝑥𝑛 = 𝜉𝑛. Обозначим 𝐷1 часть 𝐷0, ограниченную
плоскостями 𝑥1 = 𝜉1, 𝑥2 = 𝜉2, . . . , 𝑥𝑛 = 𝜉𝑛; 𝐷1𝑖 — пересечение 𝐷1 с плоско-
стью 𝑥𝑖 = 𝜉𝑖. Тогда 𝜕𝐷1 = 𝑆0

1 ∪ (∪𝑛
𝑖=1𝐷1𝑖), где 𝑆0

1 является частью 𝑆0. Снова
считая в тождестве (35) U решением системы (27), проинтегрируем (35) по
области 𝐷1. Согласно общей формуле Стокса, получаем∫︁

𝐷1

RF 𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥𝑛 =

=

∫︁
𝜕𝐷1

𝑛∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖−1RA𝑖U 𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖−1 ∧ 𝑑𝑥𝑖+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑛. (41)

Построчная запись (41) дает∫︁
𝐷1

(︂ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑟𝑘𝑖𝑓𝑖

)︂
𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥𝑛 =

=

𝑛∑︁
𝑙=1

∫︁
𝐷1𝑙

(︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖−1

∑︀𝑖
𝑞=1 𝑘𝑞∑︁

𝑗=
∑︀𝑖−1

𝑞=1 𝑘𝑞+1

𝑟𝑘𝑗𝑢𝑗

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖−1 ∧ 𝑑𝑥𝑖+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑛 +

227



Мирон о в А.Н., Мир о н о в а Л.Б., Як о в л е в а Ю.О.

+

∫︁
𝑆0
1

(︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖−1

∑︀𝑖
𝑞=1 𝑘𝑞∑︁

𝑗=
∑︀𝑖−1

𝑞=1 𝑘𝑞+1

𝑟𝑘𝑗𝑢𝑗

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖−1 ∧ 𝑑𝑥𝑖+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑛.

Очевидно,

∫︁
𝐷1𝑙

(︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖−1

∑︀𝑖
𝑞=1 𝑘𝑞∑︁

𝑗=
∑︀𝑖−1

𝑞=1 𝑘𝑞+1

𝑟𝑘𝑗𝑢𝑗

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖−1 ∧ 𝑑𝑥𝑖+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑛 =

=

∫︁
𝐷1𝑙

(−1)𝑙−1

(︂ ∑︀𝑙
𝑞=1 𝑘𝑞∑︁

𝑗=
∑︀𝑙−1

𝑞=1 𝑘𝑞+1

𝑟𝑘𝑗𝑢𝑗

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑙−1 ∧ 𝑑𝑥𝑙+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑛.

Отсюда∫︁
𝐷1

(︂ 𝑚∑︁
𝑖=1

𝑟𝑘𝑖𝑓𝑖

)︂
𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥𝑛 =

=
𝑛∑︁

𝑙=1

∫︁
𝐷1𝑙

(−1)𝑙−1

(︂ ∑︀𝑙
𝑞=1 𝑘𝑞∑︁

𝑗=
∑︀𝑙−1

𝑞=1 𝑘𝑞+1

𝑟𝑘𝑗𝑢𝑗

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑙−1 ∧ 𝑑𝑥𝑙+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑛 +

+

∫︁
𝑆0
1

(︂ 𝑛∑︁
𝑖=1

(−1)𝑖−1

∑︀𝑖
𝑞=1 𝑘𝑞∑︁

𝑗=
∑︀𝑖−1

𝑞=1 𝑘𝑞+1

𝑟𝑘𝑗𝑢𝑗

)︂
𝑑𝑥1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑖−1 ∧ 𝑑𝑥𝑖+1 ∧ · · · ∧ 𝑑𝑥𝑛. (42)

В силу (39) формулу (42) можно записать в виде∫︁
𝐷1𝑠

𝑢𝑘𝑑𝑥1 · · · 𝑑𝑥𝑠−1𝑑𝑥𝑠+1 · · · 𝑑𝑥𝑛 = Ψ𝑘(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛), (43)

где Ψ𝑘 выражается через элементы R и данные Коши. Преобразуя инте-
грал по (𝑛 − 1)-мерному многообразию 𝐷1𝑠 в повторный и дифференцируя
(43) по 𝜉1, . . . , 𝜉𝑠−1, 𝜉𝑠+1, . . . , 𝜉𝑛, получим искомое решение задачи Коши
𝑢𝑘(𝜉1, . . . , 𝜉𝑛).

Таким образом, справедлива
Теорема 2.2. Решение задачи Коши (27), (32) существует, единственно

и определяется по формуле (43).
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Abstract
This review article is devoted to a class of linear equations with a dom-

inant (leading) partial derivative of the form (𝐷 + 𝑀)𝑢 = 𝑓 , where 𝐷𝑢
is a mixed partial derivative, and 𝑀 is a linear differential operator con-
taining the derivatives of the function 𝑢 obtained from 𝐷 by discarding at
least one differentiation. We can point out the structural similarity of such
linear equations with linear ordinary differential equations. We present the
Riemann method for linear equations with a dominant partial derivative,
which is a natural generalization of the well-known Riemann method for a
second-order hyperbolic equation with two independent variables.

The article deals with the main provisions of the theory developed for the
equation with the dominant partial derivative of the general form, allowing
the interested reader to apply the obtained results to the task that interests
him. The definition of the Riemann function as a solution of the Volterra
integral equation is given. The main differential identity is discussed, and
the process of obtaining a formula for solving the Cauchy problem in terms
of the Riemann function by integrating the specified identity over the cor-
responding domain in 𝑛-dimensional space is demonstrated. An example of
constructing a solution to the Cauchy problem for the third-order equation
is given.

The Riemann method is described below for a fairly wide class of linear
systems of hyperbolic equations (including those with multiple character-

Review Article
cb The content is published under the terms of the Creative Commons Attribution 4.0

International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/)
Please cite this article in press as:
Mi r o n o v A.N., M i r o n o v a L.B., Y a k o v l e v a Yu. O. The Riemann method for equations
with a dominant partial derivative (A Review), Vestn. Samar. Gos. Tekhn. Univ., Ser. Fiz.-Mat.
Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2021, vol. 25, no. 2, pp. 207–240.
https://doi.org/10.14498/vsgtu1853 (In Russian).
Authors’ Details:
Alexei N. Mironov https://orcid.org/0000-0002-8818-286X
Dr. Phys. & Math. Sci.; Professor; Dept. of Mathematics and Applied Computer Science1; Dept.
of Higher Mathematics2; e-mail: miro73@mail.ru
Lyubov B. Mironova https://orcid.org/0000-0002-3299-2601
Cand. Phys. & Math. Sci.; Associate Professor; Dept. of Mathematics and Applied Computer
Science1; e-mail: lbmironova@yandex.ru
Yulia O. Yakovleva https://orcid.org/0000-0002-9839-3740
Cand. Phys. & Math. Sci.; Associate Professor; Dept. of Higher Mathematics2; e-mail: julia.
yakovleva@mail.ru

234 © Samara State Technical University

http://mi.mathnet.ru/eng/vsgtu1853
http://www.mathnet.ru/eng/org7840
http://www.mathnet.ru/eng/org7840
http://www.mathnet.ru/eng/org7840
http://www.mathnet.ru/eng/org2786
http://www.mathnet.ru/eng/org2786
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://mi.mathnet.ru/eng/vsgtu1853
http://www.mathnet.ru/eng/person29439
https://orcid.org/0000-0002-8818-286X
https://orcid.org/0000-0002-8818-286X
mailto:miro73@mail.ru
http://www.mathnet.ru/eng/person41492
https://orcid.org/0000-0002-3299-2601
https://orcid.org/0000-0002-3299-2601
mailto:lbmironova@yandex.ru
http://www.mathnet.ru/eng/person55013
https://orcid.org/0000-0002-9839-3740
https://orcid.org/0000-0002-9839-3740
mailto:julia.yakovleva@mail.ru
mailto:julia.yakovleva@mail.ru


The Riemann method for equations with a dominant partial derivative (A Review)

istics). This method is ideologically very close to the Riemann method for
linear equations with a dominant partial derivative.

Applications of the Riemann method to the study of new problems for
partial differential equations are discussed. In particular, using the Riemann
method, the correctness of new boundary value problems for factorized hy-
perbolic equations is proved, the solvability of integral equations with partial
integrals is investigated, and a certain modification of the Riemann method
allows us to develop the Riemann–Hadamard method for Darboux prob-
lems. The explicit representation of solutions of hyperbolic systems in terms
of the Riemann matrix allows us to study new boundary value problems,
in particular, problems with the assignment of normal derivatives of the de-
sired functions on the characteristics, problems with conditions on the entire
boundary of the domain, and Darboux problems.

The Riemann method described here for linear equations with a domi-
nant partial derivative is obviously transferred to matrix equations. In this
regard, some cases are indicated when the Riemann matrix is constructed
explicitly (in terms of hypergeometric functions) for such matrix equations.

The paper provides a review of the literature, briefly describes the history
of the development of this direction in Russia and in foreign countries.

Keywords: Riemann method, Riemann function, Riemann matrix, Cauchy
problem, Goursat problem, Darboux problem, partial differential equation
with dominant derivative, hyperbolic equation, hyperbolic system, Bianchi
equation, Vekua equation, Hallaire equation, Barenblatt–Zheltov–Kochina
equation, Boussinesq–Love equation.
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