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Аннотация

Предложена трехмерная газодинамическая модель идеальной несжи-
маемой жидкости, в которой решение ищется в виде линейного поля
скоростей с неоднородной деформацией. Постановка задачи дана как в
эйлеровых, так и в лагранжевых переменных. Найдены точные реше-
ния для специальной матрицы линейности, обобщающие известные ра-
нее решения. Получены уравнения мировых линий для этих решений,
построены траектории движения частиц жидкости и исследована эво-
люция начального сферического объема частиц. Приведены уравнения
поверхностей постоянного давления и проанализирована их динамика во
времени. Основное внимание уделено анализу движения частиц идеаль-
ной несжимаемой жидкости и получению новых, более общих решений.
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Введение. Исследование газовой динамики частиц, скорости которых яв-
ляются линейными функциями пространственных координат, тесно связано
с изучением динамики жидких и газовых самогравитирующих эллипсоидов.
Актуальность данной проблематики обусловлена ее значением для космого-
нии и астрофизики, в частности, важностью полученных результатов для
теории фигур небесных тел. Эти исследования основываются на длительной
истории изучения статических фигур равновесия, восходящей к «Началам»
Ньютона и связанной с научным интересом к форме Земли. Существенный
вклад в развитие теории эллипсоидальных фигур [1] как с физической, так
и с математической точки зрения внесли Маклорен, Якоби, Дирихле [2, 3],
Р. Дедекинд [4] и Б. Риман [5].

Значительный вклад в развитие этой теории внесли Л. В. Овсянников [6]
и Ф. Дайсон [7]. Л. В. Овсянников исследовал частное решение уравнений га-
зовой динамики, описывающее движение идеального политропного газа без
учета гравитации с полем скоростей, линейно зависящим от координат ча-
стиц газа. Им были получены уравнения движения, указан ряд возможных
случаев существования данного решения, а для двух случаев приведен непол-
ный набор интегралов. Независимо от Л. В. Овсянникова Ф. Дайсон полу-
чил уравнения, описывающие движение облака идеального газа в случае изо-
термического течения. Кроме того, Ф. Дайсон установил связь полученного
решения с задачей Дирихле и записал уравнения движения газового эллип-
соида в римановой форме. Было получено специальное точное решение для
диагональной матрицы линейности, описывающее свободное адиабатическое
расширение эллипсоидального газового облака с фиксированной ориентаци-
ей. На основе асимптотических оценок показано, что облако, имеющее форму
сигары, будет расширяться до диска.

Используя модель Ф. Дайсона [7], С. И. Анисимов и Ю. И. Лысиков [8]
нашли три точных решения. Первое решение, полученное для диагональной
матрицы линейности при совпадении двух ее элементов, полностью подтвер-
дило выводы, сделанные в [7]. Остальные решения описывают двумерный
разлет бесконечного вращающегося эллиптического цилиндра и разлет кру-
гового цилиндра.

Точное решение в двумерном случае было рассмотрено В. В. Пухначе-
вым [9]. Им получено решение, описывающее вращение жидкого круга вокруг
центра с постоянной угловой скоростью. Показано, что малейшая начальная
деформация поля скоростей приводит к разрушению полученного точного
решения.

Интерес к проблематике, связанной с изучением движения самогравити-
рующего газа, сохраняется на протяжении длительного времени. В работе [10]
исследованы сжимаемые и несжимаемые идеальные жидкости в трехмерном
пространстве. Рассмотрено уравнение Эйлера со свободной границей в ви-
де вакуума и аффинными начальными условиями, которые были приведе-
ны к гамильтоновой системе обыкновенных дифференциальных уравнений с
глобальным решением. Изучена эволюция массы жидкости, описываемой се-
мейством эллипсоидов, диаметры которых растут пропорционально времени.
В статье [11] построен класс решений трехмерной системы Эйлера—Пуассо-
на, глобальных по времени, без предположения о наличии каких-либо сим-
метрий. В работе [12] исследуются двумерные уравнения течения сжимаемой
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невязкой жидкости в осесимметричных координатах с уравнением состояния
идеального газа при предположении линейной зависимости скорости от коор-
динат. Получено бесконечномерное семейство решений, описывающих эллип-
тические и гиперболические, равномерно расширяющиеся и сжимающиеся
«газовые облака».

Решение с однородной деформацией появилось в статье [13] при иссле-
довании динамики звезд. В работе [14] при рассмотрении инвариантных ре-
шений на четырехмерных подалгебрах, содержащих проективный оператор,
были получены решения с линейным полем скоростей. Все эти решения, за
исключением одного, характеризуются переменной энтропией. Движение ча-
стиц газа в целом построено для изоэнтропийного решения. Полученные ре-
шения имеют особенность плотности на постоянной или движущейся плоско-
сти, которая является границей с вакуумом или стеной. Показано, что реше-
ние с линейным полем скоростей применимо при исследовании расширения в
вакууме шара, заполненного двухфазной жидкостью. В предположении, что
динамика протекает в обычном режиме, скорости фаз являются линейными
функциями пространственных координат и первая фаза распространяется
в пустоту быстрее второй, получено решение уравнений двухфазной гидро-
динамики, описывающее расширение шара в вакууме [15].

В настоящей работе исследуются неустановившиеся движения идеальной
(невязкой) несжимаемой жидкости с линейным полем скоростей при условии,
что движение возникает из заданного начального состояния, а часть грани-
цы движущейся массы является «свободной», то есть не представляет собой
твердую непроницаемую стенку, а определяется некоторым законом контакт-
ного взаимодействия с окружающей средой [16]. К задачам такого типа об-
ращались Л. В. Овсянников [17], В. К. Андреев [18], В. И. Налимов [19, 20],
В. В. Пухначев [9] и другие исследователи.

Настоящее исследование основывается на работе Л. В. Овсянникова [21],
в которой дано компактное описание класса решений уравнений движения
идеальной несжимаемой жидкости с линейным полем скоростей и постоян-
ным давлением на границе. Это решение интерпретируется как неустановив-
шееся движение массы жидкости, ограниченной поверхностью второго по-
рядка, возникающее под действием распределенного импульса. Л. В. Овсян-
никовым рассмотрены конкретные примеры движения данного класса.

Аналогичная задача рассмотрена в работе О. М. Лаврентьевой [22], од-
нако с допущением, что поверхность постоянного давления содержит только
квадратичные слагаемые. Это существенно отличает указанную работу от
настоящего исследования, в котором показано влияние исключенных линей-
ных слагаемых как на форму поверхности постоянного давления, так и на
характер движения.

В данной работе рассматриваются более общие случаи нахождения точ-
ных решений уравнений газовой динамики для несжимаемой жидкости. Ис-
следуются поведение свободной границы в различные моменты времени и эво-
люция движения выделенного объема частиц жидкости.
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1. Постановка задачи и основные формулы. Рассматриваются урав-
нения движения идеальной несжимаемой жидкости (𝜌 ≡ 𝜌0 = const) [23],
ограниченной областью Ω(𝑡) ⊂ R3:

�⃗�𝑡 + (�⃗� · ∇)�⃗� = − 1

𝜌0
∇𝑝, div �⃗� = 0 (1)

с краевыми условиями на границе Γ(𝑡) области Ω(𝑡) [24]:

�⃗� · �⃗�Γ = 𝐷𝑛, при �⃗� ∈ Γ(𝑡), (2)
𝑝 = 𝑝0, при �⃗� ∈ Γ(𝑡) (3)

и начальным условием при 𝑡 = 0:

�⃗�(�⃗�, 0) = �⃗�0(�⃗�), �⃗� ∈ Ω. (4)

Область Ω и вектор-функция �⃗�0(�⃗�) считаются заданными, причем Ω предпо-
лагается ограниченной.

Здесь �⃗� = (𝑥, 𝑦, 𝑧)— координаты частицы в декартовой системе коорди-
нат, �⃗� = (𝑢, 𝑣, 𝑤)— вектор скорости, 𝜌0 — постоянная плотность жидкости,
𝑝— давление, 𝑡— время, ∇ = (𝜕𝑥, 𝜕𝑦, 𝜕𝑧)— оператор градиента. В условии (2)
𝐷𝑛 обозначает скорость перемещения поверхности Γ(𝑡) в направлении внеш-
ней нормали �⃗�Γ(𝑡).

Условие (2) означает, что поверхность Γ(𝑡) ограничивает жидкий объем
Ω(𝑡), а условие (3) указывает на отсутствие внешних поверхностных сил на
границе, то есть ее свободный характер.

Решение системы (1) ищем в виде линейного поля скоростей:

�⃗� = �⃗�′0 +𝑀 ′𝑀−1(�⃗�− �⃗�0), (5)

где 𝑀(𝑡)— невырожденная 3×3-матрица (det𝑀 ̸= 0); 𝑀−1 — обратная мат-
рица; 𝑀 ′ — производная матрицы по времени; �⃗�0(𝑡) = (𝑥0(𝑡), 𝑦0(𝑡), 𝑧0(𝑡))—
вектор-функция. При �⃗�0 = 0 получаем решение с однородной деформаци-
ей [10,11], а при �⃗�0 ̸= 0— решение с неоднородной деформацией [25,26].

Для определения области Ω(𝑡) перейдем к лагранжевым координатам 𝜉 =
= (𝜉, 𝜂, 𝜁), в которых область фиксирована. Траектория частицы задается
соотношением

�⃗� = 𝑀(𝑡)𝜉 + �⃗�0(𝑡), (6)

где матрица 𝑀 играет роль матрицы Якоби перехода к лагранжевым коор-
динатам.

В лагранжевых координатах система (1)–(4) принимает вид

𝑀⊤�⃗�𝑡𝑡 +∇𝜉
𝑝 = 0, det𝑀 = 1, (7)

𝑝 = 𝑝0, при 𝜉 ∈ Γ, (8)

�⃗� = 𝜉, �⃗�𝑡 = �⃗�0(𝜉), при 𝑡 = 0, (9)

где 𝑀⊤ — транспонированная матрица, ∇
𝜉
— градиент по лагранжевым пере-

менным, 𝑝0 — постоянная.
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Из уравнений (7)–(9) получаем систему для матрицы 𝑀 и вектора �⃗�0 [21]:

𝑀 ′′ = 𝜙(𝑡)(𝑀⊤)−1𝐿, (10)

�⃗�′′0(𝑡) = 𝜙(𝑡)(𝑀⊤)−1 �⃗� (11)

с начальными условиями

𝑀(0) = 𝐸, 𝑀 ′(0) = 𝑀 ′
0, (12)

�⃗�0(0) = 0, �⃗�′0(0) = �⃗�, (13)

где 𝐸 — единичная матрица, 𝐿— постоянная матрица, �⃗� — постоянный вектор,
𝑀 ′

0 — постоянная матрица с tr𝑀 ′
0 = 0, �⃗�— постоянный вектор, а функция 𝜙(𝑡)

имеет вид

𝜙(𝑡) =
tr (𝑀 ′𝑀−1)2

tr (𝑀⊤)−1𝐿𝑀−1
.

Давление в лагранжевых переменных выражается как

𝑝 = 𝑝0 −
𝜌0
2
𝜙(𝑡)(𝜉 · 𝐿𝜉 + 2⃗𝑙 · 𝜉 + 𝑐),

а свободная поверхность Γ описывается уравнением

𝜉 · 𝐿𝜉 + 2⃗𝑙 · 𝜉 + 𝑐 = 0. (14)

В эйлеровых координатах поверхность Γ(𝑡), ограничивающая Ω(𝑡), при-
нимает вид

Γ(𝑡) : (�⃗�− �⃗�0) · (𝑀⊤)−1𝐿𝑀−1(�⃗�− �⃗�0) + 2⃗𝑙 ·𝑀−1(�⃗�− �⃗�0) + 𝑐 = 0, (15)

а давление определяется выражением

𝑝 = 𝑝0 −
𝜌0
2
𝜙(𝑡)

[︀
(�⃗�− �⃗�0) · (𝑀⊤)−1𝐿𝑀−1(�⃗�− �⃗�0) + 2⃗𝑙 ·𝑀−1(�⃗�− �⃗�0) + 𝑐

]︀
.

В отличие от [21], в данной работе рассматриваются решения с ненуле-
выми начальными параметрами: �⃗� = (𝑙1, 𝑙2, 𝑙3), �⃗� = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), где 𝑙𝑖, 𝑎𝑗 ∈ R,
𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, а матрицы 𝑀 и 𝑀 ′

0 заданы в виде

𝑀 =

⎛⎝𝑚(𝑡) 0 0
0 𝑚−1(𝑡) 0
0 0 1

⎞⎠ , 𝑀 ′
0 =

⎛⎝𝑏 0 0
0 −𝑏 0
0 0 0

⎞⎠ , (16)

где 𝑏 = const. Заметим, что матрица 𝑀 симметрична (𝑀⊤ = 𝑀).
Классификация решений проводится по виду свободной поверхности (14)

при различных видах постоянной матрицы 𝐿.

2. Поверхность постоянного давления — параболический цилиндр.
Рассмотрим случай, когда матрица 𝐿 имеет специальный вид

𝐿 =

⎛⎝0 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞⎠ . (17)
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При таком выборе матрицы 𝐿 уравнение свободной поверхности Γ в лагран-
жевых координатах принимает вид

Γ: (𝜂 + 𝑙2)
2 = −2(𝑙1𝜉 + 𝑙3𝜁 + 𝐶),

что является поверхностью параболического цилиндра относительно плоско-
сти Π:

Π: 𝑙1𝜉 + 𝑙3𝜁 + 𝐶 = 0,

где 𝐶 = −𝑙2/2−𝑅2/2.
Матричное дифференциальное уравнение (10) с матрицами (16) и (17)

сводится к простому уравнению второго порядка 𝑚′′(𝑡) = 0, общее решение
которого имеет вид 𝑚(𝑡) = 𝑏𝑡+ 1.

Решение уравнения (11) с начальными условиями (13) дает вектор-функ-
цию �⃗�0(𝑡): ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥0(𝑡) =
𝑙1

6(𝑏𝑡+ 1)3
+
(︁
𝑎1 +

𝑏𝑙1
2

)︁
𝑡− 𝑙1

6
,

𝑦0(𝑡) =
𝑙2

𝑏𝑡+ 1
+ (𝑎2 + 𝑏𝑙2)𝑡− 𝑙2,

𝑧0(𝑡) =
𝑙3

3(𝑏𝑡+ 1)2
+
(︁
𝑎3 +

2𝑏𝑙3
3

)︁
𝑡− 𝑙3

3
.

Подставляя полученное выражение для �⃗�0(𝑡) в формулу (5), получаем
компоненты вектора скорости жидкости:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢 =
𝑏𝑥

𝑏𝑡+ 1
− 2𝑏𝑙1

3(𝑏𝑡+ 1)4
−
(︁
𝑎1 +

𝑏𝑙1
2

)︁ 𝑏𝑡

𝑏𝑡+ 1
+

𝑏𝑙1
6(𝑏𝑡+ 1)

+
(︁
𝑎1 +

𝑏𝑙1
2

)︁
,

𝑣 = − 𝑏𝑦

𝑏𝑡+ 1
+ (𝑎2 + 𝑏𝑙2)

𝑏𝑡

𝑏𝑡+ 1
− 𝑏𝑙2

𝑏𝑡+ 1
+ (𝑎2 + 𝑏𝑙2),

𝑤 = − 2𝑏𝑙3
3(𝑏𝑡+ 1)3

+
(︁
𝑎3 +

2𝑏𝑙3
3

)︁
.

(18)

Заметим, что при �⃗� = �⃗� = 0 решение (18) полностью согласуется с резуль-
татами, полученными в работе [21].

Учитывая инвариантность уравнений (1) относительно преобразований
Галилея [23], мы можем упростить решение, выбрав систему отсчета, движу-
щуюся с постоянной скоростью

�⃗�* =
(︁
𝑎1 +

𝑏𝑙1
2
, 𝑎2 + 𝑏𝑙2, 𝑎3 +

2𝑏𝑙3
3

)︁
.

В этой системе координат решение принимает более компактный вид:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢 =
𝑏𝑥

𝑏𝑡+ 1
− 2𝑏𝑙1

3(𝑏𝑡+ 1)4
+

𝑏𝑙1
6(𝑏𝑡+ 1)

,

𝑣 = − 𝑏𝑦

𝑏𝑡+ 1
− 𝑏𝑙2

𝑏𝑡+ 1
,

𝑤 = − 2𝑏𝑙3
3(𝑏𝑡+ 1)3

.

(19)
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2.1. Траектории частиц жидкости. Для определения траекторий от-
дельных частиц жидкости решим задачу Коши:

𝑑�⃗�

𝑑𝑡
= �⃗�, �⃗�

⃒⃒
𝑡=0

= 𝜉,

где 𝜉 = (𝜉, 𝜂, 𝜁)— лагранжевы координаты частицы. Решение этой задачи
имеет вид ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥 =
𝑙1

6(𝑏𝑡+ 1)3
− 𝑙1

6
+ 𝜉(𝑏𝑡+ 1),

𝑦 = − 𝑏𝑙2𝑡

𝑏𝑡+ 1
+

𝜂

𝑏𝑡+ 1
,

𝑧 =
𝑙3

3(𝑏𝑡+ 1)2
− 𝑙3

3
+ 𝜁.

Якобиан преобразования от лагранжевых к эйлеровым координатам равен
определителю матрицы 𝑀 :

𝐽 = det𝑀 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒𝑏𝑡+ 1 0 0

0 (𝑏𝑡+ 1)−1 0
0 0 1

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 1,

что гарантирует отсутствие особенностей в течении.
2.2. Анализ движения частиц. Изучим траектории движения частиц

жидкости. На рис. 1 представлены три траектории движения частиц жид-
кости для различных значений лагранжевой координаты 𝜂. Видно, что все
траектории частиц имеют гиперболический характер.

На рис. 2 изображены три траектории, наложенные друг на друга, однако
одни траектории длиннее других ввиду разных значений параметра 𝑏. Это
обусловлено тем, что скорость изменения функции 𝑚(𝑡) равна 𝑏, а значит,
скорость изменения эйлеровых координат �⃗� от лагранжевых 𝜉 зависит от
значения параметра 𝑏.

2.3. Эволюция поверхности постоянного давления. Проведем де-
тальный анализ эволюции поверхности постоянного давления в различные
моменты времени 𝑡.

Для рассматриваемого решения (19) поверхность постоянного давления,
определяемая уравнением (15), принимает конкретный вид:

Γ(𝑡) :
(︁
𝑦 − 𝑙2

𝑏𝑡+ 1

)︁2
= − 2

(𝑏𝑡+ 1)2

(︁ 𝑙1𝑥

𝑏𝑡+ 1
+ 𝑙3𝑧 + 𝐶(𝑡)

)︁
. (20)

Данное уравнение описывает параболический цилиндр, ориентация которого
определяется сопряженной плоскостью Π(𝑡):

Π(𝑡) :
𝑙1𝑥

𝑏𝑡+ 1
+ 𝑙3𝑧 + 𝐶(𝑡) = 0,

где

𝐶(𝑡) = − 𝑙21
6(𝑏𝑡+ 1)4

+
𝑙21

6(𝑏𝑡+ 1)
− 𝑙23

3(𝑏𝑡+ 1)2
+

𝑙23
3
− 𝑙2

2
− 𝑅2

2
.
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Рис. 1. Траектории частиц жидкости при различных значениях 𝜂;
𝜉 = −1, 𝜁 = 0, 𝑏 = 1, �⃗� = (1, 1, 1)— фиксированные параметры

[Figure 1. Fluid particle trajectories for various values of 𝜂 with fixed
parameters 𝜉 = −1, 𝜁 = 0, 𝑏 = 1, and �⃗� = (1, 1, 1)]

Рис. 2. Траектории частиц жидкости при различных значениях 𝑏;
𝜉 = (−1, 0, 1), �⃗� = (1, 1, 1)— фиксированные параметры

[Figure 2. Fluid particle trajectories for various values of 𝑏 with fixed
parameters 𝜉 = (−1, 0, 1), and �⃗� = (1, 1, 1)]

44



Гидродинамика идеальной несжимаемой жидкости с линейным полем скоростей

Рассмотрим вспомогательную плоскость, ортогональную Π(𝑡). В сечении
с параболическим цилиндром (20) эта плоскость образует параболу с фокаль-
ным параметром −(𝑏𝑡 + 1)−2. Асимптотический анализ показывает, что при
𝑡 → ∞ фокальный параметр стремится к нулю, что соответствует сужению
параболы вдоль оси 𝑂𝑦. При этом опорная плоскость Π(𝑡), задающая на-
правление движения жидкой массы, асимптотически приближается к фикси-
рованной плоскости:

2𝑙3𝑧 = 𝑅2 + 𝑙2 −
2𝑙23
3
.

Эволюция поверхности постоянного давления для исследуемого решения
в характерные моменты времени 𝑡 = 0; 2.5; 5 представлена на рис. 3

2.4. Эволюция выделенного объема жидкости. Исследуем движение
материального объема, состоящего из фиксированных частиц и первоначаль-
но ограниченного сферой радиуса 𝑅 с центром в точке (𝑥01, 𝑦01, 𝑧01) при 𝑡 = 0,
задаваемой уравнением

𝐹0(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥− 𝑥01)
2 + (𝑦 − 𝑦01)

2 + (𝑧 − 𝑧01)
2 −𝑅2 = 0.

Эволюция материальной поверхности описывается дифференциальным урав-
нением в частных производных [23]:

𝐹𝑡 + 𝑢𝐹𝑥 + 𝑣𝐹𝑦 + 𝑤𝐹𝑧 = 0, 𝐹
⃒⃒
𝑡=0

= 𝐹0,

где компоненты скорости 𝑢, 𝑣, 𝑤 определяются соотношениями (19). Общее
решение этого уравнения имеет вид

𝐹
(︁ 𝑥

𝑏𝑡+ 1
− 𝑙1

6(𝑏𝑡+ 1)4
+

𝑙1
6(𝑏𝑡+ 1)

, 𝑦(𝑏𝑡+ 1) + 𝑏𝑙2𝑡, 𝑧 −
𝑙3

3(𝑏𝑡+ 1)2
+

𝑙3
3

)︁
= 0.

Учитывая начальное условие 𝐹 (𝜉, 𝜂, 𝜁) = 𝐹0, получаем, что материальный
объем в произвольный момент времени 𝑡 ограничен эллипсоидом:

(𝑥− 𝑥𝐶(𝑡))
2

𝑅2(𝑏𝑡+ 1)2
+

(𝑦 − 𝑦𝐶(𝑡))
2

𝑅2/(𝑏𝑡+ 1)2
+

(𝑧 − 𝑧𝐶(𝑡))
2

𝑅2
= 1,

где координаты центра эллипсоида эволюционируют по закону

𝑥𝐶(𝑡) =
𝑙1

6 (𝑏𝑡+ 1)3
− 𝑙1

6
+ 𝑥1(𝑏𝑡+ 1),

𝑦𝐶(𝑡) = −
𝑏𝑙2𝑡

𝑏𝑡+ 1
+

𝑦1
𝑏𝑡+ 1

,

𝑧𝐶(𝑡) =
𝑙3

3 (𝑏𝑡+ 1)2
− 𝑙3

3
+ 𝑧1.

Полуоси эллипсоида имеют значения 𝑟1 = 𝑅(𝑏𝑡+ 1), 𝑟2 = 𝑅/(𝑏𝑡+ 1), 𝑟3 = 𝑅,
демонстрируя анизотропное изменение геометрии объема. В начальный мо-
мент времени (𝑡 = 0) траектории частиц образуют сферу радиуса 𝑅 с центром
в точке (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1). Как видно из рис. 4, при 𝑡 > 0 исходно сферический объ-
ем претерпевает существенную деформацию: происходит его «растекание»
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Рис. 3. Эволюция поверхности постоянно-
го давления для исследуемого решения в
характерные моменты времени 𝑡 = 0; 2.5; 5

[Figure. 3. Temporal evolution of the
constant-pressure surface for the investi-
gated solution at representative time points

𝑡 = 0; 2.5; 5]

Рис. 4. Эволюция выделенного объема
жидкости в характерные моменты време-

ни 𝑡 = 0; 2; 5

[Figure 4. Evolution of the selected fluid
volume at representative time points 𝑡 =
0; 2; 5]
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вдоль оси 𝑂𝑥 и одновременное сжатие по оси 𝑂𝑦, что приводит к формиро-
ванию «блинообразной» конфигурации. Этот эффект обусловлен противопо-
ложным поведением полуосей: 𝑟2 → 0 и 𝑟1 →∞ при 𝑡→∞. Важно отметить,
что несмотря на сильную деформацию, конфигурация сохраняет свой перво-
начальный объем.

3. Поверхность постоянного давления — эллиптический парабо-
лоид. Рассмотрим матрицы 𝑀 и 𝑀 ′

0 вида (16), а также матрицу 𝐿 вида

𝐿 =

⎛⎝1 0 0
0 1 0
0 0 0

⎞⎠ .

При таком выборе матриц свободная поверхность Γ описывается уравнением
эллиптического параболоида:

(𝜉 + 𝑙1)
2 + (𝜂 + 𝑙2)

2 + 2𝑙3𝜁 = 𝑅2 + 𝑙1 + 𝑙2.

Для указанного набора матриц 𝑀 , 𝑀 ′
0 и 𝐿 система уравнений (10) сво-

дится к обыкновенному дифференциальному уравнению второго порядка:

𝑚(𝑚4 + 1)𝑚′′ = 2𝑚′2. (21)

С учетом начальных условий (12) данное уравнение допускает частное ре-
шение 𝑚 = 1. Это означает, что рассматриваемое решение существует только
при нулевом значении параметра 𝑏 = 0. В этом случае матрица 𝑀 принимает
вид

𝑀 =

⎛⎝1 0 0
0 1 0
0 0 1

⎞⎠ , 𝑀 ′
0 =

⎛⎝0 0 0
0 0 0
0 0 0

⎞⎠ .

3.1. Траектории частиц жидкости. Для полученной матрицы 𝑀 ре-
шение векторного дифференциального уравнения (11) с начальными услови-
ями (13) имеет вид �⃗�0 = �⃗�𝑡. Подстановка �⃗�0(𝑡) в выражение (5) показывает,
что вектор скорости остается постоянным:

�⃗� = �⃗�.

Уравнения мировых линий движения частиц жидкости в этом случае за-
писываются так:

�⃗� = 𝑡𝑎+ 𝜉.

Таким образом, траектории частиц жидкости представляют собой прямые
линии в пространстве R3.

3.2. Анализ движения частиц. Поверхность постоянного давления (15)
для данного решения имеет вид

Γ(𝑡) :
(𝑥− 𝑡𝑎1 + 𝑙1)

2

𝑅2
1

+
(𝑦 − 𝑡𝑎2 + 𝑙2)

2

𝑅2
1

+
2𝑙3(𝑧 − 𝑡𝑎3)

𝑅2
1

= 1,

где 𝑅1 =
√
𝑅2 + 𝑙1 + 𝑙2 — радиус эллипса в сечении плоскостью 𝑧 − 𝑡𝑎3 = 0.
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Перейдем к анализу общего решения дифференциального уравнения (21).
Функция 𝑚(𝑡) в этом случае задается неявным соотношением:

𝑏
√
2𝑡 =

∫︁ 𝑚

1

√
𝑠4 + 1

𝑠2
𝑑𝑠. (22)

Компоненты вектора скорости определяются системой уравнений:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑢 = 𝑙1𝑚
′ + (𝑎1 − 𝑏𝑙1) +

𝑚′

𝑚
(𝑥− 𝑥0(𝑡)),

𝑣 = − 𝑙2𝑚
′

𝑚
+ (𝑎2 + 𝑏𝑙2)−

𝑚′

𝑚
(𝑦 − 𝑦0(𝑡)),

𝑤 = 𝑙3𝑚𝑚′ − 𝑙3

∫︁
𝑚2

√
𝑚4 + 1

𝑑𝑚+ 𝐶1,

где функции 𝑥0(𝑡), 𝑦0(𝑡), 𝑧0(𝑡) имеют вид

𝑥0(𝑡) = 𝑙1𝑚+ (𝑎1 − 𝑏𝑙1)𝑡− 𝑙1,

𝑦0(𝑡) =
𝑙2
𝑚

+ (𝑎2 + 𝑏𝑙2)𝑡− 𝑙2,

𝑧0(𝑡) =
𝑙3𝑚

2

2
− 𝑙3
x 𝑚2

√
𝑚4 + 1

𝑑𝑚𝑑𝑡+ 𝐶1𝑡+ 𝐶2.

Исследуем уравнения мировых линий движения частиц для данного ре-
шения. Уравнения (6) принимают вид⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑥(𝑡) = 𝑚𝜉 + 𝑥0(𝑡),

𝑦(𝑡) =
𝜂

𝑚
+ 𝑦0(𝑡),

𝑧(𝑡) = 𝜁 + 𝑧0(𝑡).

(23)

Анализ траекторий частиц при 𝑏 > 0 показывает, что из соотношения (22)
следует 𝑚(𝑡)→∞ при 𝑡→∞. Следовательно, компонента 𝑦(𝑡) асимптотиче-
ски приближается к 𝑦0(𝑡), которая линейно зависит от времени.

Как видно из рис. 5, частицы начинают движение из точки с координа-
тами 𝜉, однако при 𝑡→∞ они асимптотически сближаются, не пересекаясь,
что обусловлено условием det𝑀 ̸= 0.

3.3. Эволюция поверхности постоянного давления. Исследуем по-
ведение поверхности постоянного давления в эйлеровых координатах. Для
рассматриваемого решения поверхность Γ(𝑡) представляет собой эллиптиче-
ский параболоид, вытянутый вдоль оси 𝑂𝑧:

Γ(𝑡) :
(𝑥− 𝑥0 + 𝑙1𝑚)2

𝑅2
1𝑚

2
+

(𝑦 − 𝑦0 + 𝑙2/𝑚)2

𝑅2
1/𝑚

2
+

2𝑙3(𝑧 − 𝑧0)

𝑅2
1

= 1, (24)

где 𝑅1 =
√
𝑅2 + 𝑙1 + 𝑙2 — радиус эллипса в сечении плоскостью 𝑧 − 𝑧0(𝑡) = 0,

а полуоси эллипса имеют значения 𝑟1 = 𝑅𝑚, 𝑟2 = 𝑅/𝑚.
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Рис. 5. Траектории движения частиц жидкости для системы (23)
при различных значениях параметра 𝜂. Параметры 𝑏 = 1, �⃗� = (1, 1, 1),
�⃗� = (1, 1, 1), 𝜉 = 𝜁 = 1 фиксированы, временной интервал 𝑡 ∈ [0, 5]

[Figure 5. Fluid particle trajectories for the system (23) at varying
parameter 𝜂. Fixed parameters: 𝑏 = 1, �⃗� = (1, 1, 1), �⃗� = (1, 1, 1),

𝜉 = 𝜁 = 1, time interval 𝑡 ∈ [0, 5]]

Поскольку 𝑚(𝑡) → ∞ при 𝑡 → ∞, полуось 𝑟1 стремится к бесконечности,
а полуось 𝑟2 — к нулю. Это означает, что жидкость, ограниченная поверхно-
стью (24), сжимается вдоль оси 𝑂𝑦 и расширяется вдоль оси 𝑂𝑥.

3.4. Эволюция выделенного объема жидкости. Проанализируем эво-
люцию выделенного объема жидкости. Как показывают расчеты, материаль-
ный объем ограничен эллипсоидом:

(𝑥− 𝑥𝐶(𝑡))
2

𝑅2𝑚2
+

(𝑦 − 𝑦𝐶(𝑡))
2

𝑅2/𝑚2
+

(𝑧 − 𝑧𝐶(𝑡))
2

𝑅2
= 1,

где координаты центра эллипсоида 𝑥𝐶(𝑡), 𝑦𝐶(𝑡), 𝑧𝐶(𝑡) в момент времени 𝑡
определяются выражениями

𝑥𝐶(𝑡) = 𝑙1𝑚+ (𝑎1 − 𝑏𝑙1)𝑡− 𝑙1 + 𝑥1𝑚,

𝑦𝐶(𝑡) =
𝑙1
𝑚

+ (𝑎2 + 𝑏𝑙2)𝑡− 𝑙2 +
𝑦1
𝑚

,

𝑧𝐶(𝑡) = 𝑧0(𝑡) + 𝑧1,

а точка (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) задает центр сферы в начальный момент времени. Полуоси
эллипсоида имеют значения 𝑟1 = 𝑅𝑚, 𝑟2 = 𝑅/𝑚, 𝑟3 = 𝑅.

При 𝑚(𝑡)→∞ (𝑡→∞) поведение полуосей эллипсоида полностью анало-
гично случаю параболического цилиндра в качестве поверхности постоянного
давления (см. рис. 4).
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Выводы. Проведенное исследование позволило получить следующие ос-
новные результаты.

1. Найдены и детально исследованы точные решения уравнений идеальной
газовой динамики для несжимаемой жидкости, описывающие течение с
линейным полем скоростей.

2. Для каждого класса решений:
– получен явный вид поверхности постоянного давления;
– выведены уравнения мировых линий движения частиц жидкости;
– построены и проанализированы траектории частиц;
– исследована эволюция выделенного объема жидкости во времени.

3. Установлены следующие факты:
– поверхность постоянного давления может иметь форму как пара-

болического цилиндра, так и эллиптического параболоида в зави-
симости от выбора параметров;

– характер движения частиц существенно зависит от вида матрицы
линейности;

– выделенный объем жидкости претерпевает анизотропную дефор-
мацию с сохранением общего объема.

Полученные результаты могут быть использованы для верификации чис-
ленных алгоритмов и дальнейшего развития теории точных решений в гид-
родинамике.
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Abstract
In this study, a three-dimensional gas-dynamic model of an ideal incom-
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