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Аннотация
Представлена новая теоретическая модель стационарного переноса

ионных компонентов соли через катионообменную мембранную систе-
му. В отличие от существующих теоретических подходов, в предложен-
ной модели модификация константы равновесия обусловлена не только
градиентом электрического потенциала, но и пространственным распре-
делением заряда. Анализ уравнения Пуассона подтверждает существен-
ную зависимость кинетики диссоциации ионов от локальной плотности
пространственного заряда в мембранной структуре.

Разработанная математическая модель, учитывающая указанную за-
висимость, позволяет достичь более точного описания диффузионно-
миграционных процессов в катионообменных мембранах. Полученные
результаты обеспечивают более корректное описание поведения ионных
компонентов в стационарных условиях переноса, что имеет существен-
ное значение для разработки перспективных мембранных материалов
и технологических процессов. Предлагаемая модель может быть приме-
нена в различных технологических областях, использующих ионообмен-
ные мембранные системы, включая процессы водоочистки и энергети-
ческие преобразователи.
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На з а р о в Р. Р., К о в а л е н к о А. В., Б о с т а н о в Р. А., У р т е н о в М. Х.

Важным преимуществом предложенной модели является возмож-
ность комплексного учета ключевых параметров ионного транспорта,
включая ионную силу раствора, температурные условия и структурно-
функциональные характеристики мембраны. Это обеспечивает более точ-
ное прогнозирование эксплуатационных характеристик мембранных си-
стем в реальных технологических процессах.

В частности, применение данной модели в системах мембранной
очистки воды позволяет оптимизировать процессы деминерализации,
что способствует повышению эффективности очистки водных сред и сни-
жению энергетических затрат технологического цикла.

Таким образом, разработанная модель предоставляет новые возмож-
ности для фундаментального исследования и практической оптимиза-
ции процессов массопереноса в системах с ионообменными мембранами.

Ключевые слова: диссоциация, рекомбинация, скорость диссоциации,
сильные электрические поля, изменение константы диссоциации, про-
странственный заряд, диффузионный слой, уравнение Пуассона, нерав-
новесная кинетика, перенос ионов, мембранный транспорт.

Получение: 1 июля 2024 г. / Исправление: 3 октября 2024 г. /
Принятие: 16 октября 2024 г. / Публикация онлайн: 17 марта 2025 г.

Введение. Несмотря на существование точных решений уравнений тер-
модиффузии для стационарных сдвиговых течений бинарной несжимаемой
жидкости, которые применяются при моделировании различных процессов
(включая течение в тонких слоях жидкости и процессы в аппаратах химиче-
ской технологии [1,2]), остаются актуальными задачи, связанные с анализом
сопряженных конвективных и диффузионных эффектов [3–5].

Построение точных и численных решений уравнений массопереноса и гид-
родинамики с учетом реакций диссоциации и рекомбинации молекул воды
представляет собой сложную и актуальную задачу. Диссоциация воды на
межфазных границах и изменение константы скорости реакции крайне важ-
ны для понимания процессов переноса вещества через селективные ионооб-
менные мембраны. Известно, что изменение константы скорости диссоциа-
ции молекул воды на границах раздела фаз (мембрана/раствор или мембра-
на/мембрана) может быть обусловлено несколькими факторами, как отме-
чается в работах [6,7]. В данной работе исследуется влияние электрического
поля на константу равновесия реакции диссоциации/рекомбинации молекул
воды.

В настоящее время установлено, что скорость этой реакции экспоненци-
ально зависит от приложенного напряжения [8–11] в системах с биполярными
мембранами, что объясняется следующими причинами:
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1) ослаблением связи H–OH в молекуле воды под действием электриче-
ского поля;

2) кооперативным переносом протона через цепочку благоприятно ори-
ентированных молекул воды.

Согласно представлениям, разработанным С. Ф. Тимашевым, Н. В. Шель-
дешовым и др. [8, 10, 11] для биполярных мембран, плотность тока ионов
H+/OH−, генерируемых в мембранной системе, определяется эмпирической
формулой [11]

𝑖H+,OH− = 𝑘Σ
𝜀𝑟
𝛽

[︀
𝑒𝛽𝐸𝑚 − 𝑒𝛽𝐸0

]︀
, (1)

где 𝑘Σ — суммарная эффективная константа скорости псевдомономолекуляр-
ной реакции диссоциации воды в тонкой пограничной области толщиной 2–
4 нм в отсутствие электрического поля; 𝐸𝑚 — напряженность электрического
поля в некоторой точке реакционной зоны вблизи границы раздела фаз, зави-
сящая от внешнего приложенного напряжения; 𝐸0 — напряженность электри-
ческого поля в этой точке при нулевом токе в мембранной системе; 𝛽 — сла-
бо изменяющийся с температурой (энтропийный) фактор [10] (подгоночный
параметр); 𝜀0 — диэлектрическая проницаемость вакуума; 𝜀— относительная
диэлектрическая проницаемость раствора; 𝜀𝑟 = 𝜀𝜀0 — абсолютная диэлектри-
ческая проницаемость раствора; 𝑖H+,OH− — парциальные токи по H+ и OH−

соответственно.
Как видно из формулы (1), константа равновесия зависит не от конкрет-

ного значения экспоненты от напряженности электрического поля, а от раз-
ности значений экспонент при заданном и нулевом токах.

Изучению этой зависимости в электродиализных системах с монополяр-
ными мембранами посвящено ограниченное число работ (см., например, [7]).
В работе [7] аналог формулы (1) представлен в следующем виде:

𝑖H+,OH− = 𝐴𝑒𝛽𝐸0
(︀
𝑒𝛽(𝐸𝑚−𝐸0) − 1

)︀
, (2)

где 𝐴— коэффициент, определяемый константой скорости диссоциации воды,
структурой границы раздела мембрана/раствор и температурой 𝑇 .

В отличие от работ С. Ф. Тимашева и Н. В. Шельдешова, в формуле
(2) величину 𝐸0 предлагается относить не к нулевому току, а к некоторому
критическому току 𝑖𝑐𝑟, при котором начинается заметная диссоциация моле-
кул воды. В [12–14] показано, что этот ток достаточно близок к предельному
электродиффузионному току.

1. Зависимость константы равновесия от пространственного за-
ряда. Ряд соображений позволяет предположить, что в отличие от рассмот-
ренных выше работ, изменение константы равновесия следует связывать не
просто с величиной напряженности электрического поля, а с величиной про-
странственного заряда.

Действительно, как следует из уравнения Пуассона

𝜀𝑟
𝑑𝐸

𝑑𝑥
= 𝜌(𝑥),

если напряженность 𝐸 велика, но постоянна (т.е. электрическое поле одно-
родно), то выполняется условие локальной электронейтральности 𝜌(𝑥) ≡ 0.
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Это означает, что в области электронейтральности не следует ожидать уве-
личения константы скорости диссоциации, так как она должна оставаться
неизменной. С другой стороны, из уравнения Пуассона следует, что в области
пространственного заряда, особенно в ее квазиравновесной части, электриче-
ское поле становится неоднородным, а его напряженность — значительной.

В формуле (2) разность 𝐸𝑚−𝐸0 определяется приростом плотности про-
странственного заряда при увеличении тока от 𝑖𝑐𝑟 до заданного значения 𝑖 [7].
Однако эту разность можно интерпретировать иначе — как разность напря-
женностей электрического поля 𝐸𝑚 на поверхности мембраны и в некоторой
точке объема 𝐸0. Если в формуле (2) показатель экспоненты умножить и раз-
делить на величину ℎ0, соответствующую разности абсцисс значений 𝐸0 и 𝐸𝑚,
то получим

𝑖H+,OH− = 𝐴𝑒𝛽𝐸0

(︁
𝑒
𝛽ℎ0

𝐸𝑚−𝐸0
ℎ0 − 1

)︁
≈ 𝐴𝑒𝛽𝐸0

(︁
𝑒𝛽ℎ0

𝑑𝐸
𝑑𝑥 − 1

)︁
.

Поскольку из уравнения Пуассона следует, что 𝑑𝐸
𝑑𝑥 = 1

𝜀𝜀0
𝜌, где 𝜌— плот-

ность пространственного заряда, изменение 𝑖H+,OH− должно зависеть от вели-
чины пространственного заряда.1 Следовательно, константа равновесия 𝐾𝑤

должна зависеть от 𝜌, т.е. 𝐾𝑤 = 𝐾𝑤(𝜌).
Дополнительным аргументом в пользу этого предположения служит ана-

лиз размерности уравнений реакции:

𝑗H+

𝑑𝑥
=

𝑗OH−

𝑑𝑥
= 𝐾𝑟(𝐾𝑤 − 𝐶H+𝐶OH−),

где 𝐾𝑤 = (𝑘𝑑/𝑘𝑟)𝐶H2O — константа равновесия; 𝑘𝑑 и 𝑘𝑟 — коэффициенты дис-
социации и рекомбинации соответственно; 𝐶H2O, 𝐶H+ , 𝐶OH− — концентрации
воды и ионов H+ и OH−. Из формулы для 𝐾𝑤 следует, что 𝑘𝑑/𝑘𝑟 имеет раз-
мерность концентрации: [𝑘𝑑/𝑘𝑟] = [𝐶H2O], как и плотность пространственного
заряда, нормированная на число Фарадея: 𝜌/𝐹 .

Разлагая 𝐾𝑤(𝜌) (или, что то же самое, 𝑘𝑑(𝜌)/𝑘𝑟(𝜌) = (𝑘𝑑/𝑘𝑟)(𝜌)) в ряд
Тейлора по 𝜌 в окрестности 𝜌 = 0 и ограничиваясь первым приближением,
получаем эмпирическую формулу

𝑘𝑑
𝑘𝑟

(𝜌) =
𝑘𝑑(0)

𝑘𝑟(0)
+ 𝑏𝜌,

где 𝑏— константа, определяемая экспериментально. Умножив на 𝐶H2O, полу-
чим

𝐾𝑤(𝜌) =
𝑘𝑑
𝑘𝑟

(𝜌)𝐶H2O =
(︁𝑘𝑑(0)
𝑘𝑟(0)

+ 𝑏𝜌
)︁
𝐶𝐻2𝑂

или
𝐾𝑤(𝜌) =

𝑘𝑑(0)

𝑘𝑟(0)
𝐶H2O + 𝑏𝜌𝐶H2O.

Вводя обозначения

𝐾𝑤0 =
𝑘𝑑(0)

𝑘𝑟(0)
𝐶𝐻2𝑂 и 𝑏0 = 𝑏𝐹𝐶𝐻2𝑂 = 𝜆𝐶𝐻2𝑂,

1Впервые о зависимости потоков ионов от величины пространственного заряда упомя-
нуто в работе В. В. Никоненко и др. [7].
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где 𝜆 = 𝑏𝐹 — безразмерная величина, и учитывая, что

𝜌 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑧𝑖𝐶𝑖,

где 𝑧𝑖 — зарядовые числа, 𝐶𝑖 — концентрации ионов, получим

𝐾𝑤(𝜌) = 𝐾𝑤0 + 𝑏0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑧𝑖𝐶𝑖. (3)

Таким образом, мы получаем всего один безразмерный подгоночный па-
раметр 𝜆, физический смысл которого заключается во влиянии величины
пространственного заряда на скорость диссоциации молекул воды. Функция
𝐾𝑤(𝜌) линейно зависит от концентраций ионов, что позволяет исследовать
ее изменение в разных частях диффузионного слоя (см. рис. 1). Например,
в области электронейтральности эта функция постоянна (𝐾𝑤(𝜌) = 𝐾𝑤0), а
в квазиравновесной области пространственного заряда для 1:1 электролита,
где концентрация катионов 𝐶1 значительно превышает концентрации других
ионов, формула упрощается до вида

𝐾𝑤(𝜌) = 𝐾𝑤0 + 𝑏0𝐶1.

Этот результат согласуется с экспоненциальной зависимостью констан-
ты равновесия от напряженности поля, так как в квазиравновесной области
согласно приближению Дебая—Больцмана

𝑑𝐶1

𝑑𝑥
= −𝐶1

𝑑𝜙

𝑑𝑥
,

где 𝜙— потенциал. Интегрируя от точки 𝑥0 до 𝑥, получим

𝐶1 = 𝐶1𝑥0𝑒
−ℎ0

𝜙−𝜙0
ℎ0 = 𝐶1𝑥0𝑒

−ℎ0
𝑑𝜙
𝑑𝑥 = 𝐶1𝑥0𝑒

ℎ0𝐸 ,

Рис. 1. Схема диффузионного слоя для постановки краевой задачи. Мас-
штаб не соблюден из соображений наглядности

[Figure 1. Schematic of the diffusion layer for the boundary value problem
formulation. Scale is not preserved for clarity]
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что дает экспоненциальную зависимость константы равновесия от напряжен-
ности поля:

𝐾𝑤(𝜌) = 𝐾𝑤0 + 𝑏0𝐶1𝑥0𝑒
ℎ0𝐸 . (4)

Следует отметить, что данные работы [15, рис. 5] демонстрируют практи-
чески одинаковый характер изменения напряженности электрического поля
𝐸 и модуля пространственного заряда 𝜌 вблизи биполярной границы. Это
наблюдение позволяет рассматривать зависимость от модуля пространствен-
ного заряда 𝜌 вместо зависимости от напряженности поля 𝐸.

Таким образом, формула (3) представляет собой обобщение экспоненци-
альной зависимости константы равновесия от напряженности. Из формулы
(4) также следует экспериментально установленная в работе [7] закономер-
ность: в сверхпредельных токовых режимах числа переноса продуктов дис-
социации воды при заданных скачках потенциала Δ𝜙 растут с уменьшением
концентрации соли.

Действительно, используя асимптотическое решение упрощенной моде-
ли [12, 13], можно показать, что при уменьшении концентрации соли и фик-
сированном Δ𝜙 величина 𝐶1𝑥0 уменьшается как степенная функция, а 𝐸
увеличивается экспоненциально. Поскольку экспонента растет быстрее лю-
бой степени, произведение 𝐶1𝑥0𝑒

ℎ0𝐸 и, следовательно, константа равновесия
𝐾𝑤(𝜌) = 𝐾𝑤0 + 𝑏0𝐶1𝑥0𝑒

ℎ0𝐸 увеличиваются. Эту же закономерность подтвер-
ждают проведенные численные исследования.

2. Математическая модель. Рассмотрим диффузионный слой, где ко-
ордината 𝑥 = 0 соответствует границе с объемом раствора (с известными
заданными концентрациями), а 𝑥 = ℎ— границе раздела раствор/катионооб-
менная мембрана. Концентрации и потоки ионов 1:1 электролита (например,
K+ и Cl−) обозначим через 𝐶𝑖, 𝑗𝑖 (𝑖 = 1, 2), а для ионов H+ и OH− — через
𝐶𝑖, 𝑗𝑖 (𝑖 = 3, 4) соответственно [16,17].

2.1. Система уравнений. Используя выражение для константы равно-
весия 𝐾𝑤(𝜌) = 𝐾𝑤0 + 𝑏0(𝐶1 −𝐶2 +𝐶3 −𝐶4), предложим следующую матема-
тическую модель стационарного переноса ионов 1:1 электролита в диффузи-
онном слое у катионообменной мембраны с учетом пространственного заряда
и реакции диссоциации/рекомбинации [18]:

−𝑑𝑗𝑖
𝑑𝑥

+𝑅𝑖 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 4; (5)

𝑗𝑖 = −𝑧𝑖
𝐹

𝑅𝑇
𝐷𝑖𝐶𝑖

𝑑𝜙

𝑑𝑥
−𝐷𝑖

𝑑𝐶𝑖

𝑑𝑥
, 𝑖 = 1, . . . , 4; (6)

𝑑2𝜙

𝑑𝑥2
= − 𝜌

𝜀𝑟
; (7)

𝑅1 = 𝑅2 = 0,
𝑅3 = 𝑅4 = 𝑘𝑑(𝜌)𝐶H2O − 𝑘𝑟𝐶3𝐶4 = 𝑘𝑟(𝐾𝑤(𝜌)− 𝐶3𝐶4),
𝑧1 = 1, 𝑧2 = −1, 𝑧3 = 1, 𝑧4 = −1;

(8)

𝐼 = 𝐹

4∑︁
𝑖=1

𝑧𝑖𝑗𝑖. (9)

Математическая модель включает следующую систему уравнений:
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– уравнения материального баланса для каждого ионного компонента (5),
выражающие закон сохранения массы в стационарных условиях;

– уравнения переноса Нернста–Планка (6), описывающие потоки ионов
под действием градиентов концентрации и электрического потенциала;

– уравнение Пуассона (7), связывающее распределение электрического
потенциала с пространственным зарядом системы;

– кинетические уравнения (8) для реакции диссоциации/рекомбинации
молекул воды, учитывающие зависимость скорости диссоциации от ло-
кальной плотности заряда;

– уравнение для плотности полного тока (9), представляющее сумму фа-
радеевских вкладов всех ионных потоков (током заряжения двойного
электрического слоя пренебрегаем).

Параметры модели включают в себя следующие физические величины
и константы:

– 𝜀𝑟 — относительная диэлектрическая проницаемость раствора;
– 𝑅 = 8.314 Дж/(моль ·К) — универсальная газовая постоянная;
– 𝜙(𝑥)— распределение электрического потенциала в диффузионном слое;
– 𝐸(𝑥) = −𝑑𝜙/𝑑𝑥 — напряженность электрического поля;
– 𝐶𝑖(𝑥)— объемная концентрация 𝑖-го иона, моль/м3;
– 𝑗𝑖(𝑥)— плотность потока 𝑖-го иона, моль/(м2 · с);
– 𝐷𝑖 — коэффициент диффузии 𝑖-го иона, м2/с;
– 𝑘𝑟 = 1.1·108 м3/(с·моль) — константа скорости рекомбинации ионов [19];
– 𝐾𝑤0 = 𝑘𝑑𝐶H2O/𝑘𝑟 = 1.0 · 10−8 моль2/м6 — ионное произведение воды

в объеме раствора;
– 𝑘𝑑 = 2.0 · 10−5 с−1 — константа скорости диссоциации воды [20–22];
– 𝐶H2O ≈ 55.5 · 103 моль/м3 — концентрация воды.

2.2. Краевые условия. Наблюдается существенная асимметрия в ге-
нерации ионов H+ и OH− на анионо- и катионообменных мембранах. На
анионообменных мембранах (например, МА-40, МА-41) генерация протекает
интенсивнее: ионы OH− переносятся через мембрану и далее не участвуют
в процессах переноса, а ионы H+ движутся в сторону катионообменной мем-
браны. Модификация анионообменных мембран позволяет снизить интенсив-
ность генерации H+/OH−, приводя к подкислению раствора во всем объеме
канала обессоливания, тогда как подщелачивание наблюдается только вбли-
зи катионообменной мембраны. Эта асимметрия требует различных подхо-
дов к математическому моделированию процессов переноса в диффузионных
слоях у разных мембран, что отражается в краевых условиях. В данной ра-
боте рассматривается перенос в диффузионном слое у катионообменной мем-
браны, что позволяет исследовать влияние электрического поля на скорость
некаталитической диссоциации воды и рекомбинации ионов H+/OH−.

Граничные условия при 𝑥 = 0 (объем раствора):

𝐶1(0) = 𝐶10, 𝐶2(0) = 𝐶20, 𝐶4(0) =
𝐾𝑤0

𝐶30
, (10)

𝐶3(0) = 𝐶30, 𝐶30 ≫
√︀

𝐾𝑤0 , (11)
𝜙(0) = 𝑑. (12)

Концентрации 𝐶10, 𝐶20 и 𝐶30 в (10), (11) задаются как известные пара-
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метры модели. Условие 𝐶30 ≫
√︀
𝐾𝑤0 в (11) соответствует сильному подкис-

лению раствора в объеме.2 Увеличение потока H+ за счет изменения кон-
станты равновесия в области пространственного заряда (ОПЗ) у анионооб-
менной мембраны незначительно по сравнению с потоком от каталитической
диссоциации воды на поверхности анионообменной мембраны и может быть
проигнорировано.

Граничные условия на границе раствор/мембрана (𝑥 = ℎ):

𝐶1(ℎ) = 𝐶1𝑘, (13)[︁ 𝐹

𝑅𝑇
𝐶2𝐷2

𝑑𝜙

𝑑𝑥
−𝐷2

𝑑𝐶2

𝑑𝑥

]︁
𝑥=ℎ

= 0, (14)

𝑑𝐶3

𝑑𝑥

⃒⃒⃒
𝑥=ℎ

= 0, (15)[︁ 𝐹

𝑅𝑇
𝐶4𝐷4

𝑑𝜙

𝑑𝑥
−𝐷4

𝑑𝐶4

𝑑𝑥

]︁
𝑥=ℎ

= 𝑗4𝑘, (16)

𝜙(ℎ) = 0. (17)

Физическая интерпретация граничных условий при 𝑥 = ℎ:
– условие (13) определяет концентрацию катионов у поверхности мембра-

ны 𝐶1𝑘, которая устанавливается равной ее обменной емкости;
– условие (14) отражает свойство идеальной селективности мембраны —

нулевой поток анионов через границу (отсутствие проникновения ани-
онов в мембрану);

– условие (15) показывает, что ионы водорода H+ свободно проникают че-
рез мембрану (нулевой градиент концентрации на границе), что связано
с их малой концентрацией по сравнению с основными катионами;

– условие (16) задает поток гидроксид-ионов OH− (𝑗4𝑘), инжектируемых
с поверхности мембраны в раствор, что обусловлено менее интенсивной,
но все же существующей генерацией H+/OH−-пар на катионообменной
мембране;

– условие (17) фиксирует нулевое значение электрического потенциала на
границе с мембраной.

Следует отметить, что интенсивность генерации H+/OH−-пар на катио-
нообменных мембранах существенно ниже, чем на анионообменных, что при-
водит к асимметрии в распределении этих ионов в системе.

В данной работе при фиксированном скачке потенциала (12), (17) плот-
ность тока определяется по формуле (9) [19–22].

3. Результаты и обсуждение. Реакция диссоциации молекул воды в мем-
бранных системах может протекать двумя принципиально различными пу-
тями: каталитическим, обусловленным присутствием функциональных групп
мембраны, и некаталитическим (электролитическим), связанным с влияни-
ем пространственного заряда. Следует подчеркнуть, что некаталитическая
диссоциация характеризуется максимально достижимой скоростью, лимити-
руемой фундаментальной константой диссоциации.

В области малых скачков потенциала или при плотностях тока ниже пре-
дельных значений (допредельный режим) пространственный заряд локали-

2Концентрация ионов H+ превышает равновесное значение в десятки и сотни раз.
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зован в непосредственной близости от ионообменной мембраны и в первом
приближении демонстрирует независимость от величины плотности тока, что
соответствует его квазиравновесному состоянию. В данных условиях неката-
литическая реакция диссоциации, протекающая исключительно в пределах
малой квазиравновесной ОПЗ и характеризующаяся постоянством констан-
ты скорости диссоциации, оказывает пренебрежимо малое влияние на про-
цессы переноса ионов соли. Однако при учете зависимости константы ско-
рости диссоциации, а следовательно, и константы равновесия от величины
пространственного заряда наблюдается выраженный сверхлинейный рост по-
токов ионов H+ и OH−, что приводит к существенному влиянию некаталити-
ческой реакции диссоциации на перенос ионов соли.

При превышении предельных значений скачка потенциала или плотности
тока (сверхпредельный режим), согласно данным работ [12, 13], формиру-
ется расширенная ОПЗ, размеры которой, оставаясь меньшими, становятся
сопоставимыми с толщиной диффузионного слоя, в то время как квазирав-
новесная ОПЗ сохраняет свои характеристики. В сверхпредельном режиме
некаталитическая реакция диссоциации протекает как в квазиравновесной,
так и в расширенной ОПЗ, оказывая существенное влияние на перенос ионов
соли. Для конкретизации дальнейшего изложения определим значения пара-
метров модели: 𝐶0 = 1 моль/м3, 𝑏0 = 0.1. Поскольку настоящее исследование
сосредоточено на изучении влияния пространственного заряда на константу
равновесия некаталитической реакции диссоциации, принято 𝑗4𝑘 = 0.

3.1. Структура диффузионного слоя. Для детального анализа про-
странственной организации диффузионного слоя введем функцию распреде-
ления пространственного заряда:

𝜌(𝑥) = 𝐹 (𝐶1 − 𝐶2 + 𝐶3 − 𝐶4),

где 𝐹 — число Фарадея, 𝐶𝑖 — концентрации соответствующих ионов. Важно
отметить, что модифицированная константа равновесия диссоциации воды

𝐾𝑤(𝜌) = 𝐾𝑤0 + 𝑏0(𝐶1 − 𝐶2 + 𝐶3 − 𝐶4)

демонстрирует пространственное распределение, аналогичное распределению
𝜌(𝑥). Ключевую роль в анализе играет функция равновесия

𝑃𝑤(𝑥) = 𝐾𝑤(𝜌)𝐶H2O − 𝐶3𝐶4 = (𝐾𝑤0 + 𝑏0𝜌/𝐹 )𝐶H2O − 𝐶3𝐶4,

которая характеризует баланс между процессами диссоциации и рекомбина-
ции. Физический смысл функции 𝑃𝑤(𝑥) заключается в следующем:

– при 𝑃𝑤(𝑥) = 0 система находится в состоянии динамического равнове-
сия;

– при 𝑃𝑤(𝑥) > 0 преобладает процесс диссоциации молекул воды;
– при 𝑃𝑤(𝑥) < 0 доминирует процесс рекомбинации ионов.
Численное решение краевой задачи математической модели позволило

выявить сложную гетерогенную структуру диффузионного слоя, схематиче-
ски представленную на рис. 1. Установлено, что диффузионный слой вклю-
чает следующие характерные области:

– область рекомбинации ионов;
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– область пространственного заряда (ОПЗ);
– область электронейтральности (ОЭН);
– переходные слои между указанными областями.
На рис. 1 схематически представлены ключевые характеристические точ-

ки структуры диффузионного слоя:
– 𝑥𝑟 — центр области рекомбинации ионов;
– 𝑥𝑐 — центр переходного (промежуточного) слоя между ОЭН и расши-

ренной ОПЗ;
– 𝑥𝑞 — левая граница квазиравновесной ОПЗ, примыкающей к поверхно-

сти катионообменной мембраны.
Область рекомбинации представляет собой симметричную (с большой сте-

пенью точности) окрестность точки 𝑥𝑟 размером (𝑥𝑟 − 𝛿1, 𝑥𝑟 + 𝛿1). Образова-
ние области рекомбинации обусловлено взаимодействием ионов водорода H+,
генерируемых как в результате каталитической реакции на поверхности ани-
онообменной мембраны, так и за счет некаталитической диссоциации воды
в ОПЗ у анионообменной мембраны (см. граничные условия), с гидроксид-
ионами OH−, образующимися при некаталитической диссоциации в ОПЗ у
катионообменной мембраны, включая их дополнительное образование, свя-
занное с зависимостью константы равновесия от величины пространственно-
го заряда. Хотя константа скорости рекомбинации имеет высокое значение, ее
конечная величина приводит к двум взаимосвязанным эффектам: во-первых,
к малому размеру области рекомбинации по сравнению с другими струк-
турными элементами диффузионного слоя, а во-вторых, к возникновению
пространственного заряда в данной области вследствие конечного времени
рекомбинации. Существенная асимметрия в интенсивности каталитической
генерации ионов H+/OH− на анионообменной (𝑗H+ ≫ 0) и катионообменной
(𝑗4𝑘 ≈ 0) мембранах приводит к формированию избыточной концентрации
ионов водорода и, как следствие, к появлению положительного простран-
ственного заряда в области рекомбинации (см. рис. 1). Центр области ре-
комбинации и величина пространственного заряда определяются балансом
потоков ионов H+/OH−, что демонстрируется на примере увеличения потока
гидроксид-ионов при фиксированном значении 𝑏0 = 0.1 и неизменном гра-
ничном условии (11), приводящего к уменьшению величины положительно-
го пространственного заряда и смещению положения области рекомбинации
в направлении катионообменной мембраны.

В интервале (0, 𝑥𝑟 − 𝛿1) наблюдается значительное смещение кислотно-
основного равновесия в сторону подкисления раствора, что обусловлено ге-
нерацией ионов H+ на поверхности анионообменной мембраны (см. гранич-
ные условия). В данной области концентрация гидроксид-ионов OH− пре-
небрежимо мала по сравнению с концентрацией ионов водорода H+. Анализ
показывает, что концентрации катионов и анионов сохраняют равенство с вы-
сокой точностью даже при искусственном нарушении этого условия в точке
𝑥 = 0 для выполнения требования электронейтральности. В последнем слу-
чае возникающий пограничный слой (рис. 1) компенсирует это неравенство.
При отсутствии требования строгой электронейтральности в точке 𝑥 = 0
пограничный слой не формируется, и во всей подкисленной области возника-
ет положительный пространственный заряд, величина которого определяет-
ся потоком ионов H+ с анионообменной мембраны. Таким образом, область
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[0, 𝑥𝑟 − 𝛿1) формально представляет собой объемную зону с равномерно рас-
пределенным пространственным зарядом (рис. 2), однако в силу его малой
величины в первом приближении данную область можно считать практиче-
ски электронейтральной.

Точка 𝑥𝑐 определяет центр узкого переходного слоя (𝑥𝑐− 𝛿2, 𝑥𝑐 + 𝛿2), раз-
деляющего область электронейтральности (𝑥𝑟 + 𝛿1, 𝑥𝑐 − 𝛿2) и область про-
странственного заряда (𝑥𝑐 + 𝛿2, ℎ]. Последняя, в свою очередь, состоит из
двух подобластей: расширенной ОПЗ (𝑥𝑐 + 𝛿2, 𝑥𝑞) и квазиравновесной ОПЗ
(𝑥𝑞, ℎ]. Важно отметить, что в точке 𝑥𝑐 наблюдается локальный максимум
пространственного заряда, что свидетельствует о переходном характере дан-
ной области.

В пределах ОЭН величина пространственного заряда 𝜌(𝑥), хотя и возрас-
тает, остается настолько незначительной, что в рамках первого приближения
можно пренебречь ее влиянием и считать выполненными следующие условия:

– условие локальной электронейтральности (𝜌(𝑥) ≈ 0);
– условие динамического равновесия реакций (𝑃𝑤(𝑥) ≈ 0).

Расширенная ОПЗ характеризуется следующими ключевыми особенностями:
– интенсивная некаталитическая диссоциация молекул воды;
– существенная модификация эффективной константы равновесия 𝐾𝑤(𝜌);
– увеличение скорости некаталитического процесса диссоциации (см.

рис. 3).
Наиболее выраженные эффекты наблюдаются в квазиравновесной ОПЗ:

– экспоненциальный рост модифицированной константы равновесия;
– соответствующий экспоненциальный рост потоков ионов H+/OH−;
– формирование сильного градиента электрического потенциала.

3.2. Влияние вариаций константы равновесия на ионные потоки
H+/OH−. В области электронейтральности, где устанавливается динамиче-
ское равновесие между процессами диссоциации и рекомбинации, наблюда-
ются следующие особенности ионных потоков:

– поток ионов H+ (𝑗3) практически нулевой;
– поток ионов OH− (𝑗4) сохраняет постоянное отрицательное значение;
– величина потока OH− демонстрирует выраженную зависимость от ва-

риаций константы равновесия 𝐾𝑤(𝜌).
В пределах внутренней области пространственного заряда ([0, 𝑥𝑟 − 𝛿1))

распределение потоков имеет обратную картину:
– поток OH− (𝑗4) стремится к нулю;
– поток H+ (𝑗3) сохраняет положительное постоянное значение;
– интенсивность потока H+ существенно зависит от изменений 𝐾𝑤(𝜌).
В расширенной области пространственного заряда (ОПЗ) [𝑥𝑐+ 𝛿2, 𝑥𝑞] экс-

периментальные данные и численное моделирование демонстрируют следу-
ющие характерные особенности:

– линейное нарастание величин потоков H+ (𝑗3) и OH− (𝑗4) по мере при-
ближения к мембране, что обусловлено нарушением баланса между про-
цессами диссоциации и рекомбинации;

– существенное преобладание некаталитической диссоциации молекул во-
ды над процессом рекомбинации ионов, что количественно выражается
в положительных значениях функции равновесия 𝑃𝑤(𝑥) > 0;

– явно выраженная зависимость ионных потоков от модифицированной
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a

b
Рис. 2. Пространственное распределение (a) плотности пространственного заряда 𝜌(𝑥) и
(b) функции равновесия 𝑃𝑤(𝑥) в диффузионном слое. Вставки демонстрируют увеличен-
ные участки вблизи граничных областей при 𝑥 = 0 (объем раствора) и 𝑥 = ℎ (граница
мембраны). Синие кривые соответствуют базовой модели (𝑏 = 0), зеленые кривые отража-
ют модифицированную модель с учетом зависимости константы равновесия от простран-

ственного заряда (𝑏 = 10−6) (онлайн в цвете)
[Figure 2. (color online) Spatial distributions of (a) space charge density 𝜌(𝑥) and (b) equilibrium
function 𝑃𝑤(𝑥) in the diffusion layer. Insets show magnified regions near the boundary areas
at 𝑥 = 0 (solution bulk) and 𝑥 = ℎ (membrane interface). Blue curves correspond to the base
model (𝑏 = 0), while green curves represent the modified model accounting for the dependence

of the equilibrium constant on space charge (𝑏 = 10−6)]
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Рис. 3. Пространственное распределение модифицированной константы равновесия
𝐾𝑤(𝑥) = 𝐾𝑤0 + 𝑏𝜌(𝑥) в диффузионном слое, где 𝐾𝑤0 — константа равновесия в объеме рас-
твора, а 𝜌(𝑥)— плотность пространственного заряда. На вставках показаны увеличенные
области вблизи границ при 𝑥 = 0 (объем раствора) и 𝑥 = ℎ (граница мембраны). Си-
няя кривая — 𝑏 = 10−6 (учет зависимости от пространственного заряда); зеленая кривая —
𝑏 = 0 (базовый случай с постоянной 𝐾𝑤). Зависимость от 𝜌(𝑥) приводит к значительным

изменениям вблизи границы мембраны (онлайн в цвете)
[Figure 3. (color online) Spatial distribution of the modified equilibrium constant 𝐾𝑤(𝑥) =
𝐾𝑤0 + 𝑏𝜌(𝑥) in the diffusion layer, where 𝐾𝑤0 is the bulk equilibrium constant and 𝜌(𝑥) is the
space charge density. Insets show magnified regions near the boundaries at 𝑥 = 0 (solution bulk)
and 𝑥 = ℎ (membrane interface). Blue curve — 𝑏 = 10−6 (space-charge-dependent case); green
curve — 𝑏 = 0 (reference case with constant 𝐾𝑤). The dependence on 𝜌(𝑥) leads to significant

variations near the membrane interface]

константы равновесия 𝐾𝑤(𝜌), проявляющаяся в увеличении их абсолют-
ных значений при 𝑏 = 10−6 по сравнению с базовым случаем (𝑏 = 0).

Наиболее существенные изменения физико-химических параметров систе-
мы наблюдаются в квазиравновесной ОПЗ ([𝑥𝑞, ℎ]), что количественно про-
является в следующих эффектах:

– экспоненциальный рост эффективной константы равновесия 𝐾𝑤(𝑥) =
= 𝐾𝑤0 + 𝑏𝜌(𝑥), где параметр 𝑏 отражает степень влияния простран-
ственного заряда на равновесные характеристики;

– согласованный экспоненциальный рост потоков ионов H+ (𝑗3) и OH−

(𝑗4), что подтверждается результатами численного моделирования, пред-
ставленными на рис. 4;

– формирование значительного по величине пространственного заряда
𝜌(𝑥) = 𝐹 (𝐶1 − 𝐶2 + 𝐶3 − 𝐶4), достигающего максимальных значений
в непосредственной близости от поверхности мембраны (𝑥→ ℎ).
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Рис. 4. Пространственное распределение потоков ионов H+ (𝑗3) и OH− (𝑗4) в диффузион-
ном слое. На вставках показано увеличение областей вблизи границ 𝑥 = 0 (объем раствора)
и 𝑥 = ℎ (граница мембраны). Обозначения: синяя кривая — поток ионов H+ при 𝑏 = 0; зеле-
ная кривая — поток ионов H+ при 𝑏 = 10−6; красная кривая — поток ионов OH− при 𝑏 = 0;

голубая кривая — поток ионов OH− при 𝑏 = 10−6 (онлайн в цвете)
[Figure 4. (color online) Spatial distribution of ion fluxes for H+ (𝑗3) and OH− (𝑗4) in the
diffusion layer. Insets display magnified regions adjacent to the boundaries at 𝑥 = 0 (solution
bulk) and 𝑥 = ℎ (membrane interface). Legend: blue curve — H+ ion flux at 𝑏 = 0; green curve —
H+ ion flux at 𝑏 = 10−6; red curve — OH− ion flux at 𝑏 = 0; cyan curve — OH− ion flux at

𝑏 = 10−6]

Заключение. Предложена новая теоретическая модель, описывающая
влияние внешнего электрического поля на константу равновесия 𝐾𝑤 реакции
диссоциации/рекомбинации молекул воды. В отличие от существующих под-
ходов, в разработанной модели изменение константы равновесия обусловлено
не напряженностью электрического поля 𝐸, а величиной пространственного
заряда 𝜌, что представляет собой принципиально новое концептуальное ре-
шение.

Основные достижения работы:
– разработана математическая модель переноса ионов бинарного электро-

лита в диффузионном слое у поверхности катионообменной мембраны,
учитывающая зависимость 𝐾𝑤(𝜌);

– установлено, что предложенная модель приводит к значительному (на
порядок величины) росту потоков ионов H+/OH−;

– показано, что в квазиравновесном примембранном слое наблюдается
увеличение константы равновесия в 5–10 раз, что хорошо согласуется
с экспериментальными данными [7].

Полученные результаты открывают новые возможности для управления
ионным транспортом в мембранных системах за счет контроля простран-
ственного заряда.
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Abstract
This study presents a novel theoretical model of steady-state ion trans-

port through cation-exchange membrane systems. Unlike existing theoretical
approaches, the proposed model relates modifications in the equilibrium con-
stant not only to the electric potential gradient, but also to spatial charge
distribution. Analysis of the Poisson equation confirms the significant de-
pendence of ion dissociation kinetics on local space charge density within
the membrane structure.

The developed mathematical model, incorporating this dependence, en-
ables a more accurate description of diffusion-migration processes in cation-
exchange membranes. The obtained results provide a more precise descrip-
tion of ion behavior under steady-state transport conditions — a crucial
factor for developing advanced membrane materials and technological pro-
cesses. The proposed model can be applied in various technological fields
employing ion-exchange membrane systems, including water treatment pro-
cesses and energy converters.

A key advantage of the proposed model is its capability for comprehensive
consideration of critical ion transport parameters: solution ionic strength,
temperature conditions, and membrane structural-functional characteristics.

Mathematical Modeling, Numerical Methods and Software Complexes
Research Article
© Authors, 2025
© Samara State Technical University, 2025 (Compilation, Design, and Layout)

cb The content is published under the terms of the Creative Commons Attribution 4.0
International License (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/)
Please cite this article in press as:
Na z a r o v R. R., K o v a l e n k o A. V., B o s t a n o v R. A., U r t e n o v M. Kh. Mathematical
modeling of the influence of dissociation/recombination rate constant dependence on salt ion
transport in the diffusion layer near an ion-exchange membrane, Vestn. Samar. Gos. Tekhn.
Univ., Ser. Fiz.-Mat. Nauki [J. Samara State Tech. Univ., Ser. Phys. Math. Sci.], 2025, vol. 29,
no. 1, pp. 109–128. EDN: AZCCRJ. DOI: 10.14498/vsgtu2101 (In Russian).
Authors’ Details:
Roman R. Nazarov https://orcid.org/0009-0001-7280-0563
Postgraduate Research Student; Dept. of Data Analysis and Artificial Intelligence1;
e-mail: r.nazarov1998@mail.ru
Anna V. Kovalenko https://orcid.org/0000-0002-3991-3953
Dr. Techn. Sci., Associate Professor; Head of Department; Dept. of Data Analysis and Artificial
Intelligence1; e-mail: savanna-05@mail.ru

125

http://mi.mathnet.ru/eng/vsgtu2101
http://www.mathnet.ru/eng/org2543
http://www.mathnet.ru/eng/org2543
http://www.mathnet.ru/eng/org5497
http://www.mathnet.ru/eng/org5497
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://elibrary.ru/AZCCRJ
http://mi.mathnet.ru/eng/vsgtu2101
http://www.mathnet.ru/eng/person213833
https://orcid.org/0009-0001-7280-0563
https://orcid.org/0009-0001-7280-0563
mailto:r.nazarov1998@mail.ru
http://www.mathnet.ru/eng/person112835
https://orcid.org/0000-0002-3991-3953
https://orcid.org/0000-0002-3991-3953
mailto:savanna-05@mail.ru


Na z a r o v R. R., K o v a l e n k o A. V., B o s t a n o v R. A., U r t e n o v M. Kh.

This enables more accurate prediction of membrane system performance in
actual technological processes.

In particular, application of this model in membrane water purification
systems allows optimization of demineralization processes, thereby enhanc-
ing water treatment efficiency while reducing energy consumption in the
technological cycle.

Thus, the developed model offers new opportunities for both fundamen-
tal research and practical optimization of mass transfer processes in ion-
exchange membrane systems.

Keywords: dissociation, recombination, dissociation rate, strong electric
fields, dissociation constant modification, space charge, diffusion layer, Pois-
son equation, non-equilibrium kinetics, ion transport, membrane transport.
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