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Аннотация

Настоящее исследование развивает предыдущие работы автора, уста-
навливающие необходимые и достаточные условия локального экстре-
мума в стационарной точке полинома или абсолютно сходящегося в ее
окрестности степенного ряда. Известно, что в одномерном случае необ-
ходимые и достаточные условия экстремума совпадают, образуя единое
критериальное условие.

Следующим этапом анализа становится двумерный случай, состав-
ляющий предмет настоящего исследования. Проверка условий экстрему-
ма в этом случае сводится к алгоритмически выполнимым процедурам:
вычислению действительных корней одномерных многочленов и реше-
нию ряда практически реализуемых вспомогательных задач.

Предложен алгоритм, основанный на указанных процедурах. Для
ситуаций, когда его применение ограничено, разработан метод подста-
новки многочленов с неопределенными коэффициентами. На его осно-
ве построен алгоритм однозначной верификации наличия локального
минимума в стационарной точке для полиномов, представимых суммой
двух 𝐴-квазиоднородных форм, где 𝐴 — двумерный вектор с натураль-
ными компонентами.
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Введение. Настоящая работа развивает исследования, представленные
в [1, 2], где были установлены необходимые и достаточные условия экстре-
мума (в частности минимума) в стационарной точке полинома или степен-
ного ряда, абсолютно сходящегося в некоторой окрестности этой точки. Рас-
смотрим 𝑥 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ R𝑚, где 𝑝(𝑥)— полином (или степенной ряд),
0(𝑚) = (0, . . . , 0) ∈ R𝑚, 𝑝(0(𝑚)) = 0, 𝑝′(0(𝑚)) = 0(𝑚), т. е. 0(𝑚) — стационарная
точка. Возникает вопрос: является ли 0(𝑚) точкой локального минимума? Для
ответа на него исследуется матрица вторых производных 𝑝′′(0(𝑚)) с исполь-
зованием критерия Сильвестра (см., например, [3]). Однако этот критерий
позволяет утверждать наличие локального минимума только в случае, ко-
гда квадратичная форма ⟨𝑝′′(0(𝑚))𝑥, 𝑥⟩ (где ⟨𝑥, 𝑦⟩— скалярное произведение
векторов 𝑥, 𝑦 ∈ R𝑚) является положительно определенной. В противном слу-
чае требуются более тонкие методы анализа. Особый интерес представляет
случай, когда матрица вторых производных нулевая. В работах [1,2] предло-
жено использовать для таких исследований многогранник Ньютона — выпук-
лую оболочку векторов степеней членов полинома. Например, многогранник
Ньютона для полинома (где 𝑥, 𝑦— скалярные переменные)

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑥4𝑦2 + 2𝑥2𝑦3 + 𝑦4 + 3𝑥6𝑦2 + 3𝑥4𝑦3 + 0.01𝑥8𝑦3

изображен на рис. 1 (выделен темно-серым цветом).
В [1, 2] приведены и доказаны некоторые необходимые и некоторые до-

статочные условия, основанные на анализе полиномиальных форм, соответ-
ствующих граням многогранника Ньютона, находящимся в множестве его
минимальных по Парето точек. Напомним, что отношение Парето ⩽ на R𝑚

определяется как 𝑥 ⩽ 𝑦 ⇔ 𝑥1 ⩽ 𝑦1, . . . , 𝑥𝑚 ⩽ 𝑦𝑚. В двумерном случае мно-
гогранник становится многоугольником, а исследуемыми гранями являются
отрезки (размерности 1) или вершины, расположенные в его «юго-западной»
части. Для полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) из примера таких граней три: две вершины (0, 4)
и (4, 2) и один отрезок (см. рис. 1). Необходимое условие локального миниму-
ма — неотрицательность этих форм. Достаточное условие — их неотрицатель-
ность и слабая невырожденность (т. е. неравенство нулю при ненулевых зна-
чениях переменных). Эти результаты, полученные в [1,2] для произвольного

Рис. 1. Многогранник Ньютона для полинома 𝑝(𝑥, 𝑦)
[Figure 1. The Newton polyhedron for the polynomial 𝑝(𝑥, 𝑦)]
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числа переменных 𝑚, позволяют решить задачу для большинства случаев.
Однако существуют ситуации, когда необходимое условие выполнено, а до-

статочное — нет. Для таких случаев в [2] предложена методика, основанная
на разложении полинома (или степенного ряда) на сумму 𝐴-квазиоднородных
форм. Под 𝐴-квазиоднородной формой, где 𝐴 ∈ Z𝑚, понимается полином, все
члены которого имеют одинаковое значение скалярного произведения векто-
ра 𝐴 на вектор степеней его переменных. Однородная форма является част-
ным случаем 𝐴-квазиоднородной при 𝐴 = (1, . . . , 1) ∈ Z𝑚. Для анализа ло-
кального минимума рассматриваются только разложения при 𝐴 ∈ N𝑚, где
N— множество натуральных чисел.

На рис. 1 показано разложение полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) на три𝐴-квазиоднородные
формы при 𝐴 = (1, 2). В [2] доказаны необходимые и достаточные условия
локального минимума для таких разложений. Однако для произвольного 𝑚
не удалось сформулировать единый критерий. Для 𝑚 = 1 такой критерий
легко формулируется.

Следующим по сложности является случай 𝑚 = 2, которому и посвя-
щена настоящая работа. Для двумерного случая многие процедуры, слож-
ные в общем случае, становятся простыми и легко проверяемыми. Например,
неотрицательность или невырожденность квазиоднородной формы проверя-
ется через нахождение действительных корней соответствующего многочле-
на (процедура, реализуемая в режиме онлайн). Это позволило разработать
алгоритмы решения задачи с использованием «юго-западных» граней много-
гранника Ньютона, а также разложения на 𝐴-квазиоднородные формы при
𝐴 ∈ N2.

Для случаев, когда эти алгоритмы не дают ответа, предложен метод под-
становки многочленов с неопределенными коэффициентами. Приведены при-
меры, иллюстрирующие его применение. Доказано, что множество коэффи-
циентов при главных членах таких многочленов может быть сужено до двух
возможных вариантов.

Кроме того, в работе выделен класс полиномов — сумма двух 𝐴-квазиод-
нородных форм при 𝐴 ∈ N2 — для которых получен единый критерий локаль-
ного минимума. Этот результат имеет самостоятельное значение и усиливает
утверждение 15 из [2], где условие локального минимума формулируется для
суммы первых нескольких квазиоднородных форм.

В настоящей работе вопрос о строгости локального минимума в исследу-
емой стационарной точке не рассматривался.

Основные результаты работ [1, 2], а также настоящей работы получены
с использованием леммы 7 из [1, с. 208] (см. утверждение 8, являющееся ее
следствием для двумерного случая). Эта лемма доказана в [1] с использова-
нием метода последовательного исключения переменных в полиномиальных
задачах оптимизации, а также теорем 21.7 и 21.8 из [4], где обосновывается
метод нахождения всех решений уравнения 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 для степенного ря-
да 𝑓(𝑥, 𝑦), абсолютно сходящегося в окрестности точки 0(2), 𝑓(0, 0) = 0, а
решения ищутся в виде степенных рядов 𝑦(𝑥) с рациональными показателя-
ми степеней, абсолютно сходящихся в окрестности 𝑥 = 0, где 𝑦(0) = 0. В
работе [5] эта лемма была обобщена с полиномиального случая на случай
степенного ряда, абсолютно сходящегося в окрестности нулевой точки.

В работе всюду, где это необходимо, подчеркиваются существенные отли-
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чия двумерного случая от случаев с тремя и более переменными (см. заме-
чания 3 и 5).

1. Постановка задачи. Случай, когда полином является квазиод-
нородной формой. В настоящей работе рассматриваются полиномы 𝑝(𝑥, 𝑦)
от двух действительных переменных 𝑥, 𝑦. Кроме того, в замечаниях 4 и 8
будет показано, что 𝑝(𝑥, 𝑦) может быть и степенным рядом. Однако для про-
стоты изложения далее речь пойдет только о полиномах. Пусть 𝑝(𝑥, 𝑦) ̸≡ 0,
𝑝(0, 0) = 0, 𝑝′(0, 0) = (0, 0) = 0(2), т. е. 0(2) является стационарной точкой.
Целью статьи является получение практически проверяемых необходимых и
достаточных условий того, что 0(2) является точкой локального минимума
𝑝(𝑥, 𝑦). При этом в последнем случае не проводится дополнительного иссле-
дования того, является ли 0(2) точкой строгого или нестрогого локального
минимума.

Следуя [2], воспользуемся некоторыми понятиями и обозначениями. Бу-
дем использовать носитель полинома 𝑁𝑝 — множество целочисленных век-
торов (𝛼, 𝛽) ∈ (N ∪ {0})2 таких, что в 𝑝(𝑥, 𝑦) входит член вида 𝑎𝑥𝛼𝑦𝛽 при
𝑎 ̸= 0. Выпуклая оболочка этого множества Co𝑁𝑝 называется многогранни-
ком Ньютона полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), а dimCo𝑁𝑝 — его размерностью [3]. Если для
некоторого вектора (очевидно, не единственного) 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) ∈ Z2 ∖ {0(2)}
найдется число 𝐵 ∈ Z, для которого выполняется ∀ (𝛼, 𝛽) ∈ 𝑁𝑝 ⟨𝐴, (𝛼, 𝛽)⟩ = 𝐵
(⟨(𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)⟩ = 𝑥1𝑥2 + 𝑦1𝑦2 — скалярное произведение векторов (𝑥1, 𝑦1),
(𝑥1, 𝑦1) ∈ R2), то полином 𝑝(𝑥, 𝑦) называется 𝐴-квазиоднородной (полиноми-
альной) формой. Будем называть полином 𝑝(𝑥, 𝑦) квазиоднородной формой,
если для некоторого 𝐴 ∈ Z2 ∖ {0(2)} он является 𝐴-квазиоднородной формой.

Пример 1. Следующие полиномы являются квазиоднородными формами
(в скобках указаны подходящие 𝐴 и 𝐵):

(а) 𝑝1(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦2 − 3𝑥2𝑦3 + 5𝑥3𝑦4 (𝐴 = (1,−1), 𝐵 = −1);
(б) 𝑝2(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦2 + 3𝑥3𝑦2 − 5𝑥5𝑦2 (𝐴 = (0, 1), 𝐵 = 2);
(в) 𝑝3(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑦2 + 3𝑥𝑦3 + 4𝑥𝑦5 (𝐴 = (1, 0), 𝐵 = 1);
(г) 𝑝4(𝑥, 𝑦) = 2𝑥4𝑦2 + 3𝑥2𝑦3 + 2𝑦4 (𝐴 = (1, 2), 𝐵 = 8).

Очевидно, что если полином 𝑝(𝑥, 𝑦) является 𝐴-квазиоднородной формой,
то он является 𝜆𝐴-квазиоднородной формой для любого 𝜆 ∈ Q ∖ {0}, при
котором 𝜆𝐴 ∈ Z2 (в том числе при 𝜆 = −1), где Q— множество рациональных
чисел.

Заметим, что если полином 𝑝(𝑥, 𝑦) является квазиоднородной формой, то
dimCo𝑁𝑝 < 2, поскольку для некоторого 𝐴 ∈ Z2 ∖{0(2)} все точки (𝛼, 𝛽) ∈ 𝑁𝑝

(а следовательно, и точки из Co𝑁𝑝) принадлежат прямой, заданной уравне-
нием 𝐴1(𝛼−𝛼1)+𝐴2(𝛽−𝛽1) = 0, где (𝛼1, 𝛽1)— произвольная пара из 𝑁𝑝. При
этом возможны случаи: dimCo𝑁𝑝 = 0 (тривиальный случай, когда 𝑝(𝑥, 𝑦)
состоит из одного члена) либо dimCo𝑁𝑝 = 1. Нетрудно показать [2], что
справедливо и обратное утверждение: если dimCo𝑁𝑝 < 2, то 𝑝(𝑥, 𝑦) является
квазиоднородной формой.

В этом разделе приведем необходимое и достаточное условие того, что
точка 0(2) является точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) для про-
стейшего случая, когда он является квазиоднородной формой. Начнем с наи-
более сложного случая, когда 𝑝(𝑥, 𝑦) является 𝐴-квазиоднородной формой
для некоторого вектора 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) ∈ N2 (далее будет показано, что рас-
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смотрение других случаев, при которых 𝐴 ∈ Z2 ∖ (N2∪{0(2)}), вполне очевид-
но), т. е. имеет вид 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦), где для некоторого 𝑠 ∈ N выполняется

𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) =

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥
𝛼𝑖𝑦𝛽𝑖 , (1)

𝑎𝑖 ̸= 0, 𝛼𝑖, 𝛽𝑖 ∈ N ∪ {0}, 𝐴1𝛼𝑖 +𝐴2𝛽𝑖 = 𝐵𝐴
1 ∈ N,

𝑖 = 1, . . . , 𝑠, 𝛼1 > 𝛼2 > · · · > 𝛼𝑠 ⩾ 0
(2)

(при этом 0 ⩽ 𝛽1 < 𝛽2 < · · · < 𝛽𝑠).
Для простоты считаем, что НОД(𝐴1, 𝐴2) = 1 (иначе разделим 𝐴1, 𝐴2 на

НОД(𝐴1, 𝐴2)). Будем предполагать, что 𝑠 ⩾ 2, поскольку случай 𝑠 = 1 оче-
виден. Точки (𝛼𝑖, 𝛽𝑖) находятся на одной прямой, координаты (𝛼, 𝛽) которой
удовлетворяют уравнению 𝐴1𝛼 + 𝐴2𝛽 = 𝐵𝐴

1 (или 𝛼−𝛼1
−𝐴2

= 𝛽−𝛽1

𝐴1
), с направ-

ляющим вектором 𝑒 = (−𝐴2, 𝐴1), а следовательно, (𝛼𝑖, 𝛽𝑖) = (𝛼1, 𝛽1) + 𝜈𝑖𝑒,
𝑖 = 1, . . . , 𝑠, где 𝜈1 = 0, 𝜈𝑖 > 0, 𝑖 = 2, . . . , 𝑠. Используя то, что НОД(|𝑒1|, |𝑒2|) =
= НОД(𝐴1, 𝐴2) = 1, (𝛼𝑖 − 𝛼1, 𝛽𝑖 − 𝛽1) = 𝜈𝑖𝑒, получаем 𝜈𝑖 ∈ N, 𝑖 = 2, . . . , 𝑠,
𝜈1 = 0.

Таким образом, при 𝑥 ̸= 0 имеем

𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) =

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥
𝛼𝑖𝑦𝛽𝑖 =

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥
𝛼1+𝜈𝑖𝑒1𝑦𝛽1+𝜈𝑖𝑒2 =

= 𝑥𝛼1𝑦𝛽1

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖(𝑥
𝑒1𝑦𝑒2)𝜈𝑖 = 𝑥𝛼1𝑦𝛽1

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢
𝜈𝑖 = 𝑥𝛼1𝑦𝛽1𝑔𝐴1 (𝑢), (3)

𝑢 = 𝑥𝑒1𝑦𝑒2 , 𝑒 = (−𝐴2, 𝐴1), 𝑔𝐴1 (𝑢) =

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢
𝜈𝑖 ,

где 𝑔𝐴1 (𝑢)— многочлен от одной переменной 𝑢 ∈ R. Так как НОД(|𝑒1|, |𝑒2|) = 1,
хотя бы одно из чисел среди 𝑒1, 𝑒2 является нечетным, а следовательно, пе-
ременная 𝑢 = 𝑥𝑒1𝑦𝑒2 может принимать при (𝑥, 𝑦) ∈ R2 любые действительные
значения. Будем в дальнейшем 𝑔𝐴1 (𝑢) называть характеристическим много-
членом1 для квазиоднородной формы 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦), а 𝑎1𝑥𝛼1𝑦𝛽1 — ее главным чле-
ном. Соответственно, в случае 𝑥 = 0 имеем

𝜙𝐴
1 (0, 𝑦) =

{︃
0, 𝛼𝑠 > 0;

𝑎𝑠𝑦
𝛽𝑠 , 𝛼𝑠 = 0.

Справедливо следующее
Утверждение 1. Полином 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) вида (1)–(3) при 𝐴=(𝐴1, 𝐴2) ∈
N2 является неотрицательным тогда и только тогда, когда выполняются
условия:

1Отметим, что термин «характеристический многочлен» используется в теории матриц,
а здесь этот термин используется применительно к квазиоднородным формам и к матрицам
никакого отношения не имеет.

619



Нефед о в В. Н.

1) 𝑎1 > 0, 𝑎𝑠 > 0, 𝛼1, 𝛽1, 𝛼𝑠, 𝛽𝑠 ∈ 2N ∪ {0};
2) многочлен 𝑔𝐴1 (𝑢) =

𝑠∑︀
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢
𝜈𝑖 является неотрицательным, т. е. (в силу

того, что 𝑔𝐴1 (0) = 𝑎1 > 0; см. предыдущее условие) либо не имеет
действительных корней, либо все его действительные корни имеют
четную кратность.

До к а з ат е л ь ств о. Докажем необходимость (достаточность очевидна).
Покажем сначала справедливость условия 1. Например, если 𝑎1 > 0, 𝛼1 —
нечетно, 𝛽1 — любое, то 𝑝(−𝑡𝐴1 , 𝑡𝐴2+1) = −𝑎1𝑡𝐵

𝐴
1 +𝛽1 + 𝑜(𝑡𝐵

𝐴
1 +𝛽1), т. е. поли-

ном 𝑝(𝑥, 𝑦) не является неотрицательным. Соответственно, если 𝑎1 > 0, 𝛼1 —
четно, 𝛽1 — нечетно, то 𝑝(𝑡𝐴1 ,−𝑡𝐴2+1) = −𝑎1𝑡𝐵

𝐴
1 +𝛽1 + 𝑜(𝑡𝐵

𝐴
1 +𝛽1), т. е. полином

𝑝(𝑥, 𝑦) снова не является неотрицательным. Остальные случаи невыполнения
условия 1 рассматриваются аналогично.

Покажем теперь справедливость условия 2. Предположим, что для неко-
торого 𝑢0 ∈ R выполняется 𝑔𝐴1 (𝑢0) < 0. Тогда 𝑢0 ̸= 0 (поскольку 𝑔𝐴1 (0) =
= 𝑎1 > 0). Используя то, что хотя бы одно из чисел среди 𝑒1, 𝑒2 являет-
ся нечетным, нетрудно подобрать 𝑥 ̸= 0, 𝑦 ̸= 0, являющиеся решениями
уравнения 𝑢0 = 𝑥𝑒1𝑦𝑒2 (например, если 𝑒1 — нечетно, то полагаем: 𝑦 = 1,
𝑥 = (𝑢0)

1/𝑒1). Тогда в силу (3) при выбранных 𝑥, 𝑦 с учетом четности 𝛼1, 𝛽1
выполняется 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑥𝛼1𝑦𝛽1𝑔𝐴1 (𝑢0) < 0. □

Таким образом, получено необходимое и достаточное условие неотрица-
тельности полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) вида (1)–(3), где 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) ∈ N2.
Очевидно, что в случае неотрицательности этого полинома точка 0(2) яв-
ляется точкой его локального (и даже глобального) минимума (возможно,
строгого, а возможно, нестрогого), а в случае, если неотрицательность не вы-
полняется, то 0(2) не является точкой локального минимума этого полинома.
Действительно, если нашлась точка (𝑥*, 𝑦*) ∈ R2, для которой 𝜙𝐴

1 (𝑥
*, 𝑦*) < 0,

то для 𝑢1(𝑡) = 𝑥*𝑡𝐴1 , 𝑢2(𝑡) = 𝑦*𝑡𝐴2 при всех 𝑡 > 0 (в том числе сколь угодно
малых) имеем 𝜙𝐴

1 (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡)) = 𝜙𝐴
1 (𝑥

*, 𝑦*)𝑡𝐵
𝐴
1 < 0.

Пример 2. Заметим, что полином 𝑝4(𝑥, 𝑦) из примера 1 является 𝐴-ква-
зиоднородной формой при 𝐴 = (1, 2), т. е. находится в области применения
утверждения 1. Для этого полинома условие 1 утверждения 1 выполняет-
ся, характеристический многочлен 𝑔𝐴1 (𝑢), удовлетворяющий (3), имеет вид
𝑔𝐴1 (𝑢) = 2 + 3𝑢 + 2𝑢2, где 𝑢 = 𝑥−2𝑦. Этот квадратный трехчлен имеет от-
рицательный дискриминант, т. е. у него нет действительных корней, а сле-
довательно, в силу утверждения 1 точка 0(2) является точкой локального
(и глобального) минимума полинома 𝑝4(𝑥, 𝑦).

Рассмотрим теперь случай, когда полином 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) вида (1)–(3)

является𝐴-квазиоднородной формой для некоторого𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) ∈ Z2∖{0(2)}
такого, что 𝐴 /∈ N2. Поскольку, как уже отмечалось, любая 𝐴-квазиодно-
родная форма, где 𝐴 ∈ Z2∖{0(2)}, будет одновременно (−𝐴)-квазиоднород-
ной формой, достаточно ограничиться рассмотрением случаев: (а) 𝐴1 > 0,
𝐴2 < 0, (б) 𝐴1 = 0, 𝐴2 > 0, (в) 𝐴1 > 0, 𝐴2 = 0 (например, если 𝐴1 < 0,
𝐴2 > 0, то −𝐴1 > 0, −𝐴2 < 0), и при этом одновременно с 𝐴 /∈ N2 предпола-
гаем, что −𝐴 /∈ N2.

Произведем некоторые изменения в условии (2). В случаях (а), (б) заме-
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няем в (2) условие 𝛼1 > 𝛼2 > · · · > 𝛼𝑠 ⩾ 0 на 0 ⩽ 𝛼1 < 𝛼2 < · · · < 𝛼𝑠 (тогда
в случае (а) 0 ⩽ 𝛽1 < 𝛽2 < · · · < 𝛽𝑠, а в случае (б) 𝛽1 = 𝛽2 = · · · = 𝛽𝑠; см.
полиномы 𝑝1(𝑥, 𝑦), 𝑝2(𝑥, 𝑦) в примере 1). Соответственно, в случае (в) заме-
няем условие 𝛼1 > 𝛼2 > · · · > 𝛼𝑠 ⩾ 0 на 0 ⩽ 𝛽1 < 𝛽2 < · · · < 𝛽𝑠 (в этом
случае 𝛼1 = 𝛼2 = · · · = 𝛼𝑠; см. полином 𝑝3(𝑥, 𝑦) в примере 1). В каждом из
этих случаев 𝑎1𝑥𝛼1𝑦𝛽1 является главным членом полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦),2
который и определяет, будет ли точка 0(2) точкой локального минимума этого
полинома или нет. Чтобы 0(2) была точкой локального минимума, необходи-
мо и достаточно, чтобы этот член был неотрицательным, т. е. при 𝑎1 > 0,
𝛼1, 𝛽1 ∈ 2N ∪ {0}. В примере 1 для всех трех полиномов этим членом явля-
ется 2𝑥𝑦2, который может принимать отрицательные значения в сколь угод-
но малой окрестности точки 0(2), т. е. она не является точкой локального
минимума этих полиномов. Действительно, для каждого из этих полиномов
подстановка 𝑥 = −𝑡, 𝑦 = 𝑡 дает многочлен, являющийся отрицательным в до-
статочно малой окрестности точки 𝑡 = 0 при 𝑡 > 0. Совершенно аналогично
и в общем случае, если не выполняется условие 𝑎1 > 0, 𝛼1, 𝛽1 ∈ 2N ∪ {0},
нетрудно выбрать числа 𝐶1, 𝐶2 ∈ {1,−1}, для которых 𝑎1𝐶𝛼1

1 𝐶𝛽1
2 < 0, и при

этом в окрестности точки 𝑡 = 0 при достаточно малых 𝑡 > 0 выполняется

𝜙𝐴
1 (𝐶1𝑡, 𝐶2𝑡) = 𝑎1𝐶

𝛼1
1 𝐶𝛽1

2 𝑡𝛼1+𝛽1 + 𝑜(𝑡𝛼1+𝛽1) < 0.

Замечание 1. Ранее отмечалось, что выбор вектора 𝐴 ∈ Z2∖{0(2)} для 𝐴-квази-
однородной формы не является однозначным. Однако, накладывая на 𝐴 некоторые
простые дополнительные условия, можно прийти к однозначности этого выбора. На-
пример, для квазиоднородной формы, состоящей из одного члена, он может быть
выбран произвольно (в частности, 𝐴 = (1, 1)). В этом случае проверка неотрица-
тельности этого полинома является тривиальной (см. условие 1 утверждения 1).
Пусть теперь квазиоднородная форма содержит по крайней мере два члена (𝛼1, 𝛽1),
(𝛼2, 𝛽2). Тогда если 𝐴1 ̸= 0, 𝐴2 ̸= 0, то дополнительное условие 𝐴1 > 0 приводит
к системе

𝐴1 > 0, 𝐴1(𝛼2 − 𝛼1) +𝐴2(𝛽2 − 𝛽1) = 0,

которая при добавлении условия НОД(𝐴1, |𝐴2|) = 1 всегда имеет единственное реше-
ние, которое обозначим через 𝐴. Понятно, что при выборе другого вектора, удовле-
творяющего этой системе без дополнительного условия НОД(𝐴1, |𝐴2|) = 1, получим
вектор 𝐴 = 𝜆𝐴 при 𝜆 ∈ N. При таком изменении результат исследования точки 0(2)
на локальный минимум останется прежним, т. е. всегда можно ограничиться ис-
пользованием 𝐴 = 𝐴. Соответственно, в случае 𝐴1 = 0 достаточно взять 𝐴 = (0, 1),
а в случае 𝐴2 = 0— взять 𝐴 = (1, 0).

Замечание 2. Простые примеры показывают, что приведенные утверждения
для случая двух переменных не переносятся на случай трех переменных, что ука-
зывает на исключительность этого случая (равно как и случая c одной перемен-
ной). Например, полином 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 + 𝑥2𝑦2𝑧 является 𝐴-квазиод-
нородной формой, где 𝐴 = (1, 1,−2) ∈ Z3∖{0(3)}, 𝐴 /∈ N3. Этот полином имеет
уже не один, а три главных члена, не сравнимых по Парето. Сумма этих чле-
нов дает неотрицательную (1, 1)-квазиоднородную форму от двух переменных. При

2Для любого другого члена этого полинома 𝑎𝑖𝑥
𝛼𝑖𝑦𝛽𝑖 , где 𝑖 ∈ {2, . . . , 𝑠}, выполняются

условия 𝛼𝑖 ⩾ 𝛼1, 𝛽𝑖 ⩾ 𝛽1, причем одно из этих неравенств строгое.

621



Нефед о в В. Н.

этом 0(3) не является точкой локального минимума исходного полинома, поскольку
𝑝(𝑡,−𝑡,−𝑡) = −𝑡5 < 0 при всех 𝑡 > 0.

2. Случай, когда многогранник Ньютона имеет размерность 2.
Использование главных квазиоднородных форм. Выпуклое непустое
множество 𝐶 ⊆ R𝑛 называется гранью [3] выпуклого замкнутого множества
𝑌 ⊆R𝑛, если 𝐶 ⊆𝑌 и ∀ 𝑦(1), 𝑦(2) ∈𝑌 , ∀𝛼∈ (0, 1) в случае 𝛼𝑦(1) + (1− 𝛼)𝑦(2) ∈𝐶
𝑦(1), 𝑦(2) ∈ 𝐶. Грань 𝐶 называется собственной, если 𝐶 ̸= 𝑌 . Точка 𝑦 ∈ 𝑌
называется угловой, если {𝑦}— грань.

Пусть теперь dimCo𝑁𝑝 = 2. В этом случае полином 𝑝(𝑥, 𝑦) не может
быть квазиоднородной формой (см. раздел 1). Тем не менее, у него можно
выделить так называемые главные квазиоднородные формы, соответствую-
щие граням многогранника Ньютона Co𝑁𝑝 размерности меньше 2. В случае
dimCo𝑁𝑝 = 2 каждой собственной грани 𝐶 ⊂ Co𝑁𝑝 соответствует главная
квазиоднородная форма

𝜙𝐶(𝑥, 𝑦) = 𝑝𝑁𝑝∩𝐶(𝑥, 𝑦),

где для любого непустого множества 𝑁 ⊆ 𝑁𝑝 под 𝑝𝑁 (𝑥, 𝑦) понимается сумма
членов полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), векторы степеней которых принадлежат 𝑁 (𝑁 —
укорочение полинома 𝑝(𝑥, 𝑦)). Таким образом, 𝑁𝜙𝐶 = 𝑁𝑝 ∩ 𝐶 и все члены
полинома 𝜙𝐶(𝑥, 𝑦) являются членами полинома 𝑝(𝑥, 𝑦).

Следует отметить, что многогранники Ньютона являются инструментом
для исследования широкого класса задач (см., например, [6–9]). В частно-
сти, теория многогранников Ньютона связывает геометрию многогранников
с алгебраической геометрией [9].

В рассматриваемом случае с dimCo𝑁𝑝 = 2 главные квазиоднородные
формы могут соответствовать только собственным граням многогранника
Co𝑁𝑝 : угловым точкам (граням размерности 0) и сторонам Co𝑁𝑝 (граням
размерности 1).

Следует отметить, что существует также другое определение главной ква-
зиоднородной формы полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) [2]. Полином 𝜙𝐴(𝑥, 𝑦) называется глав-
ной𝐴-квазиоднородной формой полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), где𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) ∈ Z2∖{0(2)},
если все члены 𝜙𝐴(𝑥, 𝑦) являются членами 𝑝(𝑥, 𝑦) и 𝑁𝜙𝐴 = Argmin

{︀
⟨𝐴, 𝑘⟩ |

𝑘 ∈ 𝑁𝑝

}︀
=
{︀
𝑘 ∈ 𝑁𝑝 | ⟨𝐴, 𝑘⟩ = min

𝑘′∈𝑁𝑝

⟨𝐴, 𝑘′⟩
}︀
, т. е. каждому 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) ∈

Z2∖{0(2)} соответствует единственная главная 𝐴-квазиоднородная форма это-
го полинома. Полином 𝜙(𝑥, 𝑦) называется главной квазиоднородной формой
полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), если для некоторого 𝐴 ∈ Z2∖{0(2)} он является его глав-
ной 𝐴-квазиоднородной формой. В [2] показано, что оба определения экви-
валентны. В частности, это означает, что для любой собственной грани 𝐶
многогранника Co𝑁𝑝 найдется вектор 𝐴 ∈ Z2∖{0(2)} такой, что 𝑝𝑁𝑝∩𝐶(𝑥, 𝑦)
является главной 𝐴-квазиоднородной формой полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), т. е. 𝑁𝑝∩𝐶 =
= Argmin

{︀
⟨𝐴, 𝑘⟩ | 𝑘 ∈ 𝑁𝑝

}︀
. Как будет видно из дальнейшего, нахождение

подходящего вектора 𝐴 для рассматриваемых ниже граней Co𝑁𝑝 является
несложной задачей.

Соответственно, если для некоторого 𝐴 ∈ Z2∖{0(2)} 𝜙𝐴(𝑥, 𝑦)— главная
𝐴-квазиоднородная форма полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), откуда 𝑁𝜙𝐴 = Argmin

{︀
⟨𝐴, 𝑘⟩ |
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𝑘 ∈ 𝑁𝑝

}︀
, то, как показано в [2], ей соответствует собственная грань (много-

гранника Co𝑁𝑝) 𝐶𝐴 = Argmin
{︀
⟨𝐴, 𝑘⟩ | 𝑘 ∈ Co𝑁𝑝

}︀
, и при этом

𝑁𝜙𝐴 = 𝑁𝑝 ∩ 𝐶𝐴, 𝐶𝐴 = Co(𝑁𝑝 ∩ 𝐶𝐴) = Co𝑁𝜙𝐴 , 𝜙𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑝𝑁𝑝∩𝐶𝐴
(𝑥, 𝑦).

Используя только главные квазиоднородные формы полинома, уже мож-
но получить некоторые необходимые и некоторые достаточные условия ло-
кального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) в точке 0(2).

Определение 1. Пусть функция 𝑓(𝑥, 𝑦) определена на всем пространстве
R2. Функцию 𝑓(𝑥, 𝑦) будем называть неотрицательной, если ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ R2

𝑓(𝑥, 𝑦) ⩾ 0; функцию 𝑓(𝑥, 𝑦)— невырожденной в слабом смысле, если ∀ (𝑥, 𝑦) ∈
R2 выполняется [𝑥 ̸= 0, 𝑦 ̸= 0] ⇒ 𝑓(𝑥, 𝑦) ̸= 0.

Теорема 1 [1, Теорема 2]. Пусть 𝑝(𝑥, 𝑦)— полином, 𝑝(0, 0)= 0, 𝑝′(0, 0)= 0(2)
и ∀ 𝐴 ∈ N2 главные 𝐴-квазиоднородные формы полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) являются
неотрицательными и невырожденными в слабом смысле. Тогда 0(2) — точ-
ка локального минимума 𝑝(𝑥, 𝑦).

Лемма 1 [1, Лемма 8]. Пусть 0(2) — точка локального минимума 𝑝(𝑥, 𝑦),
𝑝(0, 0) = 0, 𝑝′(0, 0) = 0(2). Тогда ∀ 𝐴 ∈ N2 главные 𝐴-квазиоднородные формы
полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) являются неотрицательными.

Замечание 3. Следует отметить, что в теореме 1 и лемме 1 рассматривают-
ся главные 𝐴-квазиоднородные формы полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) не для всех 𝐴 ∈ Z2∖{0(2)},
а лишь для 𝐴 ∈ N2. Между тем во многих других задачах могут понадобиться 𝐴-
квазиоднородные формы полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) для всех векторов 𝐴 ∈ Z2∖{0(2)}, напри-
мер, при исследовании3 полинома на знакоопределенность в положительном ортанте{︀
(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 𝑥, 𝑦 > 0

}︀
.

Заметим, что в случае 𝐴 ∈ N2 для главной 𝐴-квазиоднородной формы
𝜙𝐴(𝑥, 𝑦) = 𝑝𝑁

𝜙𝐴
(𝑥, 𝑦), где𝑁𝜙𝐴 = Argmin

{︀
⟨𝐴, 𝑘⟩ | 𝑘 ∈ 𝑁𝑝

}︀
, и соответствующей

ей грани 𝐶𝐴 = Co𝑁𝜙𝐴 (для которой 𝑁𝜙𝐴 = 𝑁𝑝 ∩ 𝐶𝐴) выполняется

𝑁𝜙𝐴 = Argmin
{︀
⟨𝐴, 𝑘⟩ | 𝑘 ∈ 𝑁𝑝

}︀
⊆ 𝑃 (𝑁𝑝), 𝐶𝐴 ⊆ 𝑃 (Co𝑁𝑝),

где 𝑃 (𝑌 ) = {𝑦* ∈ 𝑌 | ∀ 𝑦 ∈ 𝑌 (𝑦1 ⩽ 𝑦*1 & 𝑦2 ⩽ 𝑦*2) ⇒ 𝑦 = 𝑦*}— множество
парето-оптимальных точек произвольного множества 𝑌 ⊂ R2. Здесь было
использовано простое утверждение:

𝐶𝐴 = Argmin
{︀
⟨𝐴, 𝑘⟩ | 𝑘 ∈ Co𝑁𝑝

}︀
⊆ 𝑃 (Co𝑁𝑝).

Таким образом, при использовании теоремы 1 и леммы 1 понадобятся
главные квазиоднородные формы, соответствующие не всем граням, а толь-
ко граням, содержащимся в «юго-западной» границе многогранника Co𝑁𝑝

(«юго-западные» грани). Для небольших задействованных степеней эти гра-
ни легко выделяются даже визуально. Кроме того, в [2, 10] описаны практи-
чески реализуемые алгоритмы подбора подходящих 𝐴 ∈ N2 для выделения

3Cм. [11], где это исследование проводилось для любого числа переменных в полиноме,
а также приведенные там ссылки на другие работы.
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всех главных 𝐴-квазиоднородных форм полинома, соответствующих случаям
𝐴 ∈ N2.

Замечание 4. В случае 𝐴 ∈ N2 можно ставить задачу о нахождении совокуп-
ности главных 𝐴-квазиоднородных форм не только для полинома, но и для степен-
ного ряда, абсолютно сходящегося в некоторой окрестности стационарной точки,
поскольку в этом случае их число конечно и потребуется конечное число «первых»
членов из этого разложения. При этом теорема 1 и лемма 1 остаются в силе и для
степенного ряда 𝑝(𝑥, 𝑦) [5].

Заметим теперь, что множество всех главных квазиоднородных форм по-
линома (или степенного ряда; см. замечание 4) 𝑝(𝑥, 𝑦), являющихся 𝐴-квази-
однородными при некоторых 𝐴 ∈ N2 можно разбить на три группы.

Группа 1. В эту группу входят главные квазиоднородные формы поли-
нома 𝑝(𝑥, 𝑦), соответствующие граням многогранника Co𝑁𝑝 размерности 0.
Каждая из таких форм представляет собой одночлен вида 𝑎𝑥𝛼𝑦𝛽 , являющий-
ся членом полинома 𝑝(𝑥, 𝑦). При этом пишем coef(𝑝, (𝛼, 𝛽)) = 𝑎. Как показано
в [2], эти одночлены соответствуют угловым точкам многогранника Co𝑁𝑝,
т. е. (𝛼, 𝛽) ∈ Ψ(𝑁𝑝) ⊆ 𝑁𝑝, где через Ψ(𝑁𝑝) в [2] обозначается множество уг-
ловых точек Co𝑁𝑝. Более того, векторы (𝛼, 𝛽) являются оптимальными по
Парето на множестве 𝑁𝑝, т. е. (𝛼, 𝛽) ∈ 𝑃 (𝑁𝑝). Таким образом, (𝛼, 𝛽) ∈ Ω(𝑁𝑝),
где в соответствии с обозначениями из [2] Ω(𝑁𝑝) = 𝑃 (𝑁𝑝) ∩Ψ(𝑁𝑝).

Справедливо и обратное утверждение [2]: одночлен полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), со-
ответствующий каждой точке из Ω(𝑁𝑝) является для некоторого 𝐴 ∈ N2

𝐴-квазиоднородной формой этого полинома. Выделение (даже визуальное,
с использованием графического изображения многогранника Co𝑁𝑝) точек
из Ω(𝑁𝑝), является достаточно простой задачей.4 Необходимым и достаточ-
ным условием неотрицательности таких форм, которая в этом случае влечет
также невырожденность в слабом смысле, в силу утверждения 1 является
(см. условие 1) условие 𝑎 > 0, 𝛼, 𝛽 ∈ 2N ∪ {0}. Таким образом, необходимым
условием того, что 0(2) будет точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦),
является

∀ (𝛼, 𝛽) ∈ Ω(𝑁𝑝) coef(𝑝, (𝛼, 𝛽)) > 0, 𝛼, 𝛽 ∈ 2N ∪ {0}. (4)

Будем в дальнейшем считать, что это условие выполнено.5

Группа 2. В эту группу войдут главные квазиоднородные формы поли-
нома 𝑝(𝑥, 𝑦) размерности 1 (т. е. соответствующие сторонам многогранника
Co𝑁𝑝), представляющие собой сумму двух одночленов, каждый из которых
в этом случае соответствует одной из двух угловых точек этой стороны, яв-
ляющихся угловыми точками Co𝑁𝑝 и одновременно принадлежащих 𝑃 (𝑁𝑝)
(т. е. каждая из них принадлежит Ω(𝑁𝑝) и тем самым входит в группу 1).
Таким образом, в группу 2 войдут некоторые суммы квазиоднородных форм
из группы 1, являющихся одночленами. Поскольку для одночленов, входя-
щих в эту сумму, предполагается выполнение условия вида (4), обеспечиваю-
щее неотрицательность и невырожденность в слабом смысле каждого из них,

4См. также в [2, 10] алгоритмы их выделения для произвольного числа переменных.
5В первом же случае его невыполнения рассматриваемая задача решена и 0(2) не явля-

ется точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦).
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сумма этих одночленов будет, очевидно, также неотрицательной и невырож-
денной в слабом смысле.

Группа 3. В эту группу войдут все остальные главные квазиоднородные
формы полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) (не вошедшие в группы 1, 2), соответствующие гра-
ням (сторонам) многогранника Co𝑁𝑝, размерности 1, являющиеся суммами,
по крайней мере, трех одночленов (два соответствуют угловым точкам этой
грани (т. е. входят в группу 1), и имеется, по крайней мере, один одночлен,
соответствующий промежуточной точке этой грани, находящейся между ее
угловыми точками).

Таким образом, в случае, когда выполняется условие (4) и все главные 𝐴-
квазиоднородные формы полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), соответствующие случаям 𝐴 ∈ N2,
принадлежат группам 1 и 2, в силу теоремы 1 точка 0(2) является точкой ло-
кального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦). Пусть теперь множество казиоднород-
ных форм из группы 3 не является пустым и была выделена одна из таких
форм. Тогда для некоторого 𝐴 ∈ N2 это будет полином 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) вида (1), (2).
Задача определения вектора 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) ∈ N2 по членам выделенной

квазиоднородной формы6 является простой вычислительной задачей. Этот
вектор определяется по любым двум членам, входящим в эту форму, напри-
мер, 𝑎1𝑥𝛼1𝑦𝛽1 , 𝑎2𝑥𝛼2𝑦𝛽2 из уравнения 𝐴1𝛼1 + 𝐴2𝛽1 = 𝐴1𝛼2 + 𝐴2𝛽2, откуда
𝐴1
𝐴2

= 𝛽2−𝛽1

𝛼1−𝛼2
. Приводим правую часть этого равенства к несократимой дро-

би вида 𝑚
𝑛 , где 𝑚, 𝑛 ∈ N, и тогда полагаем 𝐴1 = 𝑚, 𝐴2 = 𝑛. При этом

НОД(𝐴1, 𝐴2) = 1.
Множество векторов 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) ∈ N2, удовлетворяющих условию

НОД(𝐴1, 𝐴2) = 1, обозначим через N2
0.

Используя лемму 1, можно воспользоваться полученным ранее утвержде-
нием 1. В силу леммы 1 неотрицательность 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) является лишь необходи-
мым условием того, что 0(2) является точкой локального минимума полинома
𝑝(𝑥, 𝑦). Поэтому и воспользоваться утверждением 1 можно лишь для получе-
ния отрицательного результата. А именно, если главная 𝐴-квазиоднородная
форма 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) не является неотрицательной (т. е. не удо-
влетворяет необходимым и достаточным условиям из утверждения 1), то 0(2)
не является точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦).

Если все главные квазиоднородные формы полинома (или степенного ря-
да; см. замечание 4) 𝑝(𝑥, 𝑦) из группы 3 оказались неотрицательными, то
необходимое условие из леммы 1 выполняется и мы переходим к проверке
достаточных условий. Самым простым из них является проверка квазиодно-
родных форм из группы 3 на невырожденность в слабом смысле. Если все
они оказались невырожденными в слабом смысле, то согласно теореме 1 точ-
ка 0(2) является точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦). Для проверки
этого наиболее простого условия можно использовать

Утверждение 2. Квазиоднородная форма 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) вида (1)–(3), удовле-

творяющая условию 1 утверждения 1, является неотрицательной и невы-
рожденной в слабом смысле тогда и только тогда, когда 𝑔𝐴1 (𝑢) > 0 при всех
𝑢 ∈ R, т. е. (в силу того, что 𝑔𝐴1 (0) = 𝑎1 > 0) этот многочлен не имеет
действительных корней.

6Например, они могут быть определены визуально исходя из изображения Co𝑁𝑝; см.
также в [2,10] алгоритмы их выделения для произвольного числа переменных.
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До к а з ат е л ь ств о. Достаточность. Пусть 𝑔𝐴1 (𝑢) > 0 при всех 𝑢 ∈ R.
В силу утверждения 1 квазиоднородная форма 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) является неотри-
цательной. Покажем, что она является невырожденной в слабом смысле.
Предположим, что нашлась точка (𝑥0, 𝑦0) ∈ R2 такая, что 𝑥0 ̸= 0, 𝑦0 ̸= 0,
𝜙𝐴
1 (𝑥0, 𝑦0) = 0. Тогда для 𝑢0 = 𝑥𝑒10 𝑦

𝑒2
0 , где 𝑒 = (−𝐴2, 𝐴1), в силу (3) выполня-

ется 𝑔𝐴1 (𝑢0) = 0, что противоречит исходному предположению.
Необходимость. Предположим, что квазиоднородная форма 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) яв-
ляется неотрицательной и невырожденной в слабом смысле. Покажем, что
𝑔𝐴1 (𝑢) > 0 при всех 𝑢 ∈ R. Предположим, что нашлась точка 𝑢0 ∈ R такая,
что 𝑔𝐴1 (𝑢0) = 0. Поскольку 𝑔𝐴1 (0) = 𝑎1 > 0, имеем 𝑢0 ̸= 0. Используя то,
что хотя бы одно из чисел среди 𝑒1, 𝑒2 является нечетным (в силу того, что
НОД(𝐴1, 𝐴2) = 1), нетрудно подобрать 𝑥0 ̸= 0, 𝑦0 ̸= 0, являющиеся решени-
ями уравнения 𝑢0 = 𝑥𝑒10 𝑦

𝑒2
0 (например, если 𝑒1 — нечетно, то полагаем, что

𝑦0 = 1, 𝑥0 = (𝑢0)
1/𝑒1). Тогда в силу (3) при выбранных 𝑥0, 𝑦0, 𝑢0 имеем

𝜙𝐴
1 (𝑥0, 𝑦0) = 𝑥𝛼1

0 𝑦𝛽1
0 𝑔

𝐴
1 (𝑢0) = 0,

что противоречит невырожденности 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) в слабом смысле. □

Таким образом, для проверки главных квазиоднородных форм из груп-
пы 3 на невырожденность в слабом смысле достаточно найти действительные
корни их характеристических многочленов. Если все они оказались невы-
рожденными в слабом смысле (т. е. действительных корней нет), то соглас-
но теореме 1 точка 0(2) является точкой локального минимума полинома
(или степенного ряда; см. замечание 4) 𝑝(𝑥, 𝑦). В случае если для некото-
рого 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) ∈ N2

0 нашлась главная квазиоднородная форма 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦)

из группы 3, являющаяся неотрицательной, но для которой не выполняется
условие невырожденности в слабом смысле, т. е. ее характеристический мно-
гочлен имеет действительные корни (хотя бы один) четной кратности, то по-
требуются более сложные исследования, приводимые ниже. Такая форма из
группы 3 может оказаться неединственной. Другие формы будут соответство-
вать другим 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) ∈ N2

0 и каждая из них должна быть рассмотрена
отдельно.

Следует отметить, что в рассматриваемом двумерном случае метод, пред-
ставленный в этом разделе, идейно близок методу диаграммы Ньютона. На-
пример, главные квазиоднородные формы из групп 2 и 3 являются аналогами
опорных многочленов [4] в методе диаграммы Ньютона.

Пример 3. Пусть 𝑝𝑎(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦6−(2+𝑎)𝑥4𝑦5+𝑥6𝑦4+𝑦10−10𝑥𝑦9−0.1𝑥8𝑦4 —
полином, где 𝑎— параметр, 𝑎 ̸= −2. Тогда

𝑁𝑝𝑎 = {(2, 6), (4, 5), (6, 4), (0, 10), (1, 9), (8, 4)}

(см. изображение, 𝑁𝑝𝑎 , Co𝑁𝑝𝑎 на рис. 2). Для этого полинома выполняется
условие (4) (здесь Ω(𝑁𝑝𝑎) = {(0, 10), (2, 6), (6, 4)}) и единственной квазиодно-
родной формой из группы 3 является 𝜙𝑎(𝑥, 𝑦) = 𝑥6𝑦4− (2+𝑎)𝑥4𝑦5+𝑥2𝑦6 (это
(1, 2)-квазиоднородная форма), характеристическим многочленом которой
является 𝑔𝑎(𝑢) = 1−(2+𝑎)𝑢+𝑢2. Тогда при 𝑎 = 0.01 многочлен 𝑔𝑎(𝑢) = 𝑔0.01(𝑢)
не является неотрицательным (𝑔0.01(1) = −0.01 < 0), а следовательно, в си-
лу утверждения 1 квазиоднородная форма 𝜙0.01(𝑥, 𝑦) не является неотрица-
тельной, и тогда в силу леммы 1 точка 0(2) не является точкой локального

626



Некоторые необходимые и некоторые достаточные условия локального экстремума . . .

Рис. 2. Многогранник Ньютона для полинома 𝑝𝑎(𝑥, 𝑦)
[Figure 2. The Newton polyhedron for the polynomial 𝑝𝑎(𝑥, 𝑦)]

минимума полинома 𝑝0.01(𝑥, 𝑦). При 𝑎 = −0.01 многочлен 𝑔𝑎(𝑢) = 𝑔−0.01(𝑢)
не имеет действительных корней, поскольку 𝑔−0.01(𝑢) = 1 − 1.99𝑢 + 𝑢2 =
= 0.995(1−𝑢)2+0.005(1+𝑢2) > 0 при всех 𝑢 ∈ R. Но тогда в силу утвержде-
ния 2 квазиоднородная форма 𝜙−0.01(𝑥, 𝑦) является неотрицательной и невы-
рожденной в слабом смысле, а следовательно, в силу теоремы 1 точка 0(2)
будет точкой локального минимума полинома 𝑝−0.01(𝑥, 𝑦). При 𝑎 = 0 мно-
гочлен 𝑔𝑎(𝑢) = 𝑔0(𝑢) = 1 − 2𝑢 + 𝑢2 = (1 − 𝑢)2 является неотрицательным
и имеет действительный корень 𝑢 = 1 кратности 2. Таким образом, в этом
случае условия леммы 1 не нарушаются, а теорема 1 не работает, а следо-
вательно, для дальнейшего исследования потребуются более тонкие методы,
которые будут приведены далее.

Замечание 5. Снова подчеркнем существенное различие между случаем двух
и большего числа переменных. Утверждения леммы 1 и теоремы 1 справедливы для
произвольного числа переменных [2]. Однако проверка неотрицательности и невы-
рожденности в слабом смысле квазиоднородных форм, существенно зависящих от
трех и большего числа переменных, потребует исследования конечной совокупности
многочленов с рациональными показателями степеней при переменных на неотри-
цательность и строгую положительность в положительном ортанте [2]. Такая за-
дача исследуется в [11], где предлагается алгоритм ее решения, существенно более
сложный, чем вычисление действительных корней от многочлена (к чему сводится
случай двух переменных). Здесь можно отметить, что есть возможность упростить
задачу, заменив проверку для квазиоднородной формы невырожденности в слабом
смысле на невырожденность в сильном смысле, которая в случае неотрицательности
этой формы выполняется тогда и только тогда, когда исследуемая квазиоднородная
форма, зависящая от переменных 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚, строго положительна на поверхности
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координатного куба 𝑄 =
{︀
(𝑥1, . . . , 𝑥𝑚) ∈ R𝑚 | |𝑥𝑖| ⩽ 1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚

}︀
. Последняя

задача сводится к решению нескольких задач глобальной оптимизации многочлена
(т. е. липшицевой функции) на координатных кубах размерностей 1, 2, . . . ,𝑚−1 (см.
некоторые методы решения этой задачи в [12] и других работах этих авторов).

3. Использование разложения полинома на сумму 𝐴-квазиодно-
родных форм. Будем в этом разделе считать, что многогранник Ньютона
полинома (или степенного ряда; см. ниже замечание 8) 𝑝(𝑥, 𝑦) снова име-
ет размерность 2 и при этом все главные 𝐴-квазиоднородные формы этого
полинома при всех 𝐴 ∈ N2 неотрицательны, т. е., в частности, выполняет-
ся условие (4). В связи с этим введем в рассмотрение для данного полинома
𝑝(𝑥, 𝑦) множество A𝑝 ⊂ N2

0 целочисленных векторов 𝐴 ∈ N2
0 таких, что 𝐴 ∈ A𝑝

тогда и только тогда, когда одновременно выполняются следующие условия:
1) главная 𝐴-квазиоднородная форма 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) принадле-
жит группе 3 (т. е. является суммой не менее чем трех одночленов);

2) характеристический многочлен 𝑔𝐴1 (𝑢), определяемый согласно (3), яв-
ляется неотрицательным (см. утверждение 1);

3) многочлен 𝑔𝐴1 (𝑢) имеет действительные корни, т.е. рассматриваемая ква-
зиоднородная форма не является невырожденной в слабом смысле.

Обозначим 𝑈𝑝(𝐴) =
{︀
𝑢 ∈ R | 𝑔𝐴1 (𝑢) = 0

}︀
. Заметим, что 0 /∈ 𝑈𝑝(𝐴), так как

𝑔𝐴1 (0) = 𝑎1 > 0.
Если A𝑝 = ∅, то, как мы уже видели, вопрос о том, является ли точка 0(2)

точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), решается просто c использо-
ванием утверждения 2 и теоремы 1, т. е. в этом случае 0(2) является точкой
локального минимума этого полинома.

Пусть теперь A𝑝 ̸= ∅. Тогда для каждого 𝐴 ∈ A𝑝 рассмотрим разложение
полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) на сумму 𝐴-квазиоднородных форм:

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) + · · ·+ 𝜙𝐴
𝑟𝐴
(𝑥, 𝑦); (5)

𝜙𝐴
𝑖 (𝑥, 𝑦) ̸≡ 0; ∀ 𝑘 ∈ 𝑁𝜙𝐴

𝑖
⟨𝐴, 𝑘⟩ = 𝐵𝐴

𝑖 ∈ N, (6)

где 𝑖 = 1, . . . , 𝑟𝐴, 𝐵𝐴
1 < 𝐵𝐴

2 < · · · < 𝐵𝐴
𝑟𝐴

; 𝑟𝐴 ⩾ 2, так как рассматривается
случай dimCo𝑁𝑝 = 2.

Пусть 𝐻𝜙𝐴
𝑖

=
{︀
(𝑥, 𝑦) ∈ R2 | 𝜙𝐴

𝑖 (𝑥, 𝑦) = 0
}︀
, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟𝐴. Воспользуемся

леммой 3 и утверждением 15 из [2]. Перепишем эти утверждения примени-
тельно к случаю с двумя переменными.

Лемма 2. Пусть 0(2) — точка локального минимума 𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑝(0, 0) = 0,

𝑝′(0, 0) = 0(2). Тогда ∀ 𝐴 ∈ N2 для разложения (5), (6) выполняется следую-
щее: ∀ 𝑖 ∈ {1, 2, . . . , 𝑟𝐴}, ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻𝜙𝐴

1
∩· · ·∩𝐻𝜙𝐴

𝑖−1
𝜙𝐴
𝑖 (𝑥, 𝑦) ⩾ 0 (в частности

при 𝑖 = 1 имеем ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ R2 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) ⩾ 0).

Теорема 2. Пусть 𝑝(𝑥, 𝑦)— полином, 𝑝(0, 0) = 0, 𝑝′(0, 0) = 0(2), и ∀ 𝐴 ∈ N2

все главные 𝐴-квазиоднородные формы полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) являются неотрица-
тельными (т. е. выполняются необходимые условия локального минимума
из леммы 1). Пусть для любого 𝐴 ∈ N2 для разложения (5), (6) справедливо,
что для некоторого 𝑗 ∈ {1, 2, . . . , 𝑟𝐴} точка 0(2) является точкой локаль-
ного минимума полиномов 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦), 𝜙
𝐴
1 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦), . . . , 𝜙
𝐴
1 (𝑥, 𝑦) + . . . +
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+𝜙𝐴
𝑗−1(𝑥, 𝑦). При этом либо 𝐻𝜙𝐴

1
∩ · · · ∩𝐻𝜙𝐴

𝑗−1
∩ [R∖{0}]2 = ∅, либо ∀ (𝑥, 𝑦) ∈

𝐻𝜙𝐴
1
∩ · · · ∩𝐻𝜙𝐴

𝑗−1
∩ [R∖{0}]2 𝜙𝐴

𝑗 (𝑥, 𝑦) > 0. Тогда 0(2) — точка локального ми-
нимума 𝑝(𝑥, 𝑦).

Как это следует из приведенных утверждений, в случае A𝑝 ̸= ∅ для даль-
нейших исследований могут потребоваться другие члены разложения (5), (6)
(помимо 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦)) и, в частности, 𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦). Поскольку 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) также является
𝐴-квазиоднородной формой, аналогично 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) эту форму можно предста-
вить в виде

𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦) =

𝑣∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑥
𝜒𝑖𝑦𝜂𝑖 , (7)

где
𝑏𝑖 ̸= 0; 𝜒𝑖, 𝜂𝑖 ∈ N ∪ {0};

𝐴1𝜒𝑖 +𝐴2𝜂𝑖 = 𝐵𝐴
2 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑣, 𝑣 ∈ N;

𝜒1 > 𝜒2 > · · · > 𝜒𝑣 ⩾ 0.

Точки (𝜒𝑖, 𝜂𝑖) находятся на одной прямой, координаты (𝜒, 𝜂) которой удо-
влетворяют уравнению 𝐴1𝜒 + 𝐴2𝜂 = 𝐵𝐴

2 или 𝜒−𝜒1

−𝐴2
= 𝜂−𝜂1

𝐴1
с направляющим

вектором 𝑒 = (−𝐴2, 𝐴1), а следовательно, (𝜒𝑖, 𝜂𝑖) = (𝜒1, 𝜂1) + 𝜇𝑖𝑒, 𝑖 = 1, . . . , 𝑣,
где 𝜇1 = 0, 𝜇𝑖 > 0, 𝑖 = 2, . . . , 𝑣. Так как НОД(|𝑒1|, |𝑒2|) = НОД(𝐴1, 𝐴2) = 1,
(𝜒𝑖 − 𝜒1, 𝜂𝑖 − 𝜂1) = 𝜇𝑖𝑒 получаем, что 𝜇𝑖 ∈ N, 𝑖 = 2, . . . , 𝑣 (𝜇1 = 0). Таким
образом, при 𝑥 ̸= 0 имеем

𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦) =

𝑣∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑥
𝜒𝑖𝑦𝜂𝑖 =

𝑣∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑥
𝜒1+𝜇𝑖𝑒1𝑦𝜂1+𝜇𝑖𝑒2 = 𝑥𝜒1𝑦𝜂1

𝑣∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖(𝑥
𝑒1𝑦𝑒2)𝜇𝑖 =

= 𝑥𝜒1𝑦𝜂1
𝑣∑︁

𝑖=1

𝑏𝑖𝑢
𝜇𝑖 = 𝑥𝜒1𝑦𝜂1𝑔𝐴2 (𝑢), 𝑢 = 𝑥𝑒1𝑦𝑒2 , 𝑔𝐴2 (𝑢) =

𝑣∑︁
𝑖=1

𝑏𝑖𝑢
𝜇𝑖 , (8)

где 𝑔𝐴2 (𝑢)— характеристический многочлен квазиоднородной формы 𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦),

а 𝑏1𝑥𝜒1𝑦𝜂1 — ее главный член.
Рассмотрим два условия:
(У1)𝐴: ∃ (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐻𝜙𝐴

1
: 𝜙𝐴

2 (𝑥0, 𝑦0) < 0;
(У2)𝐴: ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻𝜙𝐴

1
(𝑥 ̸= 0 & 𝑦 ̸= 0 ⇒ 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) > 0).
Следствием леммы 2 и теоремы 2 является
Теорема 3. Пусть 𝑝(𝑥, 𝑦)— полином, 𝑝(0, 0)=0, 𝑝′(0, 0)=0(2), dimCo𝑁𝑝=2

и выполняется условие (4) (т. е. все главные квазиоднородные формы из
групп 1 и 2 являются неотрицательными и невырожденными в слабом смыс-
ле). Тогда, если A𝑝 = ∅, то 0(2) является точкой локального минимума
полинома 𝑝(𝑥, 𝑦). Если A𝑝 ̸= ∅, то возможны случаи:

1) если ∃ 𝐴 ∈ A𝑝, для которого выполняется условие (У1)𝐴, то 0(2) не
является точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦);

2) если ∀ 𝐴 ∈ A𝑝 не выполняется условие (У1)𝐴, но справедливо (У2)𝐴,
то 0(2) является точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦).

629



Нефед о в В. Н.

Приведем теперь утверждения, сводящие проверку условий (У1)𝐴, (У2)𝐴
к решению очень простых вычислительных задач. Пусть все главные квази-
однородные формы полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) из групп 1–3 неотрицательны и A𝑝 ̸= ∅.
Рассмотрим для 𝐴 ∈ A𝑝, 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴) условие (У3)𝐴,𝑢0 , которое выполняется
тогда и только тогда, когда не является совместной система⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥 ̸= 0 & 𝑦 ̸= 0,

𝑥𝑒1𝑦𝑒2 = 𝑢0,

𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝜒1𝑦𝜂1𝑔𝐴2 (𝑢0) < 0.

(9)

Утверждение 3. Пусть выполнены условия теоремы 3 и 𝐴 ∈ A𝑝 ̸= ∅.
Тогда для выполнения условия (У1)𝐴 (при выполнении которого 0(2) не яв-
ляется точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦)) необходимо и дос-
таточно, чтобы было справедливо хотя бы одно из трех нижеследующих
условий:

𝛼𝑠 > 0, 𝜒𝑣 = 0, (𝑏𝑣 < 0) ∨ (𝜂𝑣 /∈ 2N), (10)
𝛽1 > 0, 𝜂1 = 0, (𝑏1 < 0) ∨ (𝜒1 /∈ 2N), (11)
∃ 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴), что не выполняется условие (У3)𝐴,𝑢0

(т.е. для заданных 𝐴, 𝑢0 система (9) совместна). (12)

До к а з ат е л ь ств о. Достаточность. В случае (10) (случай (11) рас-
сматривается аналогично), если 𝑏𝑣 < 0, то при 𝑥 = 0, 𝑦 = 1 имеем 𝜙𝐴

1 (0, 1) = 0,
𝜙𝐴
2 (0, 1) = 𝑏𝑣 < 0, а если 𝑏𝑣 > 0, 𝜂𝑣 /∈ 2N (𝜂𝑣 ̸= 0, т. к. 𝜒𝑣 = 0), то при

𝑥 = 0, 𝑦 = −1 имеем: 𝜙𝐴
1 (0,−1) = 0, 𝜙𝐴

2 (0,−1) = −𝑏𝑣 < 0. В случае (12),
используя (3), получаем, что при 𝑥, 𝑦, удовлетворяющих (9), выполняется
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻𝜙𝐴

1
, 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) < 0, т. е. справедливо условие (У1)𝐴, и в силу теоре-
мы 3 точка 0(2) не является точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦).

Необходимость. Пусть ∃ (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐻𝜙𝐴
1

: 𝜙𝐴
2 (𝑥0, 𝑦0) < 0. Покажем, что

тогда справедливо хотя бы одно из условий (10)–(12). Рассмотрим сначала
случай, когда 𝑥0 ̸= 0, 𝑦0 ̸= 0. Тогда для 𝑢0 = 𝑥𝑒10 𝑦

𝑒2
0 выполняется

𝜙𝐴
1 (𝑥0, 𝑦0) = 𝑥𝛼1

0 𝑦𝛽1
0 𝑔

𝐴
1 (𝑢0), 𝜙𝐴

2 (𝑥0, 𝑦0) = 𝑥𝜒1
0 𝑦𝜂10 𝑔

𝐴
2 (𝑢0)

и, поскольку (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐻𝜙𝐴
1
, имеем 𝑔𝐴1 (𝑢0) = 0, а следовательно, 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴).

Но тогда 𝑥 = 𝑥0, 𝑦 = 𝑦0, 𝑢0 являются решением системы (9), т. е. справед-
ливо (12). Пусть теперь 𝑥0 = 0. Тогда из условия 𝜙𝐴

2 (𝑥0, 𝑦0) < 0 (с учетом
𝐵𝐴

2 > 0) получаем, что 𝑦0 ̸= 0. При этом не может выполняться 𝛼𝑠 = 0,
так как, если 𝛼𝑠 = 0, то 𝜙𝐴

1 (0, 𝑦) = 𝑎𝑠𝑦
𝛽𝑠 , откуда из условия (𝑥0, 𝑦0) =

= (0, 𝑦0) ∈ 𝐻𝜙𝐴
1

получаем 𝜙𝐴
1 (0, 𝑦0) = 𝑎𝑠𝑦

𝛽𝑠
0 = 0, а это противоречит тому,

что 𝑦0 ̸= 0. Таким образом, 𝛼𝑠 > 0. Заметим теперь, что не может выпол-
няться 𝜒𝑣 > 0, так как тогда

𝜙𝐴
2 (0, 𝑦0) = 𝑏𝑣 · 0𝜒𝑣 · 𝑦𝜂𝑣0 = 0.

Таким образом, 𝜒𝑣 = 0. Далее, не может быть одновременно 𝑏𝑣 > 0 и 𝜂𝑣 ∈ 2N,
так как тогда

𝜙𝐴
2 (𝑥0, 𝑦0) = 𝜙𝐴

2 (0, 𝑦0) = 𝑏𝑣𝑦
𝜂𝑣
0 > 0.
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Совершенно аналогично доказывается, что в случае 𝑦0 = 0 выполняется (11).
□

Пример 4.

1. Случаю (10) соответствует полином

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2(𝑥− 𝑦)2 + 2𝑦5.

Здесь𝐴 = (1, 1) ∈ N2, 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2(𝑥−𝑦)2, 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) = 2𝑦5, 𝜙𝐴
1 (0,−1) = 0,

𝜙𝐴
2 (0,−1) = −2 < 0.

2. Случаю (11) соответствует полином

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) = 𝑦2(𝑥− 𝑦)2 + 2𝑥5.

Здесь𝐴 = (1, 1) ∈ N2, 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) = 𝑦2(𝑥−𝑦)2, 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) = 2𝑥5, 𝜙𝐴
1 (−1, 0) = 0,

𝜙𝐴
2 (−1, 0) = −2 < 0.

3. Случаю (12) соответствует полином

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) = (𝑥− 𝑦)2 + (𝑥− 2𝑦)3.

Здесь 𝐴 = (1, 1) ∈ N2, 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) = (𝑥− 𝑦)2 = 𝑥2𝑔𝐴1 (𝑢), 𝑢 = 𝑥𝑒1𝑦𝑒2 = 𝑥−1𝑦,

𝑒 = (−𝐴2, 𝐴1) = (−1, 1), 𝑔𝐴1 (𝑢) = (1−𝑢)2, 𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦) = (𝑥−2𝑦)3 = 𝑥3𝑔𝐴2 (𝑢),

𝑔𝐴2 (𝑢) = (1− 2𝑢)3, 𝐴 = (1, 1) ∈ A𝑝 ̸= ∅, 𝑢0 = 1 ∈ 𝑈𝑝(𝐴).
Тогда, например, при 𝑥 = 1, 𝑦 = 1 имеем

𝑥 ̸= 0 & 𝑦 ̸= 0, 𝑥𝑒1𝑦𝑒2 = 1 = 𝑢0,

𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝜒1𝑦𝜂1𝑔𝐴2 (𝑢0) = 𝑥3𝑔𝐴2 (𝑢0) = −1 < 0,

т. е. система (9) совместна, а следовательно, не выполняется условие
(У3)𝐴,𝑢0 и согласно утверждению 3 точка 0(2) не является точкой ло-
кального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦).

Утверждение 4. Пусть выполняются условия теоремы 3, 𝐴 ∈ A𝑝 ̸= ∅ и
справедливо условие (У2)𝐴. Тогда ∀ 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴) выполняется условие (У3)𝐴,𝑢0

.

До к а з ат е л ь ств о. Предположим, что для некоторого 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴) не
выполняется условие (У3)𝐴,𝑢0 , т. е. система (9) является совместной. Тогда
для 𝑥, 𝑦, удовлетворяющих этой системе, выполняется

𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝛼1𝑦𝛽1𝑔𝐴1 (𝑢0) = 0, 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝜒1𝑦𝜂1𝑔𝐴2 (𝑢0) < 0, 𝑥 ̸= 0, 𝑦 ̸= 0,

а это противоречит условию (У2)𝐴. □

Утверждение 5. Пусть выполняются условия теоремы 3, 𝐴 ∈ A𝑝 ̸= ∅ и
∀ 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴) выполняется условие (У3)𝐴,𝑢0

при 𝑔𝐴2 (𝑢0) ̸= 0. Тогда справедли-
во условие (У2)𝐴.

До к а з ат е л ь ств о. В случае невыполнения условия (У2)𝐴 найдутся
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻𝜙𝐴

1
такие, что 𝑥 ̸= 0, 𝑦 ̸= 0, 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) ⩽ 0. Но тогда 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) =

= 𝑥𝛼1𝑦𝛽1𝑔𝐴1 (𝑢0) = 0, где 𝑥𝑒1𝑦𝑒2 = 𝑢0, откуда 𝑔𝐴1 (𝑢0) = 0, а следовательно,
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𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴). При этом 𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝜒1𝑦𝜂1𝑔𝐴2 (𝑢0) ̸= 0, следовательно, 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) =
= 𝑥𝜒1𝑦𝜂1𝑔𝐴2 (𝑢0) < 0, т. е. система (9) оказалась совместной, что противоречит
исходному предположению о выполнении условия (У3)𝐴,𝑢0

. □

Из утверждений 4, 5 получаем, что справедливо
Следствие 1. Пусть выполняются условия теоремы 3, 𝐴 ∈ A𝑝 ̸= ∅,

∀ 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴) 𝑔
𝐴
2 (𝑢0) ̸= 0. Тогда для выполнения условия (У2)𝐴 необходи-

мо и достаточно, чтобы ∀ 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴) выполнялось условие (У3)𝐴,𝑢0
(т. е.

система (9) не являлась совместной).
Таким образом, проверка для некоторого 𝐴 ∈ A𝑝 ̸= ∅ условий (У1)𝐴,

(У2)𝐴 сводится к вычислению 𝑔𝐴2 (𝑢0), 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴), и проверке (в случае
𝑔𝐴2 (𝑢0) ̸= 0) совместности системы (9). Исследование на совместность (или
на несовместность) системы (9) в случае 𝑔𝐴2 (𝑢0) ̸= 0 является несложным.
Поскольку НОД(|𝑒1|, |𝑒2|) = 1, хотя бы одно из чисел среди 𝑒1, 𝑒2 является
нечетным. Пусть, например, число 𝑒1 является нечетным. Тогда для любо-
го значения 𝑦 ∈ R из второго равенства в (9) однозначно определяем значе-
ние 𝑥 согласно формуле 𝑥 = (𝑢0𝑦

−𝑒2)1/𝑒1 , подставляя которое в третье условие
из (9), получаем неравенство (𝑢0𝑦

−𝑒2)𝜒1/𝑒1𝑦𝜂1𝑔𝐴2 (𝑢0) < 0 или

[𝑢
𝜒1/𝑒1
0 𝑔𝐴2 (𝑢0)]𝑦

𝑒1𝜂1−𝑒2𝜒1
𝑒1 < 0. (13)

Если целое число 𝑒1𝜂1 − 𝑒2𝜒1 является четным, то условие (13) эквивалентно
легко проверяемому условию

𝑢
𝜒1/𝑒1
0 𝑔𝐴2 (𝑢0) < 0, (14)

в случае выполнения которого убеждаемся, что система (9) является совмест-
ной. В противном случае 𝑢𝜒1/𝑒1

0 𝑔𝐴2 (𝑢0) > 0 (напомним, что 𝑢0 ̸= 0) и систе-
ма (9) несовместна (поскольку из ее совместности в рассматриваемом случае
следует (14)). Если же число 𝑒1𝜂1 − 𝑒2𝜒1 является нечетным, то при любом
значении величины 𝑢

𝜒1/𝑒1
0 𝑔𝐴2 (𝑢0), которое в рассматриваемом случае отлично

от 0, можно подобрать значение 𝑦 (например, выбрать его из чисел 1, −1),
чтобы условие (13) выполнялось, т. е. в этом случае система (9) совместна
(после подбора 𝑦 полагаем 𝑥 = (𝑢0𝑦

−𝑒2)1/𝑒1 , чтобы выполнилось равенство
𝑥𝑒1𝑦𝑒2 = 𝑢0).

Пусть теперь число 𝑒2 является нечетным. Тогда для любого значения
𝑥 ∈ R из второго равенства в (9) однозначно определяем значение 𝑦 соглас-
но формуле 𝑦 = (𝑢0𝑥

−𝑒1)1/𝑒2 , подставляя которое в третье условие из (9),
получаем неравенство 𝑥𝜒1(𝑢0𝑥

−𝑒1)𝜂1/𝑒2𝑔𝐴2 (𝑢0) < 0 или

[𝑢
𝜂1/𝑒2
0 𝑔𝐴2 (𝑢0)]𝑥

𝑒2𝜒1−𝑒1𝜂1
𝑒2 < 0. (15)

Если целое число 𝑒2𝜒1 − 𝑒1𝜂1 (или, что то же самое, 𝑒1𝜂1 − 𝑒2𝜒1; см. преды-
дущий случай) является четным, то условие (15) эквивалентно легко прове-
ряемому условию

𝑢
𝜂1/𝑒2
0 𝑔𝐴2 (𝑢0) < 0, (16)
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в случае выполнения которого убеждаемся, что система (9) является сов-
местной. В противном случае 𝑢

𝜂1/𝑒2
0 𝑔𝐴2 (𝑢0) > 0 и система (9) несовместна

(поскольку из ее совместности в рассматриваемом случае следует (16)). Если
же число 𝑒2𝜒1 − 𝑒1𝜂1 является нечетным, то при любом значении величины
𝑢
𝜂1/𝑒2
0 𝑔𝐴2 (𝑢0), которое в этом случае отлично от 0, можно подобрать значе-

ние 𝑥 (например, выбрать его из чисел 1, −1), чтобы условие (15) выполня-
лось, т. е. в этом случае система (9) совместна (после подбора 𝑥 полагаем
𝑦 = (𝑢0𝑥

−𝑒1)1/𝑒2 , чтобы выполнилось равенство 𝑥𝑒1𝑦𝑒2 = 𝑢0). Действуя таким
образом, мы для каждого 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴), при котором 𝑔𝐴2 (𝑢0) ̸= 0, однозначно
определим, является ли система (9) совместной или нет.

На основании полученных результатов уже можно описать достаточно
простой алгоритм проверки для полинома (или степенного ряда; см. ниже
замечание 8) 𝑝(𝑥, 𝑦) ̸≡ 0, где 𝑝(0, 0) = 0, 𝑝′(0, 0) = 0(2) (т. е. точка 0(2) яв-
ляется стационарной точкой), является ли точка 0(2) точкой локального ми-
нимума этого полинома. Будем рассматривать нетривиальный случай, когда
dimCo𝑁𝑝 = 2 и одночлены полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), соответствующие точкам из
Ω(𝑁𝑝), являются неотрицательными (а следовательно, и невырожденными)
квазиоднородными формами, т. е. выполняется (4).

Алгоритм
Шаг 1. Выделяем все главные квазиоднородные формы полинома 𝑝(𝑥, 𝑦)

из группы 3. Если множество таких форм пусто, то в силу теоремы 1 точ-
ка 0(2) является точкой локального минимума рассматриваемого полинома
𝑝(𝑥, 𝑦) и на этом работа алгоритма заканчивается. Иначе полагаем Ã𝑝 = ∅,
где Ã𝑝 — множество всех 𝐴 ∈ N2

0, для которых после окончания работы алго-
ритма потребуются более тонкие исследования, и переходим к шагу 2.

Шаг 2. Выбираем любую очередную главную квазиоднородную форму из
группы 3. Если все они были уже рассмотрены, то в случае Ã𝑝 = ∅ (всюду
в алгоритме к шагу 2 переходим в одном из трех случаев: либо в случае, когда
очередная квазиоднородная форма 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) из группы 3 оказалась неотрица-
тельной и невырожденной в слабом смысле, т. е. при 𝐴 /∈ A𝑝, либо, если
𝐴 ∈ A𝑝 и при этом не выполняется условие (У1)𝐴, но справедливо (У2)𝐴,
т. е. не нарушается условие 2 теоремы 3, либо в случае 𝐴 ∈ Ã𝑝) точка 0(2)
является точкой локального минимума рассматриваемого полинома 𝑝(𝑥, 𝑦),
а если Ã𝑝 ̸= ∅, то требуются более тонкие исследования (см. ниже модифика-
цию алгоритма, замечание 7, а также раздел 4), и на этом работа алгоритма
заканчивается. В противном случае определяем по любым двум членам вы-
бранной формы вектор 𝐴 ∈ N2

0 такой, что эта форма является главной 𝐴-
квазиоднородной формой полинома 𝑝(𝑥, 𝑦). В силу того, что dimCo𝑁𝑝 = 2,
𝑝(𝑥, 𝑦) содержит по крайней мере два члена в разложении (5), (6), первый из
которых 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) и соответствует очередной выбранной форме из группы 3.

Шаг 3. В силу (4) получаем, что для 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) выполняется условие 1

утверждения 1 (используя утверждение 10 и замечание 9 из [2], нетрудно
показать, что (𝛼1, 𝛽1), (𝛼𝑠, 𝛽𝑠) ∈ Ω(𝑁𝑝) = Ψ(𝑁𝑝) ∩ 𝑃 (𝑁𝑝)). Находим характе-
ристический многочлен 𝑔𝐴1 (𝑢) для квазиоднородной формы 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) согласно
формуле (3), а также множество 𝑈𝑝(𝐴). Если 𝑈𝑝(𝐴) = ∅, то в этом случае в
силу утверждения 2 квазиоднородная форма 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) является неотрицатель-
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ной и невырожденной в слабом смысле. Тогда 𝐴 /∈ A𝑝 и переходим к шагу 2.
Иначе 𝑈𝑝(𝐴) ̸= ∅ и переходим к шагу 4.

Шаг 4. Находим кратности корней из 𝑈𝑝(𝐴), по которым проверяем неот-
рицательность многочлена 𝑔𝐴1 (𝑢). Если она не выполняется, то в силу утвер-
ждения 1 квазиоднородная форма 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) не является неотрицательной,
а следовательно, в силу леммы 1 точка 0(2) не является точкой локального
минимума 𝑝(𝑥, 𝑦) и на этом работа алгоритма заканчивается. Иначе 𝐴 ∈ A𝑝,
и переходим к шагу 5.

Шаг 5. Проверяем выполнение условия (У1)𝐴. Для этого сначала опре-
деляем справедливость (10), (11). Если хотя бы одно из этих условий выпол-
няется, то в силу утверждения 3 точка 0(2) не является точкой локального
минимума 𝑝(𝑥, 𝑦) и на этом работа алгоритма заканчивается. Иначе перехо-
дим к шагу 6.

Шаг 6. Находим характеристический многочлен 𝑔𝐴2 (𝑢) квазиоднородной
формы 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) согласно формуле (8). Если ∀ 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴) 𝑔
𝐴
2 (𝑢0) = 0, то

переходим к шагу 7. Иначе рассматриваем два случая.
1. Пусть целое число 𝑒1𝜂1 − 𝑒2𝜒1 является нечетным. Тогда система (9)

совместна для каждого 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴), для которого 𝑔𝐴2 (𝑢0) ̸= 0, и согласно
утверждению 3 точка 0(2) не является точкой локального минимума
𝑝(𝑥, 𝑦). На этом работа алгоритма заканчивается.

2. Пусть целое число 𝑒1𝜂1 − 𝑒2𝜒1 является четным. Тогда для каждого
𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴), для которого 𝑔𝐴2 (𝑢0) ̸= 0, проверяем выполнение условия
(14), если число 𝑒1 является нечетным, или условия (16), если число 𝑒2
является нечетным.7 В первом же случае выполнения (14) при нечет-
ном 𝑒1 или (16) при нечетном 𝑒2 система (9) совместна, а следовательно,
в силу утверждения 3 точка 0(2) не является точкой локального мини-
мума 𝑝(𝑥, 𝑦), и на этом работа алгоритма заканчивается. В случае, если
при всех 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴) 𝑔

𝐴
2 (𝑢0) ̸= 0 и при этом система (9) несовместна (что

однозначно определяется проверкой одного из условий (14) или (16)),
то в силу следствия 1 выполняется (У2)𝐴, а в силу утверждения 3 не
выполняется (У1)𝐴, т. е. для рассматриваемого 𝐴 ∈ A𝑝 не нарушается
условие 2 теоремы 3. В этом случае рассматриваем очередную главную
квазиоднородную форму из группы 3, т. е. переходим к шагу 2. Если
же нашлось число 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴), при котором 𝑔𝐴2 (𝑢0) = 0, то переходим
к шагу 7.

Шаг 7. На этом шаге мы оказываемся в случае, когда 𝐴 ∈ A𝑝, 𝑔𝐴2 (𝑢0) = 0
для некоторых (хотя бы для одного) 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴), и при этом система (9)
несовместна для тех 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴), для которых 𝑔𝐴2 (𝑢0) ̸= 0. Тогда для данного
𝐴 ∈ A𝑝 потребуются еще более тонкие исследования. Поэтому присваива-
ем Ã𝑝 := Ã𝑝 ∪ {𝐴}. В любом случае можно продолжить работу алгоритма,
исследуя очередную главную квазиоднородную форму из группы 3 (посколь-
ку это исследование может привести к ситуации, показывающей, что 0(2) не
является точкой локального минимума 𝑝(𝑥, 𝑦)), т. е. переходим к шагу 2.

7Если оба нечетны, то эти условия эквивалентны, поскольку в этом случае числа 𝜒1, 𝜂1
либо одновременно четны, либо одновременно нечетны, т. е. величины 𝑢

𝜂1/𝑒2
0 , 𝑢𝜒1/𝑒1

0 имеют
один знак.
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Применяя изложенный алгоритм к полиному 𝑝(𝑥, 𝑦) рассматриваемого ви-
да, мы либо определим, является ли точка 0(2) точкой локального минимума
этого полинома или нет, либо выделим непустое множество Ã𝑝 всех 𝐴 ∈ A𝑝,
для которых требуются более тонкие исследования. Опишем некоторые из
них.

Эти исследования могут, в частности, базироваться на применении теоре-
мы 2 для случаев с 𝑗 ⩾ 3, т. е. с использованием других членов в разложении
(5), (6), в частности, квазиоднородной формы 𝜙𝐴

3 (𝑥, 𝑦). Опишем модифика-
цию алгоритма, использующую 𝜙𝐴

3 (𝑥, 𝑦). Аналогичным образом могут быть
описаны модификации, использующие 𝜙𝐴

4 (𝑥, 𝑦) и т. д.

Замечание 6. Заметим, что возможен случай, когда 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦)+𝜙

𝐴
2 (𝑥, 𝑦),

т. е. 𝑝(𝑥, 𝑦) является суммой двух первых квазиоднородных форм. Этот случай бу-
дет рассмотрен в разделе 5 и для него будет получена процедура, позволяющая
однозначно ответить на вопрос, является ли точка 0(2) точкой локального миниму-
ма этого полинома или нет. В связи с этим перейдем к рассмотрению случая, когда
∀ 𝐴 ∈ Ã𝑝 𝜙

𝐴
3 (𝑥, 𝑦) ̸≡ 0.

По аналогии с условием (У2)𝐴 введем в рассмотрение условие (см. также
ниже замечание 7)

(У̃2)𝐴: ∀ (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻𝜙𝐴
1
∩𝐻𝜙𝐴

2
[𝑥 ̸= 0, 𝑦 ̸= 0 ⇒ 𝜙𝐴

3 (𝑥, 𝑦) > 0];
∀ (𝑥, 𝑦) ∈ R2 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) ⩾ 0.
Заметим, что второе условие в (У̃2)𝐴 проверяется в соответствии с утвер-

ждением 1 по аналогии с 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦). Это условие можно заменить на более

слабое (см. ниже замечание 7).
Следствием леммы 2 и теоремы 2 (при 𝑗 = 3) является
Теорема 4. Пусть мы находимся в условиях теоремы 3. Тогда условие 2

в теореме 3 можно заменить на условие
2′) если ∀ 𝐴 ∈ A𝑝 выполняется условие (У2)𝐴 или (У̃2)𝐴, то точка 0(2)

является точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦).

Обозначим

�̃�𝑝(𝐴) = {𝑢 ∈ 𝑈𝑝(𝐴) | 𝑔𝐴2 (𝑢) = 0} = {𝑢 ∈ R | 𝑔𝐴1 (𝑢) = 0, 𝑔𝐴2 (𝑢) = 0}.

По аналогии с условием (У3)𝐴,𝑢0 рассмотрим для 𝐴 ∈ A𝑝 ̸= ∅, 𝑢0 ∈ �̃�𝑝(𝐴)

условие (У̃3)𝐴,𝑢0 , которое выполняется тогда и только тогда, когда не явля-
ется совместной система

𝑥 ̸= 0, 𝑦 ̸= 0,
𝑥𝑒1𝑦𝑒2 = 𝑢0,
𝜙𝐴
3 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝜔1𝑦𝜉1𝑔𝐴3 (𝑢0) < 0,

(17)

полученная из 𝜙𝐴
3 (𝑥, 𝑦) по аналогии с системой (9), используя 𝑔𝐴3 (𝑢)— харак-

теристический многочлен квазиоднородной формы 𝜙𝐴
3 (𝑥, 𝑦). Здесь 𝜔1, 𝜉1 —

степени переменных 𝑥, 𝑦 в главном члене формы 𝜙𝐴
3 (𝑥, 𝑦).

Аналогично утверждениям 4, 5 нетрудно показать, что справедливы сле-
дующие утверждения.
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Утверждение 6. Пусть мы находимся в условиях теоремы 3, 𝐴 ∈ A𝑝 ̸= ∅
и справедливо условие (У̃2)𝐴. Тогда ∀ 𝑢0 ∈ �̃�𝑝(𝐴) выполняется условие (У̃3)𝐴,𝑢0 .

Утверждение 7. Пусть ∀ 𝑢0 ∈ �̃�𝑝(𝐴) выполняются условия (У̃3)𝐴,𝑢0 ,
𝑔𝐴2 (𝑢0) ̸= 0. Тогда выполняется условие (У̃2)𝐴.

Используя теорему 4, а также утверждения 6, 7, можно модифицировать
предложенный алгоритм, заменив шаг 7 на новый — шаг 7′ (при этом возни-
кает дополнительный шаг 8).

Шаг 7′. На этом шаге мы оказываемся в случае, когда 𝐴 ∈ A𝑝, 𝑔𝐴2 (𝑢0) = 0
для некоторых (хотя бы для одного) 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴), и при этом система (9) несов-
местна для тех 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴), для которых 𝑔𝐴2 (𝑢0) ̸= 0. В этом случае потре-
буется рассмотрение квазиоднородной формы 𝜙𝐴

3 (𝑥, 𝑦). Если 𝜙𝐴
3 (𝑥, 𝑦) ≡ 0, то

в соответствии с замечанием 6 можно, используя указанную в нем процедуру,
однозначно определить, является ли точка 0(2) точкой локального минимума
полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) или нет. В противном случае исследуем на неотрицатель-
ность 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) аналогично исследованию на неотрицательность 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦), опи-

санному на шагах 3–5 рассматриваемого алгоритма (см. также ниже замеча-
ние 7). Если она не выполняется, то для данного 𝐴 ∈ N2

0 потребуются еще бо-
лее тонкие исследования (см. раздел 5). Поэтому присваиваем Ã𝑝 := Ã𝑝∪{𝐴}
и переходим к шагу 2. В противном случае второе условие в (У̃2)𝐴 выполне-
но и проверяем выполнение первого. Действуем аналогично шагу 6, приме-
няя все описанные в нем действия к квазиоднородной форме 𝜙𝐴

3 (𝑥, 𝑦) (вместо
𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦)) со всеми вытекающими в связи с этим переобозначениями. В случае

если при всех 𝑢0 ∈ �̃�𝑝(𝐴) 𝑔
𝐴
3 (𝑢0) ̸= 0 и при этом система (17) несовместна, то

в силу утверждения 7 выполняется (У̃2)𝐴, т. е. для рассматриваемого 𝐴 ∈ N2
0

не нарушается условие 2′ теоремы 4. В этом случае рассматриваем очередную
главную квазиоднородную форму из группы 3, т. е. переходим к шагу 2.

Шаг 8. На этом шаге мы оказываемся в случае, когда 𝐴 ∈ A𝑝, 𝑔𝐴3 (𝑢0) = 0

для некоторых (хотя бы для одного) 𝑢0 ∈ �̃�𝑝(𝐴), и при этом система (17)
несовместна для тех 𝑢0 ∈ �̃�𝑝(𝐴), для которых 𝑔𝐴3 (𝑢0) ̸= 0. В этом случае
может потребоваться рассмотрение квазиоднородной формы 𝜙𝐴

4 (𝑥, 𝑦) и даль-
нейшая модификация алгоритма вплоть до исчерпания всех квазиоднород-
ных форм в разложении (5), (6). Отметим однако, что дальнейшая модифи-
кация алгоритма возможна, например, в случае выполнения условия неотри-
цательности 𝜙𝐴

3 (𝑥, 𝑦) (см. также замечание 7 относительно ослабления этого
условия). В противном случае присваиваем Ã𝑝 := Ã𝑝 ∪ {𝐴} и переходим
к шагу 2.

Замечание 7. В теореме 2 используется условие, при выполнении которого
для некоторого 𝑗 ∈ {2, . . . , 𝑟𝐴} точка 0(2) является точкой локального минимума
полиномов 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦), 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦), . . ., 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) + · · · + 𝜙𝐴

𝑗−1(𝑥, 𝑦). Это условие
заведомо выполняется, если справедливо легко проверяемое условие неотрицатель-
ности8 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦), . . . , 𝜙
𝐴
𝑗−1(𝑥, 𝑦). В разделе 5 описывается процедура, позволяющая

однозначно ответить на вопрос, является ли 0(2) точкой локального минимума по-

8При этом в силу 𝐴 ∈ N2 условие неотрицательности квазиоднородной формы 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦)

эквивалентно условию, что точка 0(2) является точкой локального минимума 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦).
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линома 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦)+𝜙

𝐴
2 (𝑥, 𝑦) или нет. В связи с этим второе условие в (У̃2)𝐴 (т. е. усло-

вие неотрицательности 𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦)) можно заменить на проверку локального минимума

функции 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) в точке 0(2). Но тогда и в модификации рассматрива-
емого алгоритма можно заменить проверку условия неотрицательности 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) на
проверку более слабого условия локального минимума 0(2) для 𝜙𝐴

1 (𝑥) + 𝜙𝐴
2 (𝑥). Со-

ответственно, при дальнейшей модификации рассматриваемого алгоритма можно
и далее условия неотрицательности полиномов 𝜙𝐴

3 (𝑥, 𝑦), 𝜙𝐴
4 (𝑥, 𝑦) и т. д. заменить на

более слабые условия: точка 0(2) является точкой локального минимума полиномов
𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴
3 (𝑥, 𝑦), 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴

3 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴
4 (𝑥, 𝑦) и т. д.

Замечание 8. Все используемые в алгоритме и его модификации утверждения
остаются в силе и для степенного ряда 𝑝(𝑥, 𝑦), абсолютно сходящегося в некоторой
окрестности точки 0(2) (см. [5]), а следовательно, эти алгоритмы могут быть при-
менены к 𝑝(𝑥, 𝑦) и в этом случае. При этом множество главных 𝐴-квазиоднородных
форм, где 𝐴 ∈ N2

0, а затем множество векторов A𝑝 определяем по 𝑃 (𝑁𝑝), которое
является конечным (см. [5]). Таким образом, квазиоднородные формы 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦), где
𝐴 ∈ A𝑝, находятся по членам ряда 𝑝(𝑥, 𝑦), соответствующим конечному множеству
𝑃 (𝑁𝑝). Далее для 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) могут потребоваться члены ряда, соответствующие ко-
нечному множеству 𝑃 (𝑁𝑝∖𝑁𝜙𝐴

1
) и т. д.

Пример 5. Рассмотрим полином 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑎) (см. 𝑁𝑝, Co𝑁𝑝 на рис. 1), для
которого при 𝐴 = (1, 2) выполняется

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑎) = 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦, 𝑎) + 𝜙𝐴
3 (𝑥, 𝑦),

где 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥4𝑦2 + 2𝑥2𝑦3 + 𝑦4 = 𝑦2(𝑥2 + 𝑦)2, 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦, 𝑎) = 3𝑎𝑥6𝑦2 + 3𝑥4𝑦3,
𝜙𝐴
3 (𝑥, 𝑦) = 0.01𝑥8𝑦3 — полиномы, являющиеся 𝐴-квазиоднородными форма-

ми, 𝐵𝐴
1 = 8, 𝐵𝐴

2 = 10, 𝐵𝐴
3 = 14 (см. (5), (6)), 𝑎 ∈ {0.99, 1, 1.01}— параметр.

В этом примере 𝑝(0, 0, 𝑎) = 0, 𝑝′(0, 0, 𝑎) = 0(2), т. е. точка 0(2) является стацио-
нарной. Применим к 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑎) рассмотренный алгоритм. Заметим (см. рис. 1),
что у полинома 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑎) при любом из указанных значений 𝑎 имеются три
«юго-западные» грани, находящиеся в множестве минимальных по Парето
точек этого многогранника: две размерности 0 (угловые точки (0, 4), (4, 2))
и одна размерности 1 (отрезок прямой, соединяющий эти угловые точки). Уг-
ловой точке (0, 4) соответствует главная (1, 1)-квазиоднородная форма 𝑥4𝑦2,
а угловой точке (4, 2) соответствует главная (2, 1)-квазиоднородная форма 𝑦4,
т. е. эти формы принадлежат группе 1. Грани размерности 1 соответству-
ет главная (1, 2)-квазиоднородная форма 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥4𝑦2 + 2𝑥2𝑦3 + 𝑦4, где
𝐴 = (1, 2), принадлежащая группе 3 (т. е. ни одна из трех форм не принад-
лежит группе 2). Рассмотрим условие (4), проверяемое для Ω(𝑁𝑝) = 𝑃 (𝑁𝑝)∩
Ψ(𝑁𝑝) = {(0, 4), (4, 2)}. Поскольку coef(𝑝, (0, 4)) = 1 > 0 и при этом (0, 4) ∈
2N∪{0}, а также coef(𝑝, (4, 2)) = 1 > 0 и при этом (4, 2) ∈ 2N∪{0}, условие (4)
выполняется. Единственной главной квазиоднородной формой из группы 3
является 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦). При этом соответствующий ей вектор 𝐴 = (1, 2) ∈ N2
0 од-

нозначно определяется по членам этой формы (по любым двум из них). На
шагах 3, 4 исследуем на неотрицательность 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦). Заметим, что 𝑥4𝑦2 — ее
главный член, 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥4𝑦2𝑔𝐴1 (𝑢), где 𝑔𝐴1 (𝑢) = (1 + 𝑢)2 — ее характеристи-
ческий многочлен, 𝑢 = 𝑥−2𝑦 = 𝑥𝑒1𝑦𝑒2 , 𝑒1 = −𝐴2 = −2, 𝑒2 = 𝐴1 = 1. Таким
образом, характеристический многочлен имеет единственный корень 𝑢0 = −1
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кратности 2, т. е. 𝑈𝑝(𝐴) = {−1}. При этом выполняются условия утвержде-
ния 1, т.е. квазиоднородная форма 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) является неотрицательной. Таким
образом, A𝑝 = {(1, 2)}. На шаге 5 проверяем выполнение условий (10), (11),
которые в рассматриваемом случае не выполняются. На шаге 6 исследуем
квазиоднородную форму 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦, 𝑎) = 𝑥𝜒1𝑦𝜂1𝑔𝐴2 (𝑢, 𝑎), где 𝑏1𝑥𝜒1𝑦𝜂1 = 3𝑎𝑥6𝑦2 —
ее главный член, а 𝑔𝐴2 (𝑢, 𝑎) = 3(𝑎+ 𝑢)— характеристический многочлен, т. е.
𝜒1 = 6, 𝜂1 = 2. Заметим, что число 𝑒1𝜂1−𝑒2𝜒1 = (−2) ·2−1 ·6 = −4−6 = −10
является четным. Поэтому согласно шагу 6, поскольку число 𝑒1 = −𝐴2 = −2
является четным, а число 𝑒2 = 𝐴1 = 1— нечетным, проверяем выполнение
условия (16), имеющее вид

𝑢
𝜂1/𝑒2
0 𝑔𝐴2 (𝑢0, 𝑎) < 0 ⇔ 𝑔𝐴2 (−1, 𝑎) < 0 ⇔ 3(𝑎− 1) < 0

(т. к. 𝑢𝜂1/𝑒20 = (−1)2/1 = (−1)2 = 1). В случае 𝑎 = 0.99 это условие выпол-
няется, а следовательно, точка 0(2) не является точкой локального миниму-
ма полинома 𝑝(𝑥, 𝑦, 0.99). В случае 𝑎 = 1.01 оно не выполняется, т. е. спра-
ведливо условие (У3)𝐴,𝑢0

. Но тогда в силу следствия 1 имеет место (У2)𝐴,
а в силу утверждения 3 не выполняется (У1)𝐴. При этом из единственно-
сти 𝐴 = (1, 2) ∈ A𝑝 следует справедливость условия 2 теоремы 3, в силу
которой 0(2) является точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦, 1.01).
В случае 𝑎 = 1 выполняется 𝑔𝐴2 (𝑢0, 1) = 0, т. е. этот случай требует более
тонких исследований (в частности, предлагаемых в разделе 4). Заметим, что
в третьем случае (𝑎 = 1) при подстановке 𝑥(𝑡) = 𝑡, 𝑦(𝑡) = −𝑡2 выполняется
𝑝(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 1) = −0.01𝑡14, т. е. 0(2) не является точкой локального минимума
полинома 𝑝(𝑥, 𝑦, 1). Отметим, что в третьем случае был на самом деле при-
менен метод подстановки многочленов, который подробно рассматривается
в разделе 4.

4. Метод подстановки многочленов с неопределенными коэффи-
циентами. Из рассмотрения предложенного алгоритма и его модификации
видно, что его применение к некоторым полиномам приводит к случаю, ко-
гда результатом работы является непустое множество Ã𝑝, показывающее, что
исследуемый вопрос остается невыясненным и требуется дополнительное ис-
следование разложений полинома на 𝐴-квазиоднородные формы для 𝐴 ∈ Ã𝑝.
Это связано с тем, что алгоритм и его модификация базируются на утвер-
ждениях леммы 2 и теоремы 2, которые дают отдельно необходимое усло-
вие (лемма 2) и отдельно достаточное условие (теорема 2), не объединенные
в единый общий критерий локального минимума.

В настоящем разделе рассмотрим метод, который основан на общем кри-
терии локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦). В этом методе рассматриваем
многочлены с переменной 𝑡 ∈ R вида (эти многочлены могут содержать любое
конечное число членов)

𝑥(𝑡) = 𝑐0𝑡
𝜈1 + 𝑐1𝑡

𝜈1+1 + 𝑜(𝑡𝜈1+1),
𝑦(𝑡) = 𝑑0𝑡

𝜈2 + 𝑑1𝑡
𝑣2+1 + 𝑜(𝑡𝑣2+1),

𝑐0, 𝑑0 ̸= 0, 𝜈1, 𝜈2 ∈ N.
(18)

Будем подбирать многочлены 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) вида (18) таким образом, чтобы

𝑝(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = 𝑔0𝑡
𝜎 + 𝑜(𝑡𝜎), 𝜎 ∈ N, 𝑔0 < 0. (19)
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При этом будем использовать приводимое далее утверждение 8, являю-
щееся следствием леммы 7 из [1].

Утверждение 8. Пусть 𝑝(𝑥, 𝑦)— полином, 𝑝(𝑥, 𝑦) ̸≡ 0, 𝑝(0, 0) = 0,
𝑝′(0, 0) = 0(2), т. е. точка 0(2) является стационарной. Для того чтобы
0(2) не являлась точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) необходимо
и достаточно существование многочленов вида (18), таких, чтобы выпол-
нялось (19).

Заметим, что для 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) = (𝜈1, 𝜈2)/𝜈0 ∈ N2
0, где 𝜈0 = НОД(𝜈1, 𝜈2),

для разложения (5), (6) выполняется

𝑝(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = 𝜙𝐴
1 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) + 𝜙𝐴

2 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) + . . .+ 𝜙𝐴
𝑟𝐴
(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)),

где 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦)— главная 𝐴-квазиоднородная форма полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), удовле-

творяющая (1)–(3), а следовательно,

𝑝(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = 𝜙𝐴
1 (𝑐0, 𝑑0)𝑡

𝐵𝐴
1 + 𝑜(𝑡𝐵

𝐴
1 ). (20)

Метод неопределенных коэффициентов применяется в нетривиальном слу-
чае, когда главные 𝐴-квазиоднородные формы полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) при 𝐴∈N2

0
неотрицательны, т. е., в частности, выполняется условие (4) и при этом A𝑝 ̸=∅.
Если A𝑝 = ∅, то, как показано в разделе 2, вопрос о том, является ли
точка 0(2) точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), решается просто
с использованием утверждения 2 и теоремы 1, т. е. в этом случае 0(2) явля-
ется точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦). Из неотрицательности
𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) следует, что в силу (20) условие (19) может выполняться только при

𝜙𝐴
1 (𝑐0, 𝑑0) = 0, и поэтому для дальнейшего представляет интерес только этот

случай, при котором в силу (1)–(3) имеем⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜙𝐴
1 (𝑐0, 𝑑0) = 𝑐𝛼1

0 𝑑𝛽1
0 𝑔

𝐴
1 (𝑢0) = 0,

𝑢0 = 𝑐𝑒10 𝑑
𝑒2
0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴);

𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) = (𝜈1, 𝜈2)/𝜈0 ∈ A𝑝,

𝜈0 = НОД(𝜈1, 𝜈2), 𝑒1 = −𝐴2, 𝑒2 = 𝐴1.

(21)

Таким образом, удалось сузить множество рассматриваемых многочленов
вида (18), проверяемых на выполнение условия (19). Множество A𝑝 явля-
ется конечным, поскольку число векторов в A𝑝 не превосходит количество
главных квазиоднородных форм полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), принадлежащих группе 3.
Нередко A𝑝 состоит из единственного вектора.

Рассмотрим условие для полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), у которого A𝑝 ̸= ∅, формули-
руемое относительно 𝐴 ∈ A𝑝, 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴):

(У4)𝐴,𝑢0 : существуют 𝑐0 ̸= 0, 𝑑0 ̸= 0 такие, что для многочленов вида (18)
выполняются условия (19), (21).

Сформулируем также условие для полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), у которого A𝑝 ̸= ∅:
(У4): существуют вектор 𝐴 ∈ A𝑝 и число 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴), для которых выпол-

няется условие (У4)𝐴,𝑢0 .
Следствием приведенных рассуждений, а также утверждения 8, является
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Утверждение 9. Пусть 𝑝(𝑥, 𝑦)— полином, 𝑝(𝑥, 𝑦) ̸≡ 0, 𝑝(0, 0) = 0,
𝑝′(0, 0) = 0(2), т. е. точка 0(2) является стационарной. Пусть далее все глав-
ные квазиоднородные формы полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) из групп 1 и 2 являются неот-
рицательными и невырожденными в слабом смысле, и при этом A𝑝 ̸= ∅.
Тогда для того, чтобы 0(2) не являлась точкой локального минимума поли-
нома 𝑝(𝑥, 𝑦), необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие (У4).

Для удобства применения утверждения 9 желательно для каждого𝐴 ∈ A𝑝

сузить множество многочленов вида (18), проверяемых в условии (У4)𝐴,𝑢0 на
выполнение (21).

Пусть 𝐴 ∈ A𝑝, 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴), и мы собираемся проверить выполнение усло-
вия (У4)𝐴,𝑢0 . Заметим, что условию 𝑢0 = 𝑐𝑒10 𝑑

𝑒2
0 удовлетворяет бесчисленное

множество пар (𝑐0, 𝑑0). Сузим это множество до конечного. Заметим, что в
силу НОД(|𝑒1|, |𝑒2|) = 1 хотя бы одно из чисел среди 𝑒1, 𝑒2 является нечетным.
Таким образом, возможны три случая, для каждого из которых рассмотрим
соответствующие множества:

1) пусть 𝑒1 = −𝐴2 четно, а 𝑒2 = 𝐴1 нечетно; положим

𝐶1 = {(1, 𝑢1/𝑒20 ), (−1, 𝑢
1/𝑒2
0 )};

2) пусть 𝑒1 нечетно, а 𝑒2 четно; положим

𝐶2 = {(𝑢1/𝑒10 , 1), (𝑢
1/𝑒1
0 ,−1)};

3) пусть 𝑒1, 𝑒2 нечетны; положим

𝐶3 = {(1, 𝑢1/𝑒20 ), (−1,−𝑢1/𝑒20 )}, 𝐶4 = {(𝑢1/𝑒10 , 1), (−𝑢1/𝑒10 ,−1)}.

Покажем, что в любом из этих случаев можно при проверке условия
(У4)𝐴,𝑢0 ограничиться рассмотрением выбранных конечных множеств пар
(𝑐0, 𝑑0).

Предварительно покажем, что в каждом из этих случаев, если 𝑢0 = 𝑐𝑒10 𝑑
𝑒2
0

для некоторых 𝑐0 ̸= 0, 𝑑0 ̸= 0, то найдется (и легко вычисляется) 𝜏 > 0 такое,
что для пары чисел 𝑐0 = 𝑐0𝜏

1/𝐴2 , 𝑑0 = 𝑑0𝜏
1/𝐴1 справедливо следующее. В слу-

чае 1 имеем {(𝑐0, 𝑑0), (−𝑐0, 𝑑0)} = 𝐶1. В случае 2 — {(𝑐0, 𝑑0), (𝑐0,−𝑑0)} = 𝐶2.
В случае 3 найдутся два значения для числа 𝜏 > 0, при одном из которых
{(𝑐0, 𝑑0), (−𝑐0,−𝑑0)} = 𝐶3, а при другом {

(︀
𝑐0, 𝑑0), (−𝑐0,−𝑑0)} = 𝐶4.

Рассмотрим случай 1. Остальные случаи рассматриваются аналогично.
Действительно, в случае 1 достаточно положить 𝜏 = 𝑐−𝐴2

0 = 𝑐𝑒10 = |𝑐0|𝑒1 (при
этом |𝑐0| = 𝜏−1/𝐴2 , 𝜏 = |𝑐0|−𝐴2). Тогда, учитывая, что в силу 𝑢0 = 𝑐𝑒10 𝑑

𝑒2
0 =

= |𝑐0|𝑒1𝑑𝑒20 выполняется (𝑢0)
1/𝐴1 = (𝑢0)

1/𝑒2 = 𝑑0|𝑐0|𝑒1/𝑒2 = 𝑑0|𝑐0|−𝐴2/𝐴1 , по-
лучаем, что для 𝑐0 = ±𝑐0𝜏1/𝐴2 , 𝑑0 = 𝑑0𝜏

1/𝐴1 справедливо следующее: |𝑐0| =
= |𝑐0|𝜏1/𝐴2 = 1, 𝑑0 = 𝑑0𝜏

1/𝐴1 = 𝑑0|𝑐0|−𝐴2/𝐴1 = (𝑢0)
1/𝐴1 = (𝑢0)

1/𝑒2 , т. е.

{(𝑐0, 𝑑0), (−𝑐0, 𝑑0)} = {(1, 𝑢1/𝑒20 ), (−1, 𝑢
1/𝑒2
0 )} = 𝐶1.

Вернемся к задаче проверки условия (У4)𝐴,𝑢0 для некоторых 𝐴 ∈ A𝑝,
𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴). Покажем, что эту проверку достаточно проводить для конечного
числа наборов 𝑐0 ̸= 0, 𝑑0 ̸= 0 таких, что 𝑢0 = 𝑐𝑒10 𝑑

𝑒2
0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴).

640



Некоторые необходимые и некоторые достаточные условия локального экстремума . . .

Воспользуемся тем, что для вектора 𝐴 ∈ A𝑝 выполняется один из перечис-
ленных ранее случаев относительно четности или нечетности его компонент.
Пусть, например, выполняется случай 1, когда 𝑒1 = −𝐴2 является четным,
а 𝑒2 = 𝐴1 нечетным. Остальные случаи рассматриваются аналогично. Пред-
положим, что для некоторого 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴) выполняется условие (У4)𝐴,𝑢0 . Тогда
существуют 𝑐0 ̸= 0, 𝑑0 ̸= 0 такие, что для многочленов вида (18) справедливы
условия (19), (21). Рассмотрим подстановку 𝑡 = (𝜏1/(𝜈0𝐴1𝐴2))𝑡, 𝜏 > 0. Тогда,
учитывая (19), получаем

𝑝(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = 𝑝
(︀
𝑥(𝜏1/(𝜈0𝐴1𝐴2)𝑡), 𝑦(𝜏1/(𝜈0𝐴1𝐴2)𝑡)

)︀
= 𝑔0𝑡

𝜎 + 𝑜(𝑡𝜎),

где 𝑔0 = 𝑔0𝜏
𝜎/(𝜈0𝐴1𝐴2) < 0. При этом

𝑥(𝑡) = 𝑥(𝜏1/(𝜈0𝐴1𝐴2)𝑡) = 𝑐0𝜏
𝜈1/(𝜈0𝐴1𝐴2)𝑡𝜈1 + 𝑐1𝜏

(𝜈1+1)/(𝜈0𝐴1𝐴2)𝑡𝜈1+1 + 𝑜(𝑡𝜈1+1),

𝑦(𝑡) = 𝑦(𝜏1/(𝜈0𝐴1𝐴2)𝑡) = 𝑑0𝜏
𝜈2/(𝜈0𝐴1𝐴2)𝑡𝜈2 + 𝑑1𝜏

(𝜈2+1)/(𝜈0𝐴1𝐴2)𝑡𝜈2+1 + 𝑜(𝑡𝜈2+1).

Заметим, что 𝑐0 = 𝑐0𝜏
𝜈1/(𝜈0𝐴1𝐴2) = 𝑐0𝜏

1/𝐴2 , 𝑑0 = 𝑑0𝜏
𝜈2/(𝜈0𝐴1𝐴2) = 𝑑0𝜏

1/𝐴1 ,
а следовательно, при выборе 𝜏 = 𝑐−𝐴2

0 = 𝑐𝑒10 = |𝑐0|𝑒1 (как было показано при
рассмотрении случая 1) выполняется (𝑐0, 𝑑0) ∈ 𝐶1 = {(1, 𝑢1/𝑒20 ), (−1, 𝑢

1/𝑒2
0 )},

т. е. 𝑑0 = 𝑢
1/𝑒2
0 выбирается однозначно, а 𝑐0 ∈ {1,−1}.

Таким образом, показано, что при проверке для любых𝐴 ∈ A𝑝, 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴)
условия (У4)𝐴,𝑢0 в случае 1 на многочлены вида (18), удовлетворяющие (19),
можно наложить дополнительное условие (𝑐0, 𝑑0) ∈ 𝐶1, которое из бесконеч-
ного числа случаев выполнения 𝑢0 = 𝑐𝑒10 𝑑

𝑒2
0 позволяет ограничиться рассмот-

рением лишь двух из них. Аналогичная ситуация имеет место и для осталь-
ных двух случаев.

Таким образом, было показано, что вместо условия (У4)𝐴,𝑢0 можно рас-
сматривать эквивалентное ему условие

(У̃4)𝐴,𝑢0 : существуют 𝑐0 ̸= 0, 𝑑0 ̸= 0 такие, что для многочленов вида (18),
выполняются условия (19), (21) и при этом в случае 1 — (𝑐0, 𝑑0) ∈ 𝐶1,
в случае 2 — (𝑐0, 𝑑0) ∈ 𝐶2, а в случае 3 — (𝑐0, 𝑑0) ∈ 𝐶3 или (𝑐0, 𝑑0) ∈ 𝐶4

(выбираем любое из этих условий).
Рассмотрим теперь вопрос о выборе для многочленов вида (18) вектора

(𝜈1, 𝜈2) ∈ N2 при проверке условия (У4)𝐴,𝑢0 или (У̃4)𝐴,𝑢0 . Одним из ограниче-
ний является условие (21), при выполнении которого должно найтись число
𝜈 ∈ N такое, что (𝜈1, 𝜈2) = 𝜈𝐴. В связи с этим возникает вопрос: можно ли
при этом обойтись случаем 𝜈 = 1?

Следующий пример показывает, что при применении метода подстановки
многочленов с неопределенными коэффициентами не всегда можно ограни-
читься значением 𝜈 = 1.

Пример 6. Пусть 𝑝(𝑥, 𝑦) = (𝑥 − 𝑦)6 − (𝑥 − 𝑦)2𝑥5 + 𝑥8. Тогда для 𝐴 =
= (𝐴1, 𝐴2) = (1, 1) выполняется 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴

3 (𝑥, 𝑦), где
(см. (5), (6))

𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) = (𝑥− 𝑦)6 = 𝑥6𝑔𝐴1 (𝑢), 𝑢 = 𝑦𝑥−1, 𝑔𝐴1 (𝑢) = (1− 𝑢)6, 𝐵𝐴

1 = 6;

𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦) = −(𝑥− 𝑦)2𝑥5 = 𝑥7𝑔𝐴2 (𝑢), 𝑔

𝐴
2 (𝑢) = −(1− 𝑢)2, 𝐵𝐴

2 = 7;

𝜙𝐴
3 (𝑥, 𝑦) = 𝑥8 = 𝑥8𝑔𝐴3 (𝑢), 𝑔

𝐴
3 (𝑢) = 1, 𝐵𝐴

1 = 8.

641



Нефед о в В. Н.

Характеристический многочлен 𝑔𝐴1 (𝑢) = (1 − 𝑢)6 имеет единственный дей-
ствительный корень 𝑢0 = 1. Заметим, что 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) = (1, 1) ∈ A𝑝, и при
проверке условия (У̃4)𝐴 в общем случае должны рассматриваться многочле-
ны 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) вида

𝑥(𝑡) = 𝑐0𝑡
𝜈 + 𝑐1𝑡

𝜈+1 + 𝑜(𝑡𝜈+1), 𝑦(𝑡) = 𝑑0𝑡
𝜈 + 𝑑1𝑡

𝜈+1 + 𝑜(𝑡𝜈+1), где 𝜈 ∈ N. (22)

Здесь имеет место случай 3, когда оба числа 𝑒1 = −𝐴2 = −1, 𝑒2 = 𝐴1 = 1
являются нечетными, а следовательно, пару чисел (𝑐0, 𝑑0) можно выбирать
из множества 𝐶3 = {(1, 1), (−1,−1)}. В случае 𝜈 = 1 при 𝑐0 = 1, 𝑑0 = 1
многочлены (22) имеют вид (для простоты обозначаем 𝑐1 = 𝑐, 𝑑1 = 𝑑)

𝑥(𝑡) = 𝑡+ 𝑐𝑡2 + 𝑜(𝑡2), 𝑦(𝑡) = 𝑡+ 𝑑𝑡2 + 𝑜(𝑡2). (23)

Тогда

𝜙𝐴
1 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = (𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡))6 = (𝑐− 𝑑)6𝑡12 + 𝑜(𝑡12);

𝜙𝐴
2 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = −(𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡))2[𝑥(𝑡)]5 = −(𝑐− 𝑑)2𝑡9 + 𝑜(𝑡9);

𝜙𝐴
3 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = [𝑥(𝑡)]8 = 𝑡8 + 𝑜(𝑡8).

Таким образом, 𝑝(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = (𝑐 − 𝑑)6𝑡12 + 𝑜(𝑡12) − (𝑐 − 𝑑)2𝑡9 + 𝑜(𝑡9) +
+ 𝑡8 + 𝑜(𝑡8), а следовательно, для любых многочленов вида (23) выполняется
𝑝(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = 𝑡8 + 𝑜(𝑡8). Совершенно аналогично в случае выбора 𝑐0 = −1,
𝑑0 = −1, т. е. для многочленов вида 𝑥(𝑡) = −𝑡+𝑐𝑡2+𝑜(𝑡2), 𝑦(𝑡) = −𝑡+𝑑𝑡2+𝑜(𝑡2),
также выполняется 𝑝(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = 𝑡8 + 𝑜(𝑡8).

Рассмотрим теперь многочлены вида (22) при 𝜈 = 2, 𝑐0 = 1, 𝑑0 = 1 (снова
для простоты обозначаем 𝑐1 = 𝑐, 𝑑1 = 𝑑):

𝑥(𝑡) = 𝑡2 + 𝑐𝑡3 + 𝑜(𝑡3), 𝑦(𝑡) = 𝑡2 + 𝑑𝑡3 + 𝑜(𝑡3). (24)

Тогда

𝜙𝐴
1 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = (𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡))6 = (𝑐− 𝑑)6𝑡18 + 𝑜(𝑡18);

𝜙𝐴
2 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = −(𝑥(𝑡)− 𝑦(𝑡))2𝑥5(𝑡) = −(𝑐− 𝑑)2𝑡16 + 𝑜(𝑡16);

𝜙𝐴
3 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = 𝑥8(𝑡) = 𝑡16 + 𝑜(𝑡16);

𝑝(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = (𝑐− 𝑑)6𝑡18 + 𝑜(𝑡18)− (𝑐− 𝑑)2𝑡16 + 𝑜(𝑡16) + 𝑡16 + 𝑜(𝑡16),

а следовательно, например, при 𝑐 = 2, 𝑑 = 0 для многочленов 𝑥(𝑡) = 𝑡2 + 2𝑡3,
𝑦(𝑡) = 𝑡2 выполняется 𝑝(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = 26𝑡18−22𝑡16+ 𝑡16+𝑜(𝑡16) = −3𝑡16+𝑜(𝑡16).
Таким образом, рассмотрение многочленов вида (24) показало, что 0(2) не
является точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), т. е. рассмотрение
только многочленов вида (23), соответствующих случаю 𝜈 = 1, оказалось
недостаточным. Отметим, что при использовании рассмотренного в разделе 3
алгоритма мы не получим ответа на вопрос, является ли точка 0(2) точкой
локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) из этого примера.

Замечание 9. Все используемые в этом разделе утверждения остаются в силе
и для степенного ряда 𝑝(𝑥, 𝑦) [5], а следовательно, могут быть применены к 𝑝(𝑥, 𝑦)
и в этом случае.
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5. Случай, когда 𝑝(𝑥, 𝑦) является суммой двух 𝐴-квазиоднород-
ных форм, где 𝐴 ∈ N2

0. Рассмотрим теперь один частный случай, когда
для полинома 𝑝(𝑥, 𝑦), удовлетворяющего условиям утверждения 9, для неко-
торого 𝐴 ∈ N2

0 разложение (5), (6) состоит из двух 𝐴-квазиоднородных форм,
т. е. 𝑟𝐴 = 2. Покажем, что в этом случае с помощью простых вычислитель-
ных процедур можно однозначно ответить на вопрос, является ли 0(2) точкой
локального минимума 𝑝(𝑥, 𝑦).

Утверждение 10. Пусть для некоторого 𝐴 ∈ N2
0 разложение (5), (6) по-

линома 𝑝(𝑥, 𝑦) состоит из двух 𝐴-квазиоднородных форм, т. е. имеет вид
𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦). Тогда не существует вектора 𝐴 ∈ N2

0 такого,
что 𝐴 ̸= 𝐴, и главная 𝐴-квазиоднородная форма 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) полинома 𝑝(𝑥, 𝑦)
содержит более двух одночленов.

До к а з ат е л ь ств о. Предположим, что для некоторого 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) ∈
N2
0 главная 𝐴-квазиоднородная форма 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) содержит по
крайней мере три одночлена. При этом по крайней мере два из них будут
принадлежать одной из двух форм 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) или 𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦) (носитель каждой

из которых лежит на одной прямой). Поскольку прямая на плоскости одно-
значно определяется любыми двумя точками, находящимися на этой прямой,
принадлежность двух одночленов любой из этих форм означает, что 𝐴 = 𝐴
(поскольку 𝐴, 𝐴 ∈ N2

0), т. е. пришли к противоречию с 𝐴 ̸= 𝐴. □

Утверждение 11. Пусть 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) ∈ N2
0, 𝑢0 ̸= 0, 𝑙— четное натураль-

ное число, 𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑝(𝑥, 𝑦)— полиномы, 𝑝(𝑥, 𝑦) = (𝑦𝐴1−𝑢0𝑥𝐴2)𝑙𝑝(𝑥, 𝑦), 𝑝(0, 0) = 0.
Тогда 0(2) является точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) тогда
и только тогда, когда она является точкой локального минимума полино-
ма 𝑝(𝑥, 𝑦).

До к а з ат е л ь ств о. Пусть сначала 0(2) не является точкой локального
минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦). Тогда найдется последовательность точек
(𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛)) ∈ R2 таких, что

𝑝(𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛)) = [(𝑦(𝑛))𝐴1 − 𝑢0(𝑥(𝑛))
𝐴2 ]𝑙𝑝(𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛)) < 0, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

(𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛)) → 0(2) при 𝑛→ ∞.

Из этих условий, используя четность 𝑙, получаем

[𝑦(𝑛)]𝐴1 − 𝑢0[𝑥(𝑛)]
𝐴2 ̸= 0, 𝑝((𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛))) < 0, 𝑛 = 1, 2, . . . ,

т. е. 0(2) не является точкой локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦).
Пусть теперь 0(2) не является точкой локального минимума полинома

𝑝(𝑥, 𝑦). Тогда найдется последовательность точек (𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛)) ∈ R2 таких, что
𝑝((𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛))) < 0, 𝑛 = 1, 2, . . . , (𝑥(𝑛), 𝑦(𝑛)) → 0(2) при 𝑛→ ∞. При этом в си-
лу непрерывности 𝑝(𝑥, 𝑦) можно считать, что 𝑥(𝑛) ̸= 0, 𝑦(𝑛) ̸= 0, 𝑛 = 1, 2, . . . .
Заметим, что если для некоторых 𝑥0 ̸= 0, 𝑦0 ̸= 0, 𝑢0 ̸= 0 выполняется 𝑦𝐴1

0 −
− 𝑢0𝑥

𝐴2
0 = 0, то ∀ 𝜈 ∈ (0, 1) справедливо (𝜈𝑦0)

𝐴1 − 𝑢0𝑥
𝐴2
0 ̸= 0. Действительно,

если (𝜈𝑦0)
𝐴1 −𝑢0𝑥𝐴2

0 = 0, то (𝜈𝑦0)
𝐴1 = 𝑦𝐴1

0 , откуда 𝜈𝐴1 = 1, что противоречит
условию 𝜈 ∈ (0, 1). Но тогда, используя непрерывность 𝑝(𝑥, 𝑦), для любого
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номера 𝑛 = 1, 2, . . . , можно подобрать число 𝜈𝑛 ∈ (1− 1/𝑛, 1] такое, что

𝑝(𝑥(𝑛), 𝜈𝑛𝑦(𝑛)) < 0, (𝜈𝑛𝑦(𝑛))
𝐴1 − 𝑢0(𝑥(𝑛))

𝐴2 ̸= 0

(если (𝑦(𝑛))𝐴1−𝑢0(𝑥(𝑛))𝐴2 ̸= 0, то полагаем 𝜈𝑛 = 1). Таким образом, получаем

𝑝(𝑥(𝑛), 𝜈𝑛𝑦(𝑛)) = [(𝜈𝑛𝑦(𝑛))
𝐴1 − 𝑢0(𝑥(𝑛))

𝐴2 ]𝑙𝑝(𝑥(𝑛), 𝜈𝑛𝑦(𝑛)) < 0, 𝑛 = 1, 2, . . .

и при этом (𝑥(𝑛), 𝜈𝑛𝑦(𝑛)) → 0(2) при 𝑛 → ∞, т. е. 0(2) не является точкой
локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦). Утверждение 11 доказано. □

Нам понадобятся некоторые дополнительные сведения относительно про-
извольной 𝐴-квазиоднородной формы 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦), где 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) ∈ N2
0, вида

(1)–(3). Пусть, как и ранее, 𝑒 = (−𝐴2, 𝐴1), 𝑢 = 𝑥𝑒1𝑦𝑒2 = 𝑥−𝐴2𝑦𝐴1 ,

𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦)=

𝑠∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑥
𝛼𝑖𝑦𝛽𝑖 =𝑥𝛼1𝑦𝛽1𝑔𝐴1 (𝑥

−𝐴2𝑦𝐴1)=𝑥𝛼1𝑦𝛽1𝑔𝐴1 (𝑥
𝑒1𝑦𝑒2)=𝑥𝛼1𝑦𝛽1𝑔𝐴1 (𝑢),

𝑟1 = deg 𝑔𝐴1 (𝑢) = 𝜈𝑠 = (𝛼1 − 𝛼𝑠)/𝐴2, 𝛼1 = 𝛼𝑠 + 𝑟1𝐴2, 𝛼1 − 𝑟1𝐴2 = 𝛼𝑠,

где deg 𝑔(𝑢)— степень произвольного многочлена 𝑔(𝑢). Пусть далее 𝑢0 — ко-
рень кратности 𝑘 ∈ N многочлена 𝑔𝐴1 (𝑢), т. е. 𝑔𝐴1 (𝑢) = (𝑢 − 𝑢0)

𝑘𝑔𝐴1 (𝑢), где
𝑔𝐴1 (𝑢)— многочлен, 𝑔𝐴1 (𝑢0) ̸= 0, 𝑟1 = deg 𝑔𝐴1 (𝑢) = 𝑟1 − 𝑘. Тогда

𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝛼1𝑦𝛽1𝑔𝐴1 (𝑥

−𝐴2𝑦𝐴1) = 𝑥𝛼1𝑦𝛽1(𝑥−𝐴2𝑦𝐴1 − 𝑢0)
𝑘𝑔𝐴1 (𝑥

−𝐴2𝑦𝐴1) =

= (𝑦𝐴1 − 𝑢0𝑥
𝐴2)𝑘𝑥𝛼1−𝑟1𝐴2𝑦𝛽1 [𝑥𝑟1𝐴2𝑔𝐴1 (𝑥

−𝐴2𝑦𝐴1)] =

= (𝑦𝐴1 − 𝑢0𝑥
𝐴2)𝑘𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦), (25)

где полином

𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝛼1−𝑟1𝐴2𝑦𝛽1 [𝑥𝑟1𝐴2𝑔𝐴1 (𝑥

−𝐴2𝑦𝐴1)] = 𝑥𝛼1−𝑘𝐴2𝑦𝛽1𝑔𝐴1 (𝑥
−𝐴2𝑦𝐴1) (26)

имеет члены вида

�̄�𝑖𝑥
�̄�𝑖𝑦𝛽𝑖 = �̄�𝑖𝑥

𝛼1−𝑘𝐴2𝑦𝛽1(𝑥−𝐴2𝑦𝐴1)𝜈𝑖 =

= �̄�𝑖𝑥
𝛼1−(𝑘+𝜈𝑖)𝐴2𝑦𝛽1+𝐴1𝜈𝑖 , 𝜈𝑖 ∈ N ∪ {0}, 𝜈𝑖 ⩽ 𝑟1,

и при этом

�̄�𝑖 = 𝛼1 − (𝑘 + 𝜈𝑖)𝐴2 ⩾ 𝛼1 − (𝑘 + 𝑟1)𝐴2 = 𝛼1 − 𝑟1𝐴2 = 𝛼𝑠 ⩾ 0,
𝛽𝑖 = 𝛽1 +𝐴1𝜈𝑖 ⩾ 𝛽1,
𝐵𝐴

1 = 𝐴1𝛼1 +𝐴2𝛽1 = 𝐴1(𝛼𝑠 + 𝑟1𝐴2) +𝐴2𝛽1 =
= 𝑟1𝐴1𝐴2 + 𝛼𝑠𝐴1 +𝐴2𝛽1,

𝐴1�̄�𝑖 +𝐴2𝛽𝑖 = 𝐴1[𝛼1 − (𝑘 + 𝜈𝑖)𝐴2] +𝐴2(𝛽1 +𝐴1𝜈𝑖) =
= 𝐴1[𝛼1 − 𝑘𝐴2] +𝐴2𝛽1 = 𝐴1𝛼1 +𝐴2𝛽1 − 𝑘𝐴1𝐴2 =

= 𝐵𝐴
1 − 𝑘𝐴1𝐴2 = (𝑟1 − 𝑘)𝐴1𝐴2 + 𝛼𝑠𝐴1 +𝐴2𝛽1 ⩾ 0.

Таким образом, 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) также является 𝐴-квазиоднородной полиноми-

альной формой, для членов �̄�𝑖𝑥�̄�𝑖𝑦𝛽𝑖 которой при �̄�𝐴
1 = 𝐵𝐴

1 − 𝑘𝐴1𝐴2 выпол-
няется

𝐴1�̄�𝑖 +𝐴2𝛽𝑖 = �̄�𝐴
1 = (𝑟1 − 𝑘)𝐴1𝐴2 + 𝛼𝑠𝐴1 +𝐴2𝛽1 ⩾ 0

644



Некоторые необходимые и некоторые достаточные условия локального экстремума . . .

и при этом �̄�𝐴
1 = 0 ⇒ [𝑟1 = 𝑘, 𝛼𝑠 = 0, 𝛽1 = 0]. Если �̄�𝐴

1 = 0, то равенство
𝑟1 = 𝑘 означает, что многочлен 𝑔𝐴1 (𝑢) имеет степень 𝑟1 − 𝑘 = 0, т. е. является
константой 𝐺 ̸= 0 (поскольку 𝑔𝐴1 (𝑢0) ̸= 0), и тогда

𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝛼1−𝑘𝐴2𝑦𝛽1𝑔𝐴1 (𝑥

−𝐴2𝑦𝐴1) = 𝐺𝑥𝛼1−𝑘𝐴2𝑦𝛽1 =

= 𝐺𝑥𝛼𝑠+𝑟1𝐴2−𝑘𝐴2𝑦𝛽1 = 𝐺𝑥0𝑦0 = 𝐺,

т. е. 𝐴-квазиоднородная форма 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) является этой же константой.

Перейдем теперь к изложению главного результата этого раздела, а имен-
но к получению общего критерия локального минимума в стационарной точ-
ке для полинома, являющегося суммой двух 𝐴-квазиоднородных форм, где
𝐴 ∈ N2

0. Пусть 𝑝(𝑥, 𝑦)— полином, для которого выполнены условия утвержде-
ния 9: 𝑝(𝑥, 𝑦) ̸≡ 0, 𝑝(0, 0) = 0, 𝑝′(0, 0) = 0(2) (т. е. 0(2) является стационарной
точкой), все главные квазиоднородные формы полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) из групп 1
и 2 являются неотрицательными и невырожденными в слабом смысле, и при
этом A𝑝 ̸= ∅, 𝐴 = (𝐴1, 𝐴2) ∈ A𝑝. Пусть далее

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝛼1𝑦𝛽1𝑔𝐴1 (𝑢) + 𝑥𝜒1𝑦𝜂1𝑔𝐴2 (𝑢),

где 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) удовлетворяет условиям (1)–(3), а 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦)— условиям (7)–(8).
Как это следует из утверждения 10, в этом случае A𝑝 = {𝐴}.

Пусть 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴), и при этом кратность корня 𝑢0 в многочлене 𝑔𝐴1 (𝑢)
равна четному натуральному числу 𝑘 ∈ 2N (см. утверждение 1), а кратность
корня 𝑢0 в многочлене 𝑔𝐴2 (𝑢) равна 𝑙 ∈ N∪{0}. Тогда 𝑔𝐴1 (𝑢) = (𝑢−𝑢0)

𝑘𝑔𝐴1 (𝑢),
𝑔𝐴2 (𝑢) = (𝑢 − 𝑢0)

𝑙𝑔𝐴2 (𝑢), где 𝑔𝐴1 (𝑢0) > 0 (в силу неотрицательности 𝑔𝐴1 (𝑢);
см. утверждение 1), 𝑔𝐴2 (𝑢0) ̸= 0. Пусть 𝑟1 = deg 𝑔𝐴1 (𝑢), 𝑟1 = deg 𝑔𝐴1 (𝑢), 𝑟2 =
= deg 𝑔𝐴2 (𝑢), 𝑟2 = deg 𝑔𝐴2 (𝑢). Возможны следующие 4 случая:

1) 𝑙 = 0, т. е. 𝑔𝐴2 (𝑢0) ̸= 0;
2) 0 < 𝑙 < 𝑘 и 𝑙 четно;
3) 𝑘 ⩽ 𝑙;
4) 0 < 𝑙 < 𝑘 и 𝑙 нечетно.
Используя утверждение 11, а также приведенные ранее рассуждения от-

носительно произвольной 𝐴-квазиоднородной формы 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) (см. представ-

ление (25), (26), где 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦)— снова 𝐴-квазиоднородная форма), нетрудно от

полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦)+𝜙

𝐴
2 (𝑥, 𝑦) перейти к полиному 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦)+
+ 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦), также являющемуся суммой двух 𝐴-квазиоднородных форм, та-
кому, что 𝑈𝑝(𝐴) ⊆ 𝑈𝑝(𝐴), полином 𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) является неотрицательным и для
нового полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) для любого 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴) будут выполняться только
случаи вида 1, 4 и при этом в случае вида 4 будет 𝑙 = 1. Действительно, ис-
пользуя утверждение 11, при каждом фиксированном 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴) от случая 2
легко переходим к случаю вида 1; от случая 3 — к случаю, когда 𝑢0 /∈ 𝑈𝑝(𝐴);
от случая 4 при 𝑙 > 1— к случаю вида 4 при 𝑙 = 1. Более того, в силу утвер-
ждения 11 при таком переходе 0(2) является точкой локального минимума
полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) тогда и только тогда, когда она является точкой локального
минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦). Если при этом для полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) для любого
𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴) выполняется случай вида 1, то мы находимся в области при-
менимости описанного в разделе 3 алгоритма, используя который, получим
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однозначный ответ, является ли 0(2) точкой локального минимума полинома
𝑝(𝑥, 𝑦) (а тем самым и 𝑝(𝑥, 𝑦)).

Покажем теперь, что в случае выполнения для полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) условия
вида 4, где 𝑙 = 1 хотя бы при одном 𝑢0 ∈ 𝑈𝑝(𝐴), точка 0(2) не является точкой
локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦) (а тем самым и 𝑝(𝑥, 𝑦)). Для простоты
обозначений считаем, что 𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝑝(𝑥, 𝑦).

Таким образом, рассматриваем случай, когда (см. (1)–(3), (7)–(8))

𝑝(𝑥, 𝑦) = 𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) + 𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝛼1𝑦𝛽1𝑔𝐴1 (𝑢) + 𝑥𝜒1𝑦𝜂1𝑔𝐴2 (𝑢) =

= 𝑥𝛼1𝑦𝛽1(𝑢− 𝑢0)
𝑘𝑔𝐴1 (𝑢) + 𝑥𝜒1𝑦𝜂1(𝑢− 𝑢0)𝑔

𝐴
2 (𝑢), 𝑘 ∈ 2N,

где, как и ранее, 𝑒 = (−𝐴2, 𝐴1), 𝑢 = 𝑥𝑒1𝑦𝑒2 = 𝑥−𝐴2𝑦𝐴1 , и при этом, используя
(25), (26), имеем:

𝑝(𝑥, 𝑦) = (𝑦𝐴1 − 𝑢0𝑥
𝐴2)𝑘𝜙𝐴

1 (𝑥, 𝑦) + (𝑦𝐴1 − 𝑢0𝑥
𝐴2)𝜙𝐴

2 (𝑥, 𝑦),

𝜙𝐴
1 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝛼1−𝑟1𝐴2𝑦𝛽1 [𝑥𝑟1𝐴2𝑔𝐴1 (𝑥

−𝐴2𝑦𝐴1)] = 𝑥𝛼1−𝑘𝐴2𝑦𝛽1𝑔𝐴1 (𝑥
−𝐴2𝑦𝐴1),

𝜙𝐴
2 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝜒1−𝑟2𝐴2𝑦𝜂1 [𝑥(𝑟2−1)𝐴2𝑔2(𝑥

−𝐴2𝑦𝐴1)] = 𝑥𝜒1−𝐴2𝑦𝜂1𝑔2(𝑥
−𝐴2𝑦𝐴1).

Пусть для некоторых 𝑐0 ̸= 0, 𝑑0 ̸= 0 выполняется 𝑢0 = 𝑐𝑒10 𝑑
𝑒2
0 = 𝑐−𝐴2

0 𝑑𝐴1
0 .

Рассмотрим многочлены

𝑥(𝑡) = 𝑐0𝑡
𝐴1 , 𝑦(𝑡) = 𝑑0𝑡

𝐴2 ± 𝑑0𝑡
𝐴2+𝜅 = 𝑑0𝑡

𝐴2(1± 𝑡𝜅), 𝜅 ∈ N.

Тогда9

[𝑥(𝑡)]−𝐴2 = [𝑐0𝑡
𝐴1 ]−𝐴2 = 𝑐−𝐴2

0 𝑡−𝐴1𝐴2 ,

[𝑦(𝑡)]𝐴1 = [𝑑0𝑡
𝐴2(1± 𝑡𝜅)]𝐴1 = 𝑑𝐴1

0 𝑡𝐴1𝐴2 + 𝑜(𝑡𝐴1𝐴2),

[𝑥(𝑡)]−𝐴2 [𝑦(𝑡)]𝐴1 = 𝑐−𝐴2
0 𝑑𝐴1

0 +𝑂(𝑡) = 𝑢0 +𝑂(𝑡),

𝑔𝐴1 ([𝑥(𝑡)]
−𝐴2 [𝑦(𝑡)]𝐴1) = 𝑔𝐴1 (𝑢0 +𝑂(𝑡)) = 𝑔𝐴1 (𝑢0) +𝑂(𝑡),

𝑔𝐴2 ([𝑥(𝑡)]
−𝐴2 [𝑦(𝑡)]𝐴1) = 𝑔𝐴2 (𝑢0 +𝑂(𝑡)) = 𝑔𝐴2 (𝑢0) +𝑂(𝑡),

𝜙𝐴
1 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = [𝑥(𝑡)]𝛼1−𝑘𝐴2 [𝑦(𝑡)]𝛽1𝑔𝐴1 ([𝑥(𝑡)]

−𝐴2 [𝑦(𝑡)]𝐴1) =
= ℎ1𝑡

𝜎1 + 𝑜(𝑡𝜎1), ℎ1 > 0, 𝜎1 ∈ N ∪ {0},

𝜙𝐴
2 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = [𝑥(𝑡)]𝜒1−𝐴2 [𝑦(𝑡)]𝜂1𝑔𝐴2 ([𝑥(𝑡)]

−𝐴2 [𝑦(𝑡)]𝐴1) =
= ℎ2𝑡

𝜎2 + 𝑜(𝑡𝜎2), ℎ2 ̸= 0, 𝜎2 ∈ N ∪ {0},

[𝑦(𝑡)]𝐴1 − 𝑢0[𝑥(𝑡)]
𝐴2 = 𝑑𝐴1

0 𝑡𝐴1𝐴2(1± 𝑡𝜅)𝐴1 − 𝑢0𝑐
𝐴2
0 𝑡𝐴1𝐴2 =

= 𝑑𝐴1
0 𝑡𝐴1𝐴2(1±𝐴1𝑡

𝜅 + 𝑜(𝑡𝜅))− 𝑢0𝑐
𝐴2
0 𝑡𝐴1𝐴2 =

= [𝑑𝐴1
0 − 𝑢0𝑐

𝐴2
0 ]𝑡𝐴1𝐴2 ± 𝑑𝐴1

0 𝐴1𝑡
𝐴1𝐴2+𝜅 + 𝑜(𝑡𝐴1𝐴2+𝜅) =

= ±𝑑𝐴1
0 𝐴1𝑡

𝐴1𝐴2+𝜅 + 𝑜(𝑡𝐴1𝐴2+𝜅).

Соответственно,

([𝑦(𝑡)]𝐴1 − 𝑢0[𝑥(𝑡)]
𝐴2)𝑘 = ℎ3𝑡

𝜎3+𝑘𝜅 + 𝑜(𝑡𝜎3+𝑘𝜅), ℎ3 > 0, 𝜎3 ∈ N.
9Конкретные значения некоторых величин: ℎ1, . . . , ℎ5, 𝜎1, . . . , 𝜎5 не играют роли.
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Таким образом, получаем

𝑝(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = ([𝑦(𝑡)]𝐴1 − 𝑢0[𝑥(𝑡)]
𝐴2)𝑘𝜙𝐴

1 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) +

+ ([𝑦(𝑡)]𝐴1 − 𝑢0[𝑥(𝑡)]
𝐴2)𝜙𝐴

2 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) =

= ℎ4𝑡
𝜎4+𝑘𝜅 + ℎ5𝑡

𝜎5+𝜅 + 𝑜(𝑡𝜎4+𝑘𝜅) + 𝑜(𝑡𝜎5+𝜅), (27)

где при соответствующем выборе знака в многочлене 𝑦(𝑡) = 𝑑0𝑡
𝐴2(1 ± 𝑡𝜅)

(учитываем знак величины ℎ2 ̸= 0) выполняется ℎ4 > 0, ℎ5 < 0, 𝜎4, 𝜎5 ∈ N.
Выберем число 𝜅 ∈ N столь большим, чтобы 𝜎4 + 𝑘𝜅 > 𝜎5 + 𝜅. Это можно
сделать, поскольку 𝑘 ⩾ 2 (т. е. достаточно взять любое 𝜅 > 𝜎5−𝜎4). Тогда из
(27) получаем

𝑝(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = ℎ5𝑡
𝜎5+𝜅 + 𝑜(𝑡𝜎5+𝜅), ℎ5 < 0, 𝜎5 + 𝜅 ∈ N,

т. е. выполняется условие (У4), а следовательно, точка 0(2) не является точкой
локального минимума полинома 𝑝(𝑥, 𝑦). Описание критерия, обеспечивающе-
го однозначную проверку локального минимума в стационарной точке для
рассматриваемого случая, завершено.

Заключение. В работе изложены необходимые и достаточные условия
локального минимума в стационарной точке полинома или абсолютно сходя-
щегося степенного ряда 𝑝(𝑥, 𝑦) от двух переменных 𝑥, 𝑦 для случаев, когда
использование матрицы вторых производных невозможно.

В простейших случаях, когда 𝑝(𝑥, 𝑦) является квазиоднородной полино-
миальной формой или суммой двух 𝐴-квазиоднородных форм (где 𝐴— дву-
мерный вектор с натуральными компонентами), сформулировано единое кри-
териальное условие, применимое на практике.

В более сложных случаях отдельно представлены необходимые и доста-
точные условия локального минимума. Для их анализа используется много-
гранник Ньютона полинома (степенного ряда) 𝑝(𝑥, 𝑦), а при необходимости —
разложение 𝑝(𝑥, 𝑦) на сумму квазиоднородных форм. Эти условия могут быть
проверены с помощью практически реализуемого алгоритма и его модифика-
ций, описанных в работе. Основные шаги алгоритма включают вычисление
действительных корней многочленов от одной переменной и решение других
практически выполнимых задач. Однако остаются случаи, когда предложен-
ный алгоритм неприменим.

Для таких случаев разработан метод «подстановки многочленов с неопре-
деленными коэффициентами». В частности, на его основе удалось построить
алгоритм, однозначно определяющий наличие локального минимума в стаци-
онарной точке для полиномов, являющихся суммой двух 𝐴-квазиоднородных
форм с натуральными компонентами вектора 𝐴. Этот результат использует-
ся также как вспомогательный инструмент для исследования более общих
задач.

С одной стороны, полученные результаты применимы к широкому классу
практических задач. С другой стороны, объединение необходимых и доста-
точных условий в единое критериальное условие удалось лишь для узкого
класса задач. Расширение этого класса или добавление новых условий пред-
ставляет собой важное направление дальнейших исследований. Перспектив-
ным представляется развитие метода «подстановки многочленов с неопреде-
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ленными коэффициентами». В настоящей работе этот метод применялся пре-
имущественно для доказательства отсутствия локального минимума, однако
его потенциал для формулировки достаточных условий требует дополнитель-
ного изучения.

Отдельно отметим важность задачи поиска линейного преобразования пе-
ременных, приводящего исходную задачу к виду, удобному для применения
предложенных методов (в случаях их изначальной неприменимости). Вполне
вероятно, что подобный подход, использованный в [1, 5], может быть приме-
нен и для рассматриваемого класса задач.
Конфликт интересов. Автор заявляет об отсутствии конфликта интересов.
Ответственность автора. Автор несет полную ответственность за подготовку
окончательной версии рукописи и подтверждает ее одобрение для публикации.
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Abstract
This study extends the author’s previous works establishing necessary

and sufficient conditions for a local extremum at a stationary point of a
polynomial or an absolutely convergent power series in its neighborhood.
It is known that in the one-dimensional case, the necessary and sufficient
conditions for an extremum coincide, forming a single criterion.

The next stage of analysis focuses on the two-dimensional case, which
constitutes the subject of the present research. Verification of extremum
conditions in this case reduces to algorithmically feasible procedures: com-
puting real roots of univariate polynomials and solving a series of practically
implementable auxiliary problems.

An algorithm based on these procedures is proposed. For situations where
its applicability is limited, a method of substituting polynomials with un-
determined coefficients is developed. Building on this method, an algorithm
is constructed to unambiguously verify the presence of a local minimum
at a stationary point for polynomials representable as a sum of two 𝐴-
quasihomogeneous forms, where 𝐴 is a two-dimensional vector with natural
components.
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