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Аннотация
Исследуется взаимодействие механического, температурного и диф-

фузионного полей при нестационарном изгибе консольно закрепленной
балки. Математическая постановка задачи основана на системе уравне-
ний нестационарных изгибных колебаний балки Бернулли–Эйлера с уче-
том тепломассопереноса. Данная система получена из общей модели тер-
момеханодиффузии для сплошных сред с использованием обобщенного
принципа виртуальных перемещений. В рамках исследования предпола-
гается, что скорость распространения тепловых и диффузионных воз-
мущений является конечной. На примере консольно закрепленной трех-
компонентной балки из сплава цинка, меди и алюминия, находящей-
ся под действием нестационарной нагрузки, приложенной к свободному
концу, проведен анализ взаимодействия механического, температурного
и диффузионного полей.

Ключевые слова: термомеханодиффузия, балка Бернулли–Эйлера,
консоль, функция Грина, метод эквивалентных граничных условий,
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Введение. В последнее время все больший научный и практический ин-
терес вызывают связанные нестационарные модели механики деформируе-
мого твердого тела, в частности модели термомеханодиффузии. Это связано
с тем, что диффузия, особенно при повышенных температурах, влияя на на-
пряженно-деформированное состояние тела, может оказывать нежелательное
воздействие на конструкции или их отдельные элементы.

Экспериментальные исследования середины XX века и теоретические ос-
новы, заложенные в работах конца XX века, позволили перейти к построе-
нию замкнутых математических моделей и формулировке начально-краевых
задач термомеханодиффузии. За последние годы опубликовано значительное
количество работ, посвященных исследованию взаимодействия механических,
температурных и диффузионных полей в сплошных средах, а также в балках,
пластинах и оболочках, которые составляют основу большинства реальных
конструкций [1–17].

Среди этих публикаций следует выделить работы, посвященные изуче-
нию влияния тепломассопереноса на напряженно-деформированное состоя-
ние пологой трансверсально-изотропной оболочки [1–4]. В частности, в ста-
тье [4] предложен вариационный подход к моделированию термодиффузи-
онных процессов, возникающих при контакте гладких слоистых оболочек.
В работах [5,6] рассчитано осесимметричное напряженное состояние нагретой
трансверсально-изотропной сферической оболочки с круговым отверстием
при диффузионном насыщении в квазистатическом приближении. В публи-
кациях [7–16] проведен анализ термомеханодиффузионных явлений в балках
Бернулли—Эйлера и пластинах Кирхгофа. В работе [17] экспериментально
исследовано влияние деформаций на массоперенос в пластине из поликри-
сталлического никеля, покрытой медью, к краям которой приложена растя-
гивающая нагрузка.

Анализ публикаций показывает, что, с одной стороны, проблема взаи-
модействия физических полей в сплошных средах и элементах конструк-
ций остается актуальной. С другой стороны, основное внимание уделяется
преимущественно квазистатическим термомеханодиффузионным процессам.
Нестационарным моделям посвящены лишь работы [10,14], где рассматрива-
ются пластины Кирхгофа [10] и балки Бернулли—Эйлера [14].

В данной работе предложена модель нестационарных термомеханодиффу-
зионных колебаний консольно закрепленной балки, основанная на гипотезах
Бернулли—Эйлера и учитывающая конечную скорость распространения теп-
ловых и диффузионных потоков, что отличает ее от модели, рассмотренной
в [14]. Постановка задачи и общая схема решения были изложены в публика-
ции [18], где отмечено, что граничные условия, соответствующие консольному
закреплению, не позволяют получить решение в виде рядов по собственным
функциям термоупругодиффузионного оператора.

В связи с этим предложен метод решения, основанный на использовании
эквивалентных граничных условий. Суть метода заключается в рассмотре-
нии вспомогательной задачи, отличающейся от исходной только краевыми
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условиями, которые допускают построение аналитического решения в виде
рядов Фурье методом разделения переменных. Соотношения, связывающие
правые части граничных условий обеих задач, записываются в виде системы
интегральных уравнений Вольтерры первого рода, которая решается числен-
но с использованием квадратурных формул средних прямоугольников. В ре-
зультате решение исходной задачи получается путем численного вычисления
сверток функций Грина вспомогательной задачи с функциями, найденными
в результате решения указанной системы интегральных уравнений.

1. Постановка задачи. В работе исследуются физико-механические про-
цессы, возникающие при термоупругодиффузионном изгибе консольно за-
крепленной ортотропной балки Бернулли—Эйлера под действием нестаци-
онарной поперечной нагрузки, приложенной к свободному концу. Изгибные
деформации вызывают нагрев и порождают диффузионные потоки, направ-
ленные из зон сжатия в зоны растяжения (эффект Горского) [19, 20]. Воз-
никающий при этом тепломассоперенос влияет на механическое поле и, как
следствие, на напряженно-деформированное состояние балки.

Математическая постановка задачи представляет собой замкнутую систе-
му уравнений поперечных колебаний балки с учетом термодиффузии. Эта
система получена с использованием обобщенного принципа виртуальных пе-
ремещений из общей модели термоупругой диффузии для сплошных сред
с конечной скоростью распространения тепловых и диффузионных потоков
[21–23]. Схема приложенных усилий представлена на рис. 1. На закрепленном
конце поддерживаются постоянные температура и концентрации диффузан-
тов, а свободный конец является тепло- и массоизолированным.

Математическая модель поперечных колебаний балки описывается урав-
нениями [18, 24] (штрих обозначает производную по продольной координате
𝑥1, а точка — производную по времени):

𝜕2𝑣′′

𝜕𝜏2
− 𝑎
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𝜕𝜏2
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𝐻𝑞.

Все величины в (1) являются безразмерными. Для них приняты следую-

Рис. 1. Иллюстрация к постановке задачи
[Figure 1. Illustration of the problem statement]
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щие обозначения:
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где 𝑡— время; 𝑥*𝑖 — прямоугольные декартовы координаты; 𝑣*(𝑥1, 𝜏)— про-
гиб балки; 𝑙— длина балки; 𝜂𝑞(𝑥1, 𝑥2, 𝜏) = 𝑥2𝐻𝑞(𝑥1, 𝜏)— приращение концен-
трации 𝑞-той компоненты вещества в составе (𝑁 + 1)-компонентной среды;
𝐻𝑞 — линейная плотность приращения концентрации; 𝑛(𝑞)0 — начальная кон-
центрация 𝑞-того вещества; 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 — упругие постоянные; 𝜌— плотность; 𝛼(𝑞)

𝑖𝑗 —
коэффициенты, характеризующие объемное изменение среды за счет диф-
фузии; 𝜐(𝑞) — коэффициенты, характеризующие нагрев среды за счет диф-
фузии; 𝐷(𝑞)

𝑖𝑗 — коэффициенты диффузии; 𝑅— универсальная газовая посто-
янная; 𝜃(𝑥1, 𝑥2, 𝜏) = 𝑥2𝜗(𝑥1, 𝜏)— приращение температуры; 𝜗(𝑥1, 𝜏)— линей-
ная плотность приращения температуры; 𝑇 — актуальная температура сре-
ды; 𝑇0 — начальная температура среды; 𝜅𝑖𝑗 — компоненты тензора теплопро-
водности; 𝑐0 — удельная теплоемкость; 𝑏𝑖𝑗 — температурные коэффициенты,
характеризующие деформации за счет нагрева; 𝑚(𝑞) — молярная масса 𝑞-того
вещества; 𝜏 (𝑞) и 𝜏𝑡 — время релаксации диффузионных и тепловых потоков;
𝐽*
3 — момент инерции сечения; 𝐹 * — площадь сечения.

Уравнения (1) дополняются начально-краевыми условиями, которые в слу-
чае консольного закрепления имеют вид

𝑣′|𝑥=0 = 0, 𝑣|𝑥=0 = 0, 𝐻𝑞|𝑥=0 = 0, 𝜗|𝑥=0 = 0,[︂
𝑣′′ + 𝑏1𝜗+

𝑁∑︁
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𝛼
(𝑗)
1 𝐻𝑗

]︂
𝑥=1
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′ +
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𝛼
(𝑗)
1 𝐻 ′
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𝜕2𝑣′

𝜕𝜏2

]︂
𝑥=1

= −
𝑄

𝐽3
, 𝑄 =

𝑄*

𝐶1111
,

𝜗′|𝑥=1 = 0, [Λ
(𝑞)
11 𝑣

′′′ −𝑀
(𝑞)
1 𝜗′ +𝐷

(𝑞)
1 𝐻 ′

𝑞]𝑥=1 = 0,

(2)

где 𝑄* — поперечная нагрузка на свободном конце балки. Начальные условия
полагаются нулевыми.

2. Алгоритм построения функций Грина. Основная проблема за-
ключается в невозможности построения решения задачи (1), (2) в виде ря-
дов Фурье, что осложняет обращение преобразования Лапласа, используемо-
го при решении этой задачи. Для преодоления указанной проблемы приме-
няется метод эквивалентных граничных условий. Суть метода заключается

685



З ем с к о в А. В., Ле В. Х., С е р дюк Д. О.

в рассмотрении вспомогательной задачи со следующими граничными усло-
виями [23,25]:

[︂
𝑣′′ + 𝑏1𝜗+

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
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(3)

при этом функции 𝑓1(𝜏) и 𝑓2(𝜏) подлежат определению.
Решение задачи (1), (3) прядставляется в виде⎧⎨⎩ 𝑣(𝑥, 𝜏)

𝜗(𝑥, 𝜏)
𝐻𝑞(𝑥, 𝜏)

⎫⎬⎭ =

∫︁ 𝜏

0

3∑︁
𝑘=1

⎧⎨⎩ 𝐺1𝑘(𝑥, 𝜏 − 𝜉)
𝐺2𝑘(𝑥, 𝜏 − 𝜉)

𝐺𝑞+2,𝑘(𝑥, 𝜏 − 𝜉)

⎫⎬⎭ 𝑓𝑘(𝜉)𝑑𝜉, (4)

где 𝐺𝑚𝑘 — краевые функции Грина задачи (1), (3), которые, в свою очередь,
являются решениями следующих задач:

𝜕2𝐺′′
1𝑘

𝜕𝜏2
− 𝑎

𝜕2𝐺1𝑘

𝜕𝜏2
= 𝐺𝐼𝑉

1𝑘 + 𝑏1𝐺
′′
2𝑘 +

∑︀𝑁
𝑗=1 𝛼

(𝑗)
1 𝐺′′

𝑗+2,𝑘,

𝑀∑︁
𝑙=0

(𝜏0)
𝑙

𝑙!

𝜕𝑙+1

𝜕𝜏 𝑙+1

(︂
𝐺2𝑘 −𝐵1𝐺

′′
1𝑘 +

𝑁∑︁
𝑞=1

𝑣(𝑞)𝐺𝑞+2,𝑘

)︂
= 𝜅1𝐺

′′
2𝑘,

𝐾∑︁
𝑟=0

(𝜏𝑞)
𝑟

𝑟!

𝜕𝑟+1𝐺𝑞+2,𝑘

𝜕𝜏𝑘+1
= 𝐷

(𝑞)
1 𝐺′′

𝑞+2,𝑘 + Λ
(𝑞)
11 𝐺

𝐼𝑉
1𝑘 −𝑀

(𝑞)
1 𝐺′′

2𝑘,

(5)

𝐺1𝑘|𝑥=0 = 0, 𝐺𝑞+2,𝑘|𝑥1=0 = 0, 𝐺2𝑘|𝑥1=0 = 0,

𝐺′
1𝑘|𝑥1=1 = 𝛿2𝑘𝛿(𝜏), 𝐺′

2𝑘|𝑥1=1 = 0,[︂
𝐺′′

1𝑘 + 𝑏1𝐺2𝑘 +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺𝑗+2,𝑘

]︂
𝑥=0

= 𝛿1𝑘𝛿(𝜏),[︂
𝐺′′′

1𝑘 + 𝑏1𝐺
′
2𝑘 +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺′

𝑗+2,𝑘 −
𝜕2𝐺′

1𝑘

𝜕𝜏2

]︂
𝑥=1

= 𝛿3𝑘𝛿(𝜏),[︀
𝐷

(𝑞)
1 𝐺′

𝑞+2,𝑘 + Λ
(𝑞)
11 𝐺

′′′
1𝑘 −𝑀

(𝑞)
1 𝐺′

2𝑘

]︀
𝑥1=1

= 0.

(6)

Здесь 𝛿𝑖𝑗 — символы Кронекера, 𝛿(𝜏)— дельта-функция Дирака.
В соответствии с алгоритмом, изложенным в работах [24,25], к задаче (5),

(6) применяется преобразование Лапласа и разложение в ряды Фурье. Для
этого каждое из уравнений (5) домножается на sin𝜆𝑛𝑥, где 𝜆𝑛 = 𝜋(𝑛 − 1/2),
и интегрируется по промежутку [0, 1] с учетом граничных условий (6). В ре-
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зультате получаем (верхний индекс 𝐿 обозначает трансформанту Лапласа):

𝑘1𝑛(𝑠)𝐺
𝐿
1𝑘𝑛(𝑠)− 𝑏1𝜆

2
𝑛𝐺

𝐿
2𝑘𝑛(𝑠)− 𝜆2𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺𝐿

𝑗+2,𝑘𝑛(𝑠) = 𝐹1𝑘𝑛(𝑠),

𝐵1𝜆
2
𝑛𝑘0(𝑠)𝐺

𝐿
1𝑘𝑛(𝑠) + 𝑘2𝑛(𝑠)𝐺

𝐿
2𝑘𝑛(𝑠) + 𝑘0(𝑠)

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑣(𝑗)𝐺𝐿
𝑗+2,𝑘𝑛(𝑠) = 𝐹2𝑘𝑛(𝑠),

−Λ
(𝑞)
11 𝜆

4
𝑛𝐺

𝐿
1𝑘𝑛(𝑠)−𝑀

(𝑞)
1 𝜆2𝑛𝐺

𝐿
2𝑘𝑛(𝑠) + 𝑘𝑞+2,𝑛(𝑠)𝐺

𝐿
𝑞+2,𝑘𝑛(𝑠) = 𝐹𝑞+2,𝑘𝑛(𝑠),

где

𝑘1𝑛(𝑠) = (𝜆2𝑛 + 𝑎)𝑠2 + 𝜆4𝑛, 𝑘2𝑛(𝑠) = 𝑘0(𝑠) + 𝜅1𝜆
2
𝑛,

𝑘0(𝑠) =

𝐾∑︁
𝑙=0

(𝜏0)
𝑙𝑠𝑙+1

𝑙!
, 𝑘𝑞+2,𝑛(𝑠) =

𝑀∑︁
𝑟=0

(𝜏𝑞)
𝑟𝑠𝑟+1

𝑟!
+𝐷

(𝑞)
1 𝜆2𝑛,

𝐹1𝑘𝑛(𝑠) = −2𝜆𝑛𝛿1𝑘 + 2(−1)𝑛+1𝜆2𝑛𝛿2𝑘 − 2(−1)𝑛+1𝛿𝑘3,

𝐹2𝑘𝑛(𝑠) = 2(−1)𝑛+1𝐵1𝑘0(𝑠)𝛿2𝑘,

𝐹𝑞+2,𝑘𝑛(𝑠) = 2Λ
(𝑞)
11 𝜆𝑛𝛿1𝑘 − 2(−1)𝑛+1Λ

(𝑞)
11 𝜆

2
𝑛𝛿2𝑘,

𝐺𝐿
𝑚𝑘(𝑥, 𝑠) =

∞∑︁
𝑛=1

𝐺𝐿
𝑚𝑘𝑛(𝑠) sin𝜆𝑛𝑥, 𝐺𝐿

𝑚𝑘𝑛(𝑠) = 2

∫︁ 1

0
𝐺𝐿

𝑚𝑘(𝑥, 𝑠) sin𝜆𝑛𝑥𝑑𝑥.

Решение полученной системы имеет вид

𝐺𝐿
𝑖𝑘𝑛 =

𝑃𝑖𝑘𝑛(𝑠)

𝑃𝑛(𝑠)
, 𝑖 = 1, 2;

𝐺𝐿
𝑞+2,𝑘𝑛 =

2Λ
(𝑞)
11 𝜆𝑛𝛿1𝑘 − 2Λ

(𝑞)
11 𝜆

2
𝑛(−1)𝑛+1𝛿2𝑘

𝑘𝑞+2,𝑛(𝑠)
+
𝑃𝑞+2,𝑘𝑛(𝑠)

𝑄𝑞𝑛(𝑠)
,

(7)

где

𝑃𝑛(𝑠) =
[︀
𝑘1𝑛(𝑠)𝑘2𝑛(𝑠) +𝐵1𝑏1𝜆

4
𝑛𝑘0(𝑠)

]︀
Π𝑛(𝑠) + 𝜆2𝑛𝑘0(𝑠)

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶
(𝑗)
1𝑛 Λ

(𝑗)
11 Π𝑗𝑛(𝑠)−

− 𝜆6𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶
(𝑗)
2𝑛 Λ

(𝑗)
11 Π𝑗𝑛(𝑠)− 𝜆8𝑛𝑘0(𝑠)

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑣(𝑖)𝛼
(𝑗)
1 𝑀 (𝑖𝑗)Π𝑖𝑗𝑛(𝑠), (8)

𝑄𝑞𝑛(𝑠) = 𝑘𝑞+2,𝑛(𝑠)𝑃𝑛(𝑠),

Π𝑛(𝑠) =
𝑁∏︁
𝑗=1

𝑘𝑗+2,𝑛(𝑠), Π𝑞𝑛(𝑠) =

𝑁∏︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑞

𝑘𝑗+2,𝑛(𝑠), Π𝑝𝑞𝑛(𝑠) =

𝑁∏︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑝,𝑞

𝑘𝑗+2,𝑛(𝑠);

𝑃11𝑛(𝑠) = −2𝜆𝑛𝑆11𝑛(𝑠) + 2𝜆3𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶
(𝑗)
2𝑛 (𝑠)Λ

(𝑗)
11 Π𝑗𝑛(𝑠)−
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− 2𝜆5𝑛𝑘0(𝑠)

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑀
(𝑖)
1 𝑆(𝑖𝑗)Λ

(𝑗)
11 Π𝑖𝑗𝑛(𝑠),

𝑃12𝑛(𝑠) = 2(−1)𝑛+1𝜆2𝑛𝑆11𝑛(𝑠) + 2(−1)𝑛+1𝐵1𝜆
2
𝑛𝑘0(𝑠)𝑆12𝑛(𝑠)−

− 2(−1)𝑛+1𝜆4𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶
(𝑗)
2𝑛 (𝑠)Λ

(𝑗)
11 Π𝑗𝑛(𝑠) +

+ 2(−1)𝑛+1𝜆6𝑛𝑘0(𝑠)
𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑀
(𝑖)
1 Λ

(𝑗)
11 𝑆

(𝑗)Π𝑖𝑗𝑛(𝑠),

𝑃21𝑛(𝑠) = 2𝜆3𝑛𝑘0(𝑠)𝑆21𝑛(𝑠)− 2𝜆𝑛𝑘0(𝑠)
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶
(𝑗)
1𝑛 (𝑠)Λ

(𝑗)
11 Π𝑗𝑛(𝑠) +

+ 2𝜆7𝑛𝑘0(𝑠)

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

Λ
(𝑖)
11Λ

(𝑗)
11 𝑆

(𝑖𝑗)Π𝑖𝑗𝑛(𝑠), (9)

𝑃22𝑛(𝑠) = −2(−1)𝑛+1𝜆4𝑛𝑘0(𝑠)𝑆21𝑛(𝑠) + 2(−1)𝑛+1𝐵1𝑆22𝑛(𝑠)𝑘0(𝑠) +

+ 2(−1)𝑛+1𝜆2𝑛𝑘0(𝑠)
𝑁∑︁
𝑗=1

𝐶
(𝑗)
1𝑛 (𝑠)Λ

(𝑗)
11 Π𝑗𝑛(𝑠)−

− 2(−1)𝑛+1𝜆8𝑛𝑘0(𝑠)

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑁∑︁
𝑗=1

Λ
(𝑖)
11Λ

(𝑗)
11 𝑆

(𝑖𝑗)Π𝑖𝑗𝑛(𝑠),

𝑃13𝑛(𝑠) = −2(−1)𝑛+1𝑆11𝑛(𝑠), 𝑃23𝑛(𝑠) = 2(−1)𝑛+1𝑘0(𝑠)𝜆
2
𝑛𝑆21𝑛(𝑠),

𝑃1,𝑞+3,𝑛(𝑠) = 0, 𝑃2,𝑞+3,𝑛(𝑠) = 0,

𝑃𝑞+2,𝑘𝑛(𝑠) = Λ
(𝑞)
11 𝜆

4
𝑛𝑃1𝑘𝑛(𝑠) +𝑀

(𝑞)
1 𝜆2𝑛𝑃2𝑘𝑛(𝑠);

𝑆11𝑛(𝑠) = 𝑘2𝑛(𝑠)Π𝑛(𝑠) + 𝜆2𝑛𝑘0(𝑠)
𝑁∑︁
𝑗=1

𝑣(𝑗)𝑀
(𝑗)
1 Π𝑗𝑛(𝑠),

𝑆12𝑛(𝑠) = 𝑏1Π𝑛(𝑠) + 𝜆2𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝑀

(𝑗)
1 Π𝑗𝑛(𝑠),

𝑆21𝑛(𝑠) = 𝐵1Π𝑛(𝑠) + 𝜆2𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑣(𝑗)Λ
(𝑗)
11 Π𝑗𝑛(𝑠),

𝑆22𝑛(𝑠) = 𝑘1𝑛(𝑠)Π𝑛(𝑠)− 𝜆6𝑛

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 Λ

(𝑗)
11 Π𝑗𝑛(𝑠),

(10)
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𝐶
(𝑗)
1𝑛 (𝑠) = 𝑘1𝑛(𝑠)𝑣

(𝑗) + 𝜆4𝑛𝐵1𝛼
(𝑗)
1 , 𝐶

(𝑗)
2𝑛 (𝑠) = 𝑘2𝑛(𝑠)𝛼

(𝑗)
1 − 𝑏1𝑘0(𝑠)𝑣

(𝑗),

𝑆(𝑖𝑗) = 𝛼
(𝑖)
1 𝑣(𝑗) − 𝛼

(𝑗)
1 𝑣(𝑖)𝑀 (𝑖𝑗) =𝑀

(𝑖)
1 Λ

(𝑗)
11 − Λ

(𝑖)
11𝑀

(𝑗)
1 .

Оригиналы функций (9) находятся с помощью вычетов и таблиц опера-
ционного исчисления

𝐺𝑖𝑘𝑛(𝜏) =
Σ∑︁

𝑗=1

𝐴
(𝑗)
𝑖𝑘𝑛 exp(𝑠𝑗𝑛𝜏), 𝐴

(𝑗)
𝑖𝑘𝑛 =

𝑃𝑖𝑘𝑛(𝑠𝑗𝑛)

𝑃 ′
𝑛(𝑠𝑗𝑛)

, 𝑖 = 1, 2;

𝐴
(𝑙)
𝑞+2,𝑘𝑛 =

𝑃𝑞+1,𝑘𝑛(𝑠𝑙𝑛)

𝑄′
𝑞𝑛(𝑠𝑙𝑛)

, Σ = (𝐾 + 1)𝑁 +𝑀 + 3;

𝐺𝑞+2,𝑘𝑛(𝜏) = 2Λ
(𝑞)
11

(︀
𝜆𝑛𝛿1𝑘 − (−1)𝑛+1𝜆2𝑛𝛿2𝑘

)︀𝐾+1∑︁
𝑟=1

exp(𝜉𝑞𝑟𝑛𝜏)

𝑘′𝑞+2,𝑛(𝜉𝑞𝑟𝑛)
+

+
Σ+𝐾+1∑︁

𝑗=1

𝐴
(𝑗)
𝑞+2,𝑘𝑛 exp(𝑠𝑗𝑛𝜏),

(11)

где 𝑠𝑗𝑛, 𝑗 = 1,Σ,— нули многочлена 𝑃𝑛(𝑠); 𝜉𝑞𝑟𝑛 — нули многочлена 𝑘𝑞+2,𝑛(𝑠).

3. Метод эквивалентных граничных условий. Следующий этап ре-
шения заключается в построении соотношений, связывающих правые части
граничных условий исходной и вспомогательной задач. Для этого решения
(4) подставляются в граничные условия (2). В результате приходим к следу-
ющей системе интегральных уравнений:

2∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝜏

0
𝑎𝑖𝑗(𝜏 − 𝑡)𝑓𝑗(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜙𝑖(𝜏), (12)

где
𝑎11(𝜏) = 𝐺′

11(0, 𝜏), 𝑎12(𝜏) = 𝐺′
12(0, 𝜏),

𝑎21(𝜏) = 𝐺′′
11(1, 𝜏) + 𝑏1𝐺21(1, 𝜏) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺𝑗+2,1(1, 𝜏),

𝑎22(𝜏) = 𝐺′′
12(1, 𝜏) + 𝑏1𝐺22(1, 𝜏) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺𝑗+2,2(1, 𝜏),

𝜙1(𝜏) = −
∫︁ 𝜏

0
𝐺′

13(0, 𝜏 − 𝑡)𝑓3(𝑡)𝑑𝑡,

𝜙2(𝜏) = −
∫︁ 𝜏

0

[︂
𝐺′′

13(1, 𝜏 − 𝑡) + 𝑏1𝐺23(1, 𝜏 − 𝑡) +
𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺𝑗+1,3(1, 𝜏 − 𝑡)

]︂
𝑓3(𝑡)𝑑𝑡.

Интегрированием по частям система (12) приводится к виду

2∑︁
𝑗=1

∫︁ 𝜏

0
𝐴𝑖𝑗(𝜏 − 𝑡)

𝜕𝑓𝑗(𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡 = 𝜙𝑖(𝜏), 𝐴𝑖𝑗(𝜏) =

∫︁ 𝜏

0
𝑎𝑖𝑗(𝑡)𝑑𝑡 (13)
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и далее решается численно с помощью квадратурных формул средних прямо-
угольников [23,25]. Для этого область интегрирования [0, 𝜏 ] разбивается на𝑁𝑡

отрезков точками 𝑡𝑚 = 𝑚ℎ𝑡, 𝑚 = 0, 𝑁𝑡, с равномерным шагом ℎ𝑡 = 𝜏/𝑁𝑡

и вводятся сеточные функции 𝑦𝑗𝑚 = 𝜕𝑓𝑗(𝑡𝑚)/𝜕𝜏 , 𝐴𝑖𝑗
𝑚 = 𝐴𝑖𝑗(𝑡𝑚). Интегралы

аппроксимируются с помощью формул средних прямоугольников:∫︁ 𝜏

0
𝐴𝑖𝑗(𝜏 − 𝑡)

𝜕𝑓𝑗(𝑡)

𝜕𝑡
𝑑𝑡 ≈ ℎ𝑡𝑆

𝑖𝑗
𝑚−1/2 + ℎ𝑡𝐴

𝑖𝑗
1/2𝑦

𝑗
𝑚−1/2,

𝑆𝑖𝑗
𝑚−1/2 =

𝑚−1∑︁
𝑙=1

𝐴𝑖𝑗
𝑚−𝑙+1/2𝑦

𝑗
𝑙−1/2, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑁 + 2;

𝑡𝑚−1/2 = (𝑡𝑚−1 + 𝑡𝑚)/2 = ℎ𝑡(𝑚− 1/2),

𝑡𝑚−𝑙+1/2 = 𝑡𝑚 − 𝑡𝑙−1/2 = ℎ𝑡(𝑚− 𝑙 + 1/2), 𝑚 = 1, 𝑁𝑡.

В результате приходим к рекуррентной последовательности систем ли-
нейных алгебраических уравнений (𝑚 > 1):

𝐴𝑦𝑚−1/2 = 𝑏𝑚−1/2, 𝐴 = (𝐴𝑖𝑗
1/2)2×2,

𝑏𝑚−1/2 = (𝑏𝑖𝑚−1/2)2×1, 𝑏𝑖𝑚−1/2 =
𝐹𝑖(𝑡𝑚)

ℎ𝑡
−

2∑︁
𝑗=1

𝑆𝑖𝑗
𝑚−1/2,

(14)

где 𝑦𝑚−1/2 = (𝑦𝑖𝑚−1/2)4×4 — столбец неизвестных.
Решение системы (14) находится по правилу Крамера:

𝑦1𝑚−1/2 =
𝑏1𝑚−1/2𝐴

22
1/2 − 𝑏2𝑚−1/2𝐴

12
1/2

𝐴11
1/2𝐴

22
1/2 −𝐴12

1/2𝐴
21
1/2

, 𝑦2𝑚−1/2 =
𝑏2𝑚−1/2𝐴

11
1/2 − 𝑏1𝑚−1/2𝐴

21
1/2

𝐴11
1/2𝐴

22
1/2 −𝐴12

1/2𝐴
21
1/2

. (15)

Полученные таким образом сеточные значения функций 𝜕𝑓1/𝜕𝜏 и 𝜕𝑓2/𝜕𝜏
подставляются в свертки (4), которые также вычисляются численно. В ре-
зультате получаем решение исходной задачи (1), (2):

𝑣(𝑥, 𝑡𝑖) = ℎ𝑡

2∑︁
𝑙=1

𝑖∑︁
𝑗=1

𝐺̃1𝑙(𝑥, 𝑡𝑖−𝑗+1/2)𝑦
𝑙
𝑗−1/2 +

∫︁ 𝑡𝑖

0
𝐺13(𝑥, 𝑡𝑖 − 𝑡)𝑓3(𝑡)𝑑𝑡,

𝜗(𝑥, 𝑡𝑖) = ℎ𝑡

2∑︁
𝑙=1

𝑖∑︁
𝑗=1

𝐺̃2𝑙(𝑥, 𝑡𝑖−𝑗+1/2)𝑦
𝑙
𝑗−1/2 +

∫︁ 𝑡𝑖

0
𝐺23(𝑥, 𝑡𝑖 − 𝑡)𝑓3(𝑡)𝑑𝑡,

𝜂𝑞(𝑥, 𝑡𝑖) = ℎ𝑡

2∑︁
𝑙=1

𝑖∑︁
𝑗=1

𝐺̃𝑞+2,𝑙(𝑥, 𝑡𝑖−𝑗+1/2)𝑦
𝑙
𝑗−1/2 +

∫︁ 𝑡𝑖

0
𝐺𝑞+2,3(𝑥, 𝑡𝑖 − 𝑡)𝑓3(𝑡)𝑑𝑡,

𝐺̃𝑚𝑘(𝑥, 𝜏) =

∫︁ 𝜏

0
𝐺𝑚𝑘(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡.

4. Предельные переходы. Полагая в (8)–(10) 𝛼(𝑞)
1 = 0, 𝑏1 = 0 и 𝐷(𝑞)

1 = 0

из соотношений (11) получаем функции Грина 𝐺(𝑒𝑙)
1 (𝑥, 𝜏) упругой задачи [25]:

𝐺
(𝑒𝑙)
1 (𝑥, 𝜏) = −2

∞∑︁
𝑛=1

𝜆𝑛 sin[𝛾(𝜆𝑛)𝜏 ]

(𝜆2𝑛 + 𝑎)𝛾(𝜆𝑛)
sin𝜆𝑛𝑥,
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𝐺
(𝑒𝑙)
2 (𝑥, 𝜏) = 2

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1𝜆2𝑛 sin[𝛾(𝜆𝑛)𝜏 ]

(𝜆2𝑛 + 𝑎)𝛾(𝜆𝑛)
sin𝜆𝑛𝑥,

𝐺
(𝑒𝑙)
3 (𝑥, 𝜏) = −2

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1 sin[𝛾(𝜆𝑛)𝜏 ]

(𝜆2𝑛 + 𝑎)𝛾 (𝜆𝑛)
sin𝜆𝑛𝑥,

где 𝛾(𝜆𝑛) = 𝜆2𝑛/
√︀
𝜆2𝑛 + 𝑎.

Полагая в граничных условиях (3)

𝑓𝑘(𝜏) = 𝑓𝑘𝐻(𝜏), 𝑘 = 1, 3

и переходя к пределу при 𝜏 → ∞, получаем решение задачи об изгибе кон-
сольно закрепленной балки под действием статической нагрузки, приложен-
ной к свободному концу. Здесь 𝐻(𝜏)— функция Хевисайда.

Функции Грина статической задачи 𝐺
(𝑠𝑡)
𝑚𝑘 (𝑥) выражаются через функции

Грина 𝐺𝑚𝑘(𝑥, 𝜏) динамической задачи с помощью соотношений [23,25]

𝐺
(𝑠𝑡)
𝑚𝑘 (𝑥) = lim

𝜏→∞
[𝐺𝑚𝑘(𝑥, 𝜏) *𝐻(𝜏)] = lim

𝑠→0

[︁
𝑠𝐺𝐿

𝑚𝑘(𝑥, 𝑠)
1

𝑠

]︁
= lim

𝑠→0
𝐺𝐿

𝑚𝑘(𝑥, 𝑠). (16)

Преобразуя свертки (4) с помощью (16), получаем решение статической
задачи: ⎧⎨⎩

𝑣(𝑠𝑡)(𝑥)
𝜗(𝑠𝑡)(𝑥)

𝐻
(𝑠𝑡)
𝑞 (𝑥)

⎫⎬⎭ =

3∑︁
𝑘=1

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐺

(𝑠𝑡)
1𝑘 (𝑥)

𝐺
(𝑠𝑡)
21 (𝑥)

𝐺
(𝑠𝑡)
𝑞+2,𝑘(𝑥)

⎫⎪⎬⎪⎭ 𝑓𝑘.

Применяя предельный переход (16) к равенствам (7), получаем следую-
щие выражения для функций 𝐺(𝑠𝑡)

𝑚𝑘 (𝑥), 𝑘 = 1, 𝑁 + 2, 𝑚 = 1, 𝑁 + 3:

𝐺
(𝑠𝑡)
11 (𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑃11𝑛(0)

𝑃𝑛(0)
sin𝜆𝑛𝑥 = −2

∞∑︁
𝑛=1

sin𝜆𝑛𝑥

𝜆3𝑛
,

𝐺
(𝑠𝑡)
12 (𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑃12𝑛(0)

𝑃𝑛(0)
sin𝜆𝑛𝑥 = 2

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1

𝜆2𝑛
sin𝜆𝑛𝑥,

𝐺
(𝑠𝑡)
13 (𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑃13𝑛(0)

𝑃𝑛(0)
sin𝜆𝑛𝑥 = −2Φ

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1

𝜆4𝑛
sin𝜆𝑛𝑥,

𝐺
(𝑠𝑡)
𝑞+2,3(𝑥) =

∞∑︁
𝑛=1

𝑃𝑞+2,3𝑛(0)

𝑃𝑛(0)
sin𝜆𝑛𝑥 = −2Λ

(𝑞)
11 Φ𝑞

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1

𝜆2𝑛
sin𝜆𝑛𝑥.

(17)

Остальные функции равны нулю. Здесь введены следующие обозначения:

Φ =

𝑁∏︁
𝑗=1

𝐷
(𝑗)
1

𝑁∏︁
𝑗=1

𝐷
(𝑗)
1 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 Λ

(𝑗)
11

𝑁∏︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑗

𝐷
(𝑟)
1

, Φ𝑞 =

𝑁∏︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑞

𝐷
(𝑟)
1

𝑁∏︁
𝑗=1

𝐷
(𝑗)
1 −

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 Λ

(𝑗)
11

𝑁∏︁
𝑟=1,𝑟 ̸=𝑗

𝐷
(𝑟)
1

. (18)
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С учетом предельного перехода (16) система уравнений (12) запишется
в виде

2∑︁
𝑗=1

𝑎̃𝑖𝑗𝑓𝑗 = 𝜙𝑖, (19)

где с учетом формул (17) и (18)

𝑎̃11 = 𝐺
(𝑠𝑡)′
11 (0), 𝑎̃12 = 𝐺

(𝑠𝑡)′
12 (0),

𝑎̃21 = 𝐺
(𝑠𝑡)′′
11 (1) + 𝑏1𝐺

(𝑠𝑡)
21 (1) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺

(𝑠𝑡)
𝑗+2,1(1),

𝑎̃22 = 𝐺
(𝑠𝑡)′′
12 (1) + 𝑏1𝐺

(𝑠𝑡)
22 (1) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺

(𝑠𝑡)
𝑗+2,2(1),

𝜙1 = −𝐺(𝑠𝑡)′
13 (0)𝑓3,

𝜙2 = −
[︂
𝐺

(𝑠𝑡)′′
13 (1) + 𝑏1𝐺

(𝑠𝑡)
23 (1) +

𝑁∑︁
𝑗=1

𝛼
(𝑗)
1 𝐺

(𝑠𝑡)
𝑗+2,3(1)

]︂
𝑓3.

Решение системы (19) находится по формулам (15). При этом использу-
ются следующие соответствия:

𝑦𝑖𝑚−1/2 ↔ 𝑓𝑗 , 𝐴𝑖𝑗
1/2 ↔ 𝑎̃𝑖𝑗 , 𝑏𝑖𝑚−1/2 ↔ 𝜙𝑖.

5. Пример. В качестве расчетного примера рассматривается задача для
консольно закрепленного трехкомпонентного дюралюминиевого стержня,
в котором компоненты цинк и медь диффундируют в алюминии. Стержень
характеризуется следующими физическими параметрами [26]:

𝐶1122 = 6.93·1010 Н/м2, 𝐶1212 = 2.56·1010 Н/м2, 𝑇0 = 700 К, 𝜌 = 2700 кг/м3,

𝑐0 = 920 Дж/(кг · К), 𝛼
(1)
11 = 1.55 · 107 Дж/кг, 𝛼

(2)
11 = 6.14 · 107 Дж/кг,

𝐷
(1)
11 = 2.62 · 10−12 м2/с, 𝐷

(2)
11 = 2.89 · 10−14 м2/с, 𝑏11 = 4.94 · 106 Н/(К · м2),

𝜅11 = 134 Вт/(м · К), 𝑚(1) = 0.065 кг/моль, 𝑚(2) = 0.064 кг/моль,

𝐶1111 = 𝐶2222 = 𝐶1122 + 2𝐶1212, 𝑛
(1)
0 = 0.0084, 𝑛

(2)
0 = 0.045.

Стержень имеет прямоугольное сечение: ℎ×𝑏 = 0.05𝑙×0.05𝑙, где 𝑙 = 0.01 м.
Поперечная нагрузка на конце стержня при 𝑥 = 1 задается в виде

𝑓3(𝜏) = 𝐻(𝜏),

где 𝐻(𝜏) — функция Хевисайда.
Решая численно систему (13) и подставляя найденные функции в форму-

лы (15), получаем результаты, представленные на рис. 2–8. Здесь одна едини-
ца безразмерного времени соответствует 1.6 · 10−6 секундам. Для численного
решения системы интегральных уравнений Вольтерра (15) использовалось
𝑁𝑡 = 20 точек разбиения. Дальнейшее увеличение количества точек не при-
водит к заметным изменениям результатов.
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Рис. 2. Прогибы балки
[Figure 2. Beam deflections]

На рис. 2 показаны прогибы балки
в различные моменты времени, а так-
же прогиб балки при статической на-
грузке (жирная линия). Сравнение ре-
зультатов для термомеханодиффузи-
онной и упругой (при 𝛼

(𝑞)
11 = 0 и

𝑏11 = 0) моделей показывает, что
влияние тепломассопереноса на меха-
ническое поле изгибаемой консольно
закрепленной балки Бернулли—Эйле-
ра на рассматриваемом промежутке
времени пренебрежимо мало (графики
совпадают).

Графики на рис. 3 и 4 демонстри-
руют плотности приращений концен-
траций цинка и меди при динамиче-
ской и статической нагрузках. На рис. 5 и 6 изображена плотность прира-
щения температуры при динамических нагрузках.

Как показывают расчеты [24], релаксационные эффекты, обуславлива-
ющие конечную скорость распространения тепловых и диффузионных по-
токов, существенно проявляются в начальные моменты времени. Графики,
представленные на рис. 3 и 4, одинаково подходят как для классической мо-
дели тепломассопереноса, так и для рассмотренной здесь. Примерный момент
времени, когда обе модели дают достаточно близкие результаты, показан на
рис. 7. Однако на более ранних стадиях развития процесса наблюдаются су-
щественные различия в результатах, полученных по разным моделям (рис. 8).

Полученные результаты позволяют сделать вывод, что влияние механиче-
ского поля на теплоперенос проявляется более существенно, чем на диффу-
зионные процессы. При заданной нагрузке максимальная плотность прира-
щения температуры материала составляет примерно 85 % (рис. 6). Переходя

Рис. 3. Линейная плотность прираще-
ния концентрации цинка

[Figure 3. Linear density of zinc concent-
ration increment]

Рис. 4. Линейная плотность прираще-
ния концентрации меди

[Figure 4. Linear density of copper concent-
ration increment]
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Рис. 5. Линейная плотность прираще-
ния температуры

[Figure 5. Linear density of temperature
increment]

Рис. 6. Линейная плотность прираще-
ния температуры

[Figure 6. Linear density of temperature
increment]

Рис. 7. Линейная плотность прираще-
ния концентрации цинка в момент вре-

мени 𝜏 = 109

[Figure 7. Linear density of zinc con-
centration increment at time 𝜏 = 109]

Рис. 8. Линейная плотность прираще-
ния концентрации цинка в момент вре-

мени 𝜏 = 108

[Figure 8. Linear density of zinc con-
centration increment at time 𝜏 = 108]

к размерным величинам, с учетом заданных размеров балки получаем при-
ращение температуры на поверхности балки 𝑥*2 = ℎ/2:

𝑇 − 𝑇0 = 𝜃𝑇0 = 𝑥2𝜗𝑇0 =
𝑥*2
𝑙
𝜗𝑇0 =

ℎ

2𝑙
𝜗𝑇0 =

0.05

2
· 0.85 · 700 ≈ 15 К.

При этом изменение плотности концентрации веществ (цинк и медь) да-
же на значительном промежутке времени не превышает 1.1% по отношению
к начальным плотностям концентраций, что при переходе к размерным вели-
чинам дает пренебрежимо малое значение. Это, в свою очередь, подтвержда-
ется экспериментальными исследованиями [27], согласно которым влияние
механических нагрузок на диффузионное поле слабо проявляется при упру-
гих деформациях.

Результаты, представленные на рис. 2–4, хорошо согласуются с результа-
тами, полученными ранее аналогичным способом для консольно закреплен-
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ной упругодиффузионной балки Бернулли—Эйлера [25]. Кроме того, в так
называемом «неопубликованном обзоре»1 имеется немало ссылок на экспе-
риментальные исследования, в том числе и на работу [27], подтверждающих,
что взаимодействие механических и диффузионных полей наиболее суще-
ственным образом проявляется только при пластических деформациях.

6. Заключение. Таким образом, в работе построена модель нестацио-
нарных колебаний консольно закрепленной ортотропной балки Бернулли—
Эйлера с учетом релаксации тепловых и диффузионных потоков. Данная мо-
дель описывает взаимосвязь между механическими, температурными и диф-
фузионными полями в сплошных средах. Установлено, что интенсивность
возникающего тепломассопереноса крайне мала и практически не оказывает
обратного влияния на механическое поле в изгибаемой балке. Этот вывод под-
твержден путем сравнения полученного решения с решением упругой задачи
для балки Бернулли–Эйлера.

Предложен алгоритм решения задачи об изгибе консольно закрепленной
балки с учетом тепломассопереноса, основанный на использовании преобра-
зования Лапласа, разложения в тригонометрические ряды Фурье и метода
эквивалентных граничных условий.
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Abstract

The study investigates the interaction of mechanical, thermal, and diffu-
sion fields during nonstationary bending of a cantilevered beam. The mathe-
matical formulation of the problem is based on a system of equations describ-
ing nonstationary flexural vibrations of a Bernoulli–Euler beam, accounting
for heat and mass transfer. This system is derived from the general thermo-
mechanodiffusion model for continuum media using the generalized principle
of virtual displacements. The research assumes a finite velocity of thermal
and diffusive perturbation propagation. The interaction of mechanical, ther-
mal, and diffusion fields is analyzed using a cantilevered three-component
beam composed of a zinc–copper–aluminum alloy under the action of a non-
stationary load applied to its free end.
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